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Herrn  Dr.  Wilhelm  Slatzka, 

ProfcMor  der  Hathematilr  *a  der  \.  k.  lTniTar*itAt  sn  Prsf. 

(Vorgetragen   in  der  am  ii3.  Juni  ISSl.  gehaltenen  Sil- 

znng  der  kSniglich  bShmisch«n  Oesetlachaft  der  Wii< 

senschaften  zu  Prag.) 


In  neuerer  und  nenester  Zeit  haben  mehrere  kritische  Analy- 
tiker,    mit  Cauchy   an  der  Spitze,   an   dem  bekannten  und  ao 

hfiuGg  in  Anwendung  kommenden  Integral  / ,    dessen   Diffe 

lentialqootient  das  Umgekehrte  (der  reciproke  Werth)  der  Gmnd- 
rerände fliehen  x  ist,  mancherlei  segrOndete  Anstüsse  gefunden, 
die  noch  nicht  lur  allseitigen  Zulriedenstellung  heboben  werden 
konnten.  Diese  BefriedigunK  mit  treffenden  Grflnden  zu  erzielen, 
ist  der  Zweck  folgender  Ahfaandlnng. 


5.1. 

Dieses  Integral,  denen  Üblicher  Ausdmck 

(I)       yf=i.+c 


Dnit'itdD,  Google 


wenn  1  die  Andeutung  der   natflriicben  Loearilbnicn  ist,  leichnet 
sich  durch  mehrere  auffallende  Eigenheiten  aus. 


Veränderliche,  x,  durch  ei  ne  Proportionale,  oz,  ersetzt, 
deren  constanter  Verhältnis» -Factor  n  eine  beliebige,  positive  oder 
negative,  reelle  oder  imaginSre  Zahl  ist.  Erlaubt  man  sich  die- 
sen Ersatz  auch  in  dem  Logarithmand  zu  vollbringen,  so  erfolgt 


(2) 


f^  =  K-')  +  C. 


In  diesen  mllkühriichen  Factor,  o,  dar!  man  daher  auch  die 
arhitrfire    Integrallonsconstante    C  mit  einhegreifen,     folglich    ihn 

durcfi  Ca  oder  durch  -p   ersetzen,   wodurch  steh  herausstellt 
(3)  /^  =  l(C«:r)=|S. 

Diese  gleicbgeltenden  dreierlei  AusdrBcke  eind  weit  allgemeiner 
als  der  urKprQngliche,  veraolasfien  aber  den  Anstoss,  dass  sie 
fdr  negative  und  imaginfire  Logarithniande  imaginär  ausfallen, 
während  doch  der  Integrand  selbst  reell  ist. 

30  Führt  man  an  die  Stelle  der  VerSnderlichen  eine  helie- 
Wge  Potenz  derselben,  *",  ein,  deren  Exponent  (n)  was  immer 
fdr  eine.'  positive  oder  negative,  reelle  oder  imagipfire,  gajize,  ge- 
brochene oder  irrationale  Zahl  sein  mag;  so  »ird  das  Integral 
hIoR  durch  diesen  Exponenten  vervielfacht,  daher  tvieder  berge- 
slellt,  indem  man  das  entstandene  Integral  durch  jenen  Exponen- 
ten theilt.     Es  ist  nemitch: 


nnd  wenn  man  diese  AbSndeninc  wich  in  den  Integralau« drücken 
(Q  ood  (3)  ausfahrt,  findet  man  noch  allgemeiner 


n 


1  11    aa* 


3.  Jeder  Lof^arltbme  ist  bekanntlich  eine  nnendlicb  vieldeu- 
tige compleze  (hinomiale  imaginäre}  Function,  daher  mu«a  das 
voUkonunea  allgemeine  Integral    &aeh   nnendlich  vieldeutig 


oy  Google 


atAn.    Bedient  man  sich  daher  CBuchy's  bekaniitei  Bezetcfanong, 
Bo  ist  am  allgemeinsten 


(S) 


/^=l,«„^,,+c=l,<(«»-,,=  i,((-)). 


1.)     Uebergeht  man  von  diesem  unbestimmten  Integral  auf  ein 
bestimmtes  mit  algebraisch    euttfegengesetzten  Integrationa- 


KTsoxen,  so  kann  die  Aiiawerthung  des  letzteren  nicht  so  gerade- 
hin durch  die  übliche  Einsetzung  dieser  Grenzen  in. das  allgB' 
meine  Integral  vollzogen   werden;    weil  bei  dem  Uebergange  der 


übliche  Einsetzung  dieser  Grenzen    in. das  allgB' 
vollzogen   werden;    weil  bei  dem  Uebergange  der 
Veränderlichen  x  aus  dem  Positiven  durch  ?iuU  ins  Negative  der 

Differentialcoeffictent  -^  an  dem  Werthe  x^O  unstetig 
(onendlicb  gross),  das  Integral  selbst  dagegen  fGr  x^ü  gleich- 
falls nnstet^  und  dann  fär  uegatire  ^rlroaginSr  wird,  wofern 
man  nicht  zum  Exponenten  n  eine  gerade  Anzahl  gewShhhXtte. 

s.S. 

Diese  Wahrnehmnngen  haben  zuerst  Canchy  bewogen.  In 
seinem  R^sumä  desHegons  sur  le  ealcul  Infinillsimal, 
40.  t.  1..  1823.,  an  mehreren  Stellen,  wie  S.  87.  und  92,,  die 
Matbematilcer  darauf  aufmerksam  zu  machen,  das«  das  genSbn- 
liche  Verfahren 


/^=.. 


zn  setzen  nur  da,    wo  x  positiv  ist,   gestattet  sein  könne,   oder 
dass  man  nur  so  lange 

setzen  dUrfe,  alsdieConstanteCroitAsgleicbstimmig  gewSfalt  wird. 

Ohne  sich  in  eine  tiefere  Begründung  einzalassen,  setzt  er 
sofort,  auf  S.  101.*  107.  n.  s.  f.,  dort  wo  s  eben  so  wohl  n^ativ 
als  positiv  gedacht  werden  kann. 

Seither  hat  er  in  seinen  analylisdien  Arbeiten  üheri^  die  letstere 
Form  als  die  richtige  heihehwlen. 


itzü^oyCoOglC 


SS. 


Von  Cauchy's  Anbängern  dUthe  wohl  Herr  Proressor  Gro- 
»«ft  der  Erste  dieser  Ansicht  offen  beigetreten  sein,  indem 
er  in  seinen  „Elementen  der  Difrerential -  und  Integral- 
Rechnung",  2.  Tbl.,  Leipzig,  1837.  S.  34.,  diesen  Fragepankt 
folgen dermasaen  bespricht. 

„Weil  bekanntlich,  nenn  man  anter  der  Vorsussetrang,  dass 
X  reell  ist,  da«  obere  oder  untere  ZdcheR  nimmt,  jenachdem  X 
positiv  oder  negativ  ist. 


^(±x,^^=f 


f 


^=l(iX)  +  C. 


mit  derttelben  Bestimmung  wie  vorher  «regen  des  Zeicheos.  Um 
aber  die  durch  das  doppelte  Zeichen  verursachte  Unbequemlich- 
kelt  zu  vermeiden,  wollen  wir  im  Folgenden,  was  «rfeobar  ver- 
stattet ist,  immer 


f 


"=i..;p+c 


Hiergegen  imiss  ich  jedoch  bemerken,    dass  die  hierin  ver- 
•teckte  snccessira  A^umentation: 

sei  lunSchst 

«na 
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„  Potenzirung  und  WnrselziefaaDS  nach  «inerlei  Expo- 
nenlen,  unmittelbar  nach  eiaaDOer  auagefOhrt,  heben 
sich  auf", 

basirt  ist,  nelcher  laut  dea  Beei-Iffi«  der  Warael  swar  da  streng 
gilt,  wo  einer  War/eliiebunK  die  ((leichhofae  Potenzirung  Mg,U 
der  aber  uniichtig  wird,    wenn  umgekehrt  einer   Potenzirung  die 

f:leichhohe  Wurzelziehung  nachfolgt;  weil  jede  Wurzel  belcanut- 
ich  nicbt  blos  eindeutig,  sondern  ao  vieldeutig  ist,  als  ibr  Ex- 
pooeat  z&hlt. 

Will  man  jedoch  kritisch  vorgehend 

±jr=(([±jr]«));=((^))i 

setzen!  so  int  es  bei  dem  (Jebergange  auf  die  Logarithmen  immer 
gestattet,  ohne  weiteres 

H:tX)^mX')}i.-^\.X* 

zu  setzen;  weil  ja  der  vorletzte  Ausdruck  zweiTiirmig,  der  letale 
aber  «ur  einfürmig  ist. 

U  seinem  „Leitfaden  f-dr  den  ersten  Unterricht  iit 
der  höhere n  An alysis, Leipzig,  1838.,  S.  158.,  Note"  wie- 
derholt Herr  Professor  Grün  e  rt  anfanj^s  im  Wesentlichen  das  Obige, 
nur  fügt  er,  um  sich  gegen  den  Vorwurf  „einer  unnOthigen  und 
unfliierTegten  Neuerung"  zu  schflizen,  noch  folgende  Bemerkun- 
gen bei: 

„Nach  meiner  Ueberzeugaog  Ist  die  Formel 
=  IJ 


f^ 


falsch,  und  gilt  blos  In  dem  Falle,  wenn  X  positiv  ist, 
keinestvegs  aber  auch  in  dem  Falle,  wenn  X  negativ  ist,  wie 
schon      daraus     unzweideutig     hervorgehen      dfirfte,       dass     fllr 

ein  negatives  ^bekanntlich  IX  imaginär,  die  GrOsee    -y-      aber 
reell    ist,      und     doch     wohl     auf     keinen     Fall    das    Integral 
-jp-   des  reellen  Differentials  -p    der    iraa^nSren    Grösse    \X 
gleich  sein  kann." 

Die  hier  in  Frage  gestellten  Behauptangen  hoffe  ich  im  Fol- 
genden (in  §  6.)  graodlich  widerlegt  zu  haben. 


/: 


->. 
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»4. 

Dieser  Ansicht  schloss  sich  auch  Herr  Profeasot  ScblS- 
nllch  in  mehreren  seiner  »Istreichen  und  kritischen  Anfs&tze 
an,  die  er  Im  Archiv  rerSBentlichte.  Zuvürderst  gehSrt  hieher 
eine  JJtetle  in  einem  seiner  polemischen  AnlsStze  gei;en  Dr.  Bar- 
fnssi  5.  Bd.,  1844,  8.  388.  Den  daselbst  ausfcespro ebenen  Anti- 
titheseu  zwischen  dem  Wirklichen  und  algebraisch  Unmöglichen 
kann  ich  jedoch ,  als  Mitverfechter  der  —  freilich  noch  wenic 
Gnade  findenden  —  Ansichten  eines  Mourey,  Warren  und 
Gauss  fiber  die  Realität  der  sogenannten  imagiDfiren  GcSsseu 
meinen  Beifall  keinesnegs  zollen. 

Darauf  gab  er  filr  diese  Ansichten  einen  eigenen  Beweis  im 
e.  Bde.,   1845.,  S.  3-»~-328.     Dia  ürundUge  desselben  ist  die 

— X  flber- 


UoverSnderlichkeit  des  Integrals  /     - 


nenn  x  tn 


geht  Indes»  getrfihren  gleichwohl  die  einleitenden  analyti- 
schen Knnstgriffe  nicht  die  erwünschte  Befriedigung,  zomal  man 
fiber  den  eigentlichen  Grund  doch  nicht  die  nüthigen  Aufscblüese 
erhält.  Zudem  streitet  sein  ^(0),  welches  eigentlich  =1(0)^— oo 
ist,  mit  der,  durch  die  Bemerkung  4)  in  6.1-  ferunlassten,  Lehre 
Caucfay's  Ton  der  Wertbbeatimmung  mdeterminiiter  Integrale 
(Rdaumä,  p.  93-96.). 

Gegen  diesen  Beweis  stritt  Herr  Lehrer  Dr.  Stranch  im 
6.  Donpelheße ,  Nr.  57-,  der  Heidelberger  Jahrbücher  der  Litera- 
inr  für  1845,  S.  911—913.,  indem  er  Herrn  8chlümilch's  Ver- 
fahren eine  „nnnatflriiche  KOnstelei"  nennt,  nnd  wKbrend  dieser 
das  begrenzte  Integral 

also  reell  befunden  hatte,  zu  dem  Endresultate  kommt: 
„Es  ist  richtig: 


r 


;=iii 


D^egen  ist 

inoginUr,  nnd  bleibt  in  alle  Ewigkeit  imaginflr. 


itzü^oyCoOglc 


Nun  wenn  diese  Ewi^ait  an  d«n  msncberlei,  bereita  ahg»- 
laurenen,  bebannten  Ewigkeiten  ein  ^tes  Beispiel  sich  nehmen 
wollte,  so  dOrfle  sie  so  gar  lange  Hohl  nicht  mehr  dauern. 

Ibm  eatee^nete  hieranf  Herr  Professm  SehUtmllch  \th  8. 
Bde.  des  Archivs,  IS46,  Literar.  Ber.  S.  436.  437.,  and  wies  ihm 
seinen  Irrthum  nach.  Indem  er  — '  worauf  hier  Alles  anltornnt  — 
darlegte,  dass  allgemein 


r 


ist;    wob^  freilich  auch  seine  zwei  Beweise  noch  eine  genauere 
fSicIierstellung  bedürfen. 

So  wie  er  an  diesen  Stellen  nor  die  beftrenzlen  Integrale  die- 
ser Art  berflcksii'htigte,  eben  so  beweist  er  endlich  die  Giltigkeit 
auch  für  das  allgemeine  &agltche  Integral  ht  «einem  „Haadhueh 
der  Differential-  iind  1  ntegtal  -  Rechnung,  3.  Tbl., 
1847.,  S.  6-,  7."  .WIein  auch  da  mangelt  die  unerlMssliche  vor- 
läufige Nachweisung  des  Rechtes,  die  Lehre  von  den  Logarith- 
men und  das  Rechnen  mit  ihnen,  obfcobl  sie  lediglich  nur  für 
absolute  Logarithmande  in  der  Algebra  erwiesen  werden,  so 
geradezu  auch  auf  negativeLogarithmandeauBdebnen  zu  dürfen. 


s.S. 

Ausser  den  genannten  haben  die  anderen  neueren  und  neue- 
sten matbematiscnen  Schriftsteller  Ober  lnte<rralrecbnnng  diesen 
bedenklichen  Punkt  gar  nicht  berührt;  selbst  der  um  die  Samm- 
Innn  der  analytischen  Arbeiten  Cauchy's  verdiente  Moigno 
(1844)  begnügt  sich  mit  der  blossen  Uinstellung  des  richtigen 
Integrals. 

Vielleicht  rermathen  Manche,  en  sei,  wenn  irgendwo  eine  Be- 
denkltchkeit  darflber  eintreten  seilte,  leicht  durch  die  Wahl  der 
Integratinnscon staute  C  abiuhelfen.  In  der  That  scheint  es,  als 
dArfe  man ,  wenn  die  genOhntiche  Integrationa weise  (1)  angewen- 
det wird,  für  negative  Werthe  von  a,  bei  denen 


/• 


'•^  =  !(-«) +C 


1(-«)  =  U  +  I(-1) 

wtzen  nod  K— •)  io  ""e  ConBtaiite  C  mit  einbeziehen;  oder  wenn 
nu  die  Integration  (6)  verirendet,  Itoi  (.eiolicr  unter  gleiehar 
AnnahB« 
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trird,  bloM  die  Constante  C  aegstlv  aebmeo. 

Audi  hilft  A'wBK»  Mittel  ivirkUcb,  wenn  die  Integration  zv\- 
>cb«n  sieicbstimmigen,  and  xtrar  —  was  hier  allein  su  erfor- 
«eben  hleibt  —  ZHiscnen  zwei  negativen  Grenzen  zu  voll - 
sieben  iM.  Denn  soll  daa  Inte^al  bei  x^z — a  anrangen,  d.  i. 
^  Null  sein,  so  muss  verinOge  (1) 

0=l(-«)  +  C=:la  +  l(-l)  +  C. 
folgiicb 

C=-lo-l(-l) 
sein.    Dann  ist  das  unbegrenzte  Integral 


/• 


■K-D- 


Soll  dieses  bei  x=~b  enden,  so  erfolgt,  well  l(— 6)=l»+l(— 1) 
Kesetzt  werden  darf,  also  +l( — 1)  mit  -!( — I)  sieb  aufhebt,  das 
bestimmte  Integral 


r^=' 


aatsScbltch  reeU. 


ohnehin  berausftllt,  sie  nicht  ernt  faeotimmen,  sondern 
Integrationsgrenzen  einsetzen,  »o  erblill  man  nach  (1) 


r 


=i(-ft)-i(-fl)=i~ 


Allein  hier  nimmt  man  überall  stillschweigend  an,  dass  man  be- 
rechtiget sei,  mit  Logarithmen  negativer  Zahlen  gerade  »o  wie 
mit  denen  der  positiren  zu  rechnen,  was  doch  vorerst  noch  zu 
erweisen  bleibt.  Man  umgeht  diese  Schwierigkeit  —  vielleicht  auch 
nur  acbeinbar  —  .wenn  man  nach  (6) 


/ 


-'<fa 


-)-; 


bestimmt  nnd  hterin  di«  willkuhriicbe  Comtante  C,  am  nur  posi' 
tiye  Logarithmsnde  zn  erhalten,  ia  — C  venrandelt,  wonadi 


»Google 


wie  frOfaer  «otföllt 

Nimmt  raan  jedoch  dieses  Integral  innerhalb  ungleicb- 
stimmiger  (eiitgegen gesetzter)  Grenzen,  etwa  nur  tos  ~a  bis 
-(-6i  weil  tür  die  gegentheilige  Integration  von  -f  n  bis  — 6,  mit 
der  Entgegensetzung  der  Grenzen,  auch  dos  Integral  selbst  niu 
entgegengesetzt  za  nehmen  kommt,  folgiicb 


r^=-/ 


+*tLr 


ist;  so  wild  man  voo  beiden  Anabiirsmttteln  verlassen.    Dennge- 
niSss  der  Integratioos weise  (I)  erhält  man 

(9,  /"^^=,(+.,-,<-„)  =  ,(-^) 

nnd  nach  der  Integration  (6)  ist 


/"■^- 


'  C~ 


so  dass  man  dasBeziehun^szeicben  von  Cnie  so  wählen  kann,  dass 
beide  Logaritbmande  positiv  ausfallen;  mithin  ist  das  erwähnte 
begrenzte  Integral  oach  dieser  Darstellung  sicher  imaginär. 

Allein  ein  begrenztes  Integral,  dessen  Inteerand  lilr  alle 
im  Integratinnsiiitervall  gelegenen  Werthe  der  Veränderlichen,  wie 
im  vorliegenden.,  reell  bleibt,  kann  ali«  Summe  von  lauter  reellen 
Elementen  oiniinermehr  imaginär  ausfallen;  mitbin  ist  der  zuletzt 
erbnltene  imaginäre  Betrag  des  in  Rede,  stehenden  Integrals  ge- 
wiss unrichtig. 

Soiiach  entsteht  die  Frage,  wie  alle  erwfihnten  Widerspruche 
erflndlich  zu  heben  seien,  und  wie  sofort  die  Integration  tut  alle 
Fälle  gditig  dnrchgenihTt  werden  mQsse. 


Bierbei  mnss  vor  Allem  —  was  auch  sonst  immer,  tvenn  es 
nothwendig  ist,  geschehen  sollte,  —  die  allgemeine  Integration 
von  der  begrenzten  sorgfältigst  unterschieden  tverden. 

Die  allgemeine  Integration  ist  nichts  Anderes  als  der 
ROcksdiritt  vom  Differenziren,  indem  sie  von  einem  Differential 
zu  der   als   frOher  differeozirt   voran sgosetzlen  Function   znrffck- 
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schreitet.  Sis  nimmt  die  BestiromaTif  des  GrenzverhSitnisaea  der 
gleichzeitigen  Aenderaagen  zweier  z  us  am  in  enii  fingen  der  Verla- 
derlichen  als  früher  gescheiten  an,  und  sucht  von  dtesera  Ver- 
hältnisse der  Aenderungen  zurQcligehend  den  Zusammenhang  jener 
Veränderlichen  selbst,  dteAbhSngigkeitstveiae  (Paoctjon)  der  einen 
von  d^  andern  wieder  herzustellen. 

Nun  liegt  ps  In  dem  Begriffe  des  Differenziren«  und  wird  da- 
nach auch  in  den  britischeren  Lehrbuchern  ffber  Differentialrech* 
nnng,  wie  in  jenen  von  Canchy  und  seiner  AnhSnger  Grunert, 
Molgno  und  Seh  lü  milch,  noch  insbesondere  austohrllch  erwi«^ 
Ben,  dass  das  Differenziren  nicht  minder  bei  imaginliren  als  bei 
reellen  Functionen  vollfiihrt  werden  krmne.  Hiebei  wird  nun  daa 
Differential  einer  inia(;infiren  Function  im  Allgemeinen  freilich  wie- 
der imaginSr  ausfallen,  allein  in  besonderen  Fällen  kann  es  doch 
auch  reell  werden.  Denn  wenn  u,  c  reelle  Functionen  von  x  vot' 
stellen  und  die  V^  mit  i  bezeichnet  wird,  so  ist  die  allge- 
meine Form    einer    imaginären    Function   dieser    Veränderlichen 

=  M  +  JO  , 

daher  ihr  Differential 

Dieaes  wird  nnn,  da  ~r~  nicht  nothwendig  jederzeit  Null  sein 
mnss,  sondern  im  Gegentheil  gewShnlich  von  Null  verschieden 
sein  wird,  im  Allgemeinen  imaginSr  werden.  Allein  well  -j—  doch 
auch  ausnahmsweise  Null  sein  kann,  dann  nenilich,  wenn  die 
Function  c  nur  annahmsweise  nicht  aber  in  der  That  von  x  ab- 
'hBnßt,  oder  ein  Ausdruck  von  x  ist,  aus  dem  bei  zureichender 
Ueduction  diese  Veränderliche  gänzlich  herausfällt;  su  kann  das 
Differential  einer  imaginären  Function  doch  auch  zuweilen  reell 
ausfallen.  , 

Mitbin  bann  auch  umgekehrt  das  allgemeine  Integral 
eines   reellen  Differentials  gleichwohl  imaginär  sein. 

Bei  dem  allgemeinen  Integriren  ist  demnach  ein  Sich- 
beschr&nken  auf  reelle  Integralformen  allein  ganz  und  gar  unge- 
grflndet,  sobald  nur  die  Zulässlgkeit  des  Rechnens  mit  aolchen 
imaginären  Formen  in  früheren  Doctrinen  gerechtfertigt  worden  ist. 

Nun  wird  aber  in  «der  That  in  den  Lehrhüchera  über  alge- 
braische Anaiysis  die  Befugniss  mit  den  imaginären  Logarithmen 
negativer  Zahlen  wie  mit  den  reellen  Logarithmen  positiver  Zah- 
len zn  rechnen  ausdrClcklich  dargelegt;  somit  untetliegt  es  keinerlei 

Anstand  von  dem  reellen  Differential  —   daa  allgemeine  Integral 
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in  dar  inagiDlreii  Farm  1( — s)  damstelleii,    di«   als   vieldeutig 
auch  dorcb  1((— :r))  anagedrCcKt  werden  kann.    Denn  indem  man 

setzt,   erbHit  man  bekannter  Hassen  nocb  ffmei,    wenn  man  den 
absoluten  Wertb  der  Zabl  x  durch  t^I.  abs.  x  andeutet. 


/1 


/^ 


'=l(¥al.  abs.  x)  +  C+i&r+l)it, 

wo  T  eine  positive  oder  negative  Grenzzahl  vorstetit.  Verbindet 
■BSB  damit  nie  Betracbtnng,  das«  auch  das  fBr  positive  *  geltende 
Abliebe  Integral  (ü)  in  die  &hniiche  Form 


/' 


=  l(vaL.b..»)  +  l((+I»4C 


™  /?=' 


I  (val.  abs.  a;)  +  C+iC", 

wenn  man  die  Constante  C  cantplez  »fiblt  nnd  das  Reell«  von 
den  Imaginüroa  scheidet.  Und  jedes  dieser  Iut«Krale  gibt 
dlHerenairt   das    sur    Integration    vorgelegt    gewesene  Differential 


Für  die  allgemeine  Integration  sind  sonach  auch  die  gekflU' 
stelten  Gestaltungen  (2)  bis  ^)  des  Integrals  ohne  Wcrth ,  weil 
sie  ja  alle  bei  genügender  Reduction  und  bei  der  Ausncbeidung 
des  Constanten  doch  immer  wieder  auf  die  einfache  Form  (1) 
inrfiekgebracbt  werdw  Icunnen. 

Hat  man  dann  auch  noch  fflr  jede  reelle  oder  imaginSre  Fotdi 

,  X^<p(x)-i-iil>(x) 

enrleeen,  dass 

ist;  so  ist  bei  allgemeioer  Integration  «odi 
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5.7. 

B«t  der  b«iionderen  oder  begrenzten  Integration  dage- 
gen, wie  aie  bei  der  AuflCanng  znmeiat  genmelriscber,  mechani- 
acber  und  pbysikaliacber  Aufgaben  voriioranit,  aucbl  man  nicht 
soirohl  aas  dem  gegebenen  Differential  Verhältnisse  diejenige  Fun- 
ction wieder  znrQck,  welche  differennirt  dieses  Verhältniss  liefert; 
sondern  man  frSgt  vielmehr  nach  der  Summe  —  dem  Integrum  — 
sümmtlicfaer  successiven  Aenderungsbeträ^e,  welche  die  gedachte 
Function  erfahrt,  während  die  Grundveränderliche  von  ihrer  unte- 
ren Grenze  zur  oberen  stetig  vorschreitet,  und  welche  einzeln 
nach  Anweisung  des  zn  integrirenden  Differentials  berechnet  wer- 
den künnen.  Mithin  ist  diese  Rechnungsweise  mit  der  allge- 
meinen Integration  zwar  im  ühlicheii  Namen  verwandt,  allein 
im  GrundbegrifTe,  in  der  Tendenz  und  Aasfäbning,  von  ihr  we- 
sentlich verschieden. 

'  Bei  ihr  sind  die  einzelnen  schrittweisen,  stetig  in  einander 
Obergehenden  Aenderungsheträge,  die  unendlich  kleinen  Elemente  . 
der  gesuchten  Function,  folglich  auch  die  ihnen  gleicbgellenden 
stetig  successiven  Werthe  des  Integrands,  eben  so  wie  die  Ver- 
änderliche und  ihre  Function,  durchweg  reell  zu  denken.  Um 
nach  der  Gaass'ischen  Ansicht  fiber  die  Realität  der  imaginären 
Grüssen  zu  sprechen,  während  man  bei  der  allgemeinen  Inte- 
gration auf  emer  ganzen  unbegrenzten  Ebene  alle  algebraischen 
Operationen  ausföhrt,  zieht  man  sich  bei  der  begrenzten  Inte- 
gration auf  eine  einzige  Gerade  dirser  Ebene  zusammen.  Auf 
dieser  entföllt  alles  Seitliche  (Laterale)  —  Imaginäre  —  und  nur 
das  Directe  (dao  Geradaus)  —  das  Reelle  —  bleibt  vecfiigliar; 
alle  Grössen,  die  beiden  zusammenhüngenden  Veränderlichen,  der 
ÜifferentialcoefBcient  und  das  integral,  müssen  in  den  Grenz- und 
Zwrschenwerthcn  durchtrchends  reell  sein ,  wenn  anders  ein 
solches  Snmmirungsgeschätt  der  nach  einander  folgenden  Aende- 
rungsbeträge  (Zusätze,  Elemente)  einen  klaren  Sinn,  eine  deut- 
liche Auffassung,  in  der  Wirklichkeit  zulassen  soll. 

Mithin  darf  hei  dem  beicrenzten  Integriren  kein  Satz,  der  nur 
ßrdasRechnen  mit  reellen  Zahlen  erwieaea  worden  ist,  ofane  weiteres 
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auch  ftlr  imaeinSre  Zahlen  eeltea  gelassen  werden.  Dieser  in  der 
hCheren  Ana^sU  l«ider  noch  immer  so  hSuSg  wahrnehmbare  Feh- 
ler   trftgt   auch  hei  der    varliegenden  begrenzten  Integration  des 

Differentials  —     die  Hauptschuld  des  eingeschlichenen  Irrthnms; 

weil  man  in  ihr  die>  iniajiinflren  Logarithmen  negativer  Zahlen 
zulässt  und  mit  ihnen  anstandslos  rechnet,  wogegen  doch  nur  ab- 
aolute  logarith mische  Grundzahlen,  folghcb  auch  nur  positive 
Logarithmande ,  in  den  Vorausisetzungen  und  in  der  algebraischen 
Lenre  Tom  Logarithmiran  zugeatanden  (vorden  waren. 


$.8. 

Nach  Aufstellung  dieser  unbeBlreilbar  richtigen  leitenden  Prin> 

ctpien  nehmen  wir  nun  das  fragliche  Integral    /  — nochmal.lund 

zwar  rar  vfilligen  Steh  erstell  un)c  auf  mehrere  Weiaen,  an  inte- 
giiren  vor. 


Nehmen  wir  —  was  bekanntlich  genügt  —  ein  particulfires 
Integral  des  Differentials  —  in  Betracht,  dessen  sonst  arbiträre 
Constante  hier  eine  bestimmte  Zahl  sein  soll;  so  m5i;e  der  voll- 
stflndige  Ansdruclc  dieses  (particulkren)  Integrale ,  mit  Einscbliis» 
seiner  Constante,  die  dermaleo  Ducfa  onbeaUmnite  Function  f{x), 
also  das  Integral 


(U)  /  ^=fl.x) 


Die  BestimmuDg  dieser  Function  f  kann  nnn  auf  felgttade  Wei- 
sen geschehen. 

a).  Erste  Bestiiumungs weise  der  Function  fix). 
Setzen  wir  fßr  x  die  Potenz  x",  in  welcher  der  Exponent  n  jede 
reelle  Zahl  vorstellen,  jedoch  ledlgRch  der  reelle  Wertb  der  im 
Allgemeinen  vieldeutigen  Potenz  berücksichtiget  werden  darf; 
so  wird 


/^ 


folgUcb  wenn  man  i^fferenzirt  und  redndrf 

rdx 


-/•^ 


=«*•). 


»Google 
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d-' 


atellt,  aa  bleibt  es  verstattet,    ancb  bler  dttsselbe  dnrch  f(^x)  lu 
ersetzen  und  somit  erfolgt 

als  die  eigentlich  aufEalSsende  Fnnctionalgleicbung. 

Um  darin  die  znei  VeTSnderÜchen  x  und  n  za  scIineideD,  sei 


eine  neue  VerSnderliche,  und  nehmen  wir  l>ei(teTseits  die  natOrli- 
chen  Logaritlimen.  Dann  fordert  die  —  ja  nicht  ku  fibersekende 
—  Bedingung,  dass  x  und  i  zwar  reell  sein  sollen,  aber  gleich 
wohl  eilen  so  gut  negativ  als  positiv  sein  kOnnen,  und  die  Grund- 
bedingung, dass  bei  duTchgfiiigig  reellem  Reebnen  die  Logaritb- 
luande,  gleich  den  logarith mischen  Grundzahlen,  nur  positiv  — 
oder  vielmehr  irrelativ  (absolut)  —  gedacht  werden  kOnncD,  die 
unabweisliche  VorbertiituDg,  beide  letzten  gleichen  Zahlen  zu 
einer  geraden  Potenz,  also  am  einfachsten  zur  niüglich  nieder- 
sten, d.  i.  zur  zweiten  Potenz,  zu  erbeben,  also  auf 

zußbei^ben.  Dabei  der  ersten  Potenzimng,selbst  wenn  der  Exponent 
n  gebrochen  oder  irrational  sein  sollte,  nur  mehr  der  reelte  Werth 
zu  berficksicbtisen  bleibt,  so  ist,  zufolge  der  algebr^scben  Leh- 
ren von  den  Wurzeln  und  den  Potenien  mit  georochenen  Expo« 
nenten,  die  Verwechslung  der  vorgescbriebenea  zwei  nach  ein- 
ander folgenden  Poteozirungen  gestattet,  mithin  auch 

Hier  nun,  wo  beide  zu  logarithmirenden  Zahlen  positiv  sind,  dOr- 
fen  wir  mit  vollem  Recnt  logarithmiren  und  erhatten  sofort* 

«lOc»)  =  !(.»). 

Obige  Functionalgleichung  (12)  fibergebt  aber  durch  die  Elnf&h- 
mng  der  i  in 

falsch,  durch  die  vorangehende  Gleichung  getheilt,  verwandelt 
sie  sich   in 

WO  nun  —  wie  bealuicbtiget  —  die  x  und  z  von  einander  geschie- 
den sind.  Da  diese  beiden  Veränderlichen  von  einander  unabbfin- 
gig  sind,  so  erheischt  die  letzte  Gleichheit,   dass  beide  gleichen 
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VerhIltntMft  eioe  nnd  diesalbe  tod  x  txaA  :  unabhingige  Zahl,  z. 
B.  A,  Bcieu,  folglich 

sei.     Dann  ergibt  sich  die  gesuchte  Function 

(13)  /(ir)=^Ka«). 

Zur  Besdmroung  der  noch  in  Frage  bleibenden  Cunstante  A 
bemerben  hit,  das«  die  Function  fix),  vermüge  der  Gleichung 
(11)  BD  die  Bedioguog  gebunden    ist,     dass  ihr  Differential  dem 

iDtegrand  —   gleiche,  also  auch,  daae  ihr  Diflereutialrerbiltniss 

f{x)  dem  DifferentialcoefBcienten  ( -1  dieses  Integraods  gleich, 
nemlich 

•        (14)  A»)  =  J 

8«.     Wie  berechnet  man  aber  hier  f'{x)    oder  — -j—  ? 

Es  kamt  nemlich  nicht  erlaubt  nein,  wnlem  unsere  Rechnun- 

f;eD  stets  auf  Hern  Boden  der  reellen  Zahlen  sich  betreten  sot- 
ei),  K^')  in  'i\x  aufzulüBeD  und  danach  ix  in  Üblicher  Weise  au 
differenciren ,  weil  ja  für  ein  negatives  x  der  1^  imagii>är  entGele. 
Wir  mOssen  also  nach  der'  allgemeinen  Formel 

d\u        «fluJw 
dx        ST  rf« 

differensireo,  in  welcher  der  Logarilhmand  v  eine  stets  posItiT 
bleibende  Function  von  x  vorstelll.  Da  erhalten  wir  nun  ohne 
Anstand  filr  k=^i* 


fo^^h 


rfl(*n^ 

dx    ~ 
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und  nach  obiger  Bediogaog  (14) 

..2       1 


ä  beliebige  raaEle  VarKnderliGbe  iit,  8o  g 
2A  =  l, 


Sobstttniren  wir  nnn  diesen  W«r(b  in  (13),  so  finden  wir  die 
gewfi  Dachte  Function 

(15)  flx)  =  l\(T'), 

and  wenn  wir  sie  in  den  Ausdrnclc  (II)  einliihren  und  zugleich 
TOD  diesem  puticnISren  Integrale  auf  das  Toilstfindige  Integral 
übergehen,   finden  wir  fOr  dieses 


0«)       /f=J" 


§.». 

b).  Zweite  BestiminuDRSweise  der  Fanction  /(ir). 
Setzen  wir  In  der  Gleichung  (11)  ffir  x  das  Product  ud  sweier 
entweder  von  einander  unabhängigen  oder,  wenn  man  lieber  will, 
von  einer  dritten  freien  Veränderlichen  t  zugleich  ahb&ngenden 
reellen  Factoren  u  und  v,  so  übergeht  sie  in 

Pd.uv     ^    . 
/  ^;^=/t«n'). 

DiEerenzirt  und  tbeilt  man,  so  etfoigt 

und  iDBofern  es  gestattet  ist,  u  und  s  xngleich  als  Fonctionen von 
t  anzusehen   uno  sofort  die  gliederweise  IntegratioD  rorennehnen, 
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daher  wegen  der  voTaasgesetzten  ParticularitSt  des  Integrals  (11) 

A«)+/i;r)=/(«r). 

Diese  Functionalgleichnng  in  beka nuter  elementarer  WeiM 
(z.  B.  nach  Cauchy  Cours  d'analyäe,  1821,  Cfaap.  V.  g.  1. 
Probt.  3.)  aufgelSst  gibt,  jedoch  btos  für  positire  Werthe 
TOD  u  ond  n, 

/■(w)-^l«, 

noriu  A  constunt  Ut. 

Setzt  msD  hierin,  tveü  x  eben  eo  nohl  nesatiT  als  positiv 
sein  bann,  eine  stets  positiv  ausfallende  gerade,  also  am  einfach' 
sten  die  ztreite,    Potenz  derselben  für  u,  nenilich  u^x^,   so  ist 

Nun  gibt  die  tileichong  (11),  wenn  man  x  \n  a^  umsetzt. 


f^ 


folglich 

und  gemfiss  eben  dieser  Gleichung  (II),  weil  in  ihr  f{x)  eiu  par- 
ticulSces  integral  voll  —  vorstellt. 

Sofort  ist 

und 

/(a:)=j-l(^'). 

Ffir  die  Ermittelnng  der  noch  unbestimmten  Coostante  A  At«Bt 
wieder  die  Bedingung  (11)  und  die  ihr  daselbst  folgende  Uifferea- 
tiation,  und  demgemias  ist 

\  __A    dl(j«)_  A    1_A 


oy  Google 


mithin,   da  diese  Gleichung  ISi  alle  reellen  Werthe  von  x  iden- 
tisch sein  soll,  Gadet  man 

A  =  l, 

nnd  wieder  wie  frfiher 

m         /(ä)=|i(*^). 

and  sonach  da«  dortige  voIJsISndige  Integral  (16). 


5.  10. 

n.    Zweitet   Integrationt-  Verfahren.    Integration 
dnrcb   Sabstitution. 

Bezeichnen  wir,  zur  AbfcflTznng,  das  gesuchte  Int^al  dnrdi 
jT,  setzend 


und  nehmen  wir  uns  vor,  einen  Logarithmus  der  VerSaderlichen 
X  einer  neuen  VerSnderlichen  gleich  zu  stellen;  so  ist  es,  weil 
X  nicht  blos  poBitiv,  sondern  auch  negativ  sein  Icann ,  keinesw^s 
gestattet,  geradezu  von  x  selbst  den  Logarithmen  zu  nehmen, 
wohl  aber  von  ihrer  zweiten  Potenz*    x'*,    weil  diese  jedenfalls 

Eositiv,  also  togarithmirbar  ausfällt.     Setzen  wir  demnach,    natSr- 
che  Logarithmen  anwendend, 

1(1')=.; 

Bo  ist,  wenn  e'die  Gmndzafal  solcher  Logarithmen  vorstellt. 


Dien  differenzirt  liefert 

%cAx'=i^.di, 
nnd  wenn  man  diridirt  und  noch  tudbirt 


Somit  wird 

daher,  wenn  man  zurück  subatitutrt 
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nod  wie  oben 

(16)      y^=ii(»^+t.. 


{.  II. 

III.    Drittet  Integrationtverfahren.    Individualiii- 
rung  eines  generellen  lategrate. 


tenz  «-*  daiatelieD,  in  det  Form 


,=f^ 


so  ist  selbes  ein   iodividueller  Fall  des  bekannten  generellea  In- 
tegrals 


A 


für  den  individnellen  Werth  n-fl=0  odMr  ti^ — 1. 

•o   geradabin  i«  +  l=0   setzen   wollte,    die   oabeatiKtate   Form 

-Tj-^^  annehmen  wfirde,    schlage   ich  folgendes  Verfahren  ein, 

das  ich  bisher  nii^ends  verirendet  gefunden  habe. 

Iste  Bob timmungs weise.  Ich  sehe  U  als  den  Grenz- 
werth  der  VerSnderlicheo  n-|-l  an,  wonach  x^'  der  Grenze  1 
zustrebt;  und  benätze  die  bekannte  Erlaubniss.  dem'  rerfinderli- 
chen  Tfaeile  jedes  IntegraU)  eine  beliebige  Constante  zu  addireo 
oder  zu  sabtrahiren,  indem  ich  von  .T^+^^seinenGrenzwerth  1  ab- 
ziehe, folglich  setze      ^ 


/ 


»■*«=2^^+c. 


Um  ^e  Schreibung  zu  vereinfachen,  mache  iA 

)i-(-l  =  iii,    also    ■=»! — I 
and  erhalte 
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/--  =  ^  +  -- 

Zum  Uebe^an^  auf  dag  lotegral  /  x-Ulx  lasse  ich  nun  die  Zahl 

m  der  Grenze  0  stelig  meileD  oder  unendlich  abuebmcD;    daher 
linde  ich 

lim  f  x>'-'dx  =  l\m^^^  .lC 
oder  weil  die  erstere  Greose 

ist, 

r'^=iim£!lz:l  +  c. 

Nun  ist  aber  bekanntlich,    wenn  a  eine  positive  von   a  unabhän- 
gige Zahl  vorstellt, 


Allein  in  z"  ist  x  .hier  nicht  blos  positiv,  sodern  auch  negativ, 
daher  darf  man  diese  tireiizronn  nicnt  geradehin  verwenden.  VVobl 
aber  ist  x'- jedenfalls  positiv.    Setze    icb  demnach  a=x'^,    so  ist 

o"=a:*".    WShIe  ich  ferner  2ia=m,    also  «  =  -3-;  so  ist  a"=a:" 

und  sugleich  mit  limm^)  auch  limu=0.   Sobin  erfolgt  anstandslos 

und  daher  nie  Traber 


§■  lin- 
ste Bestimmun  ^s  weise.  (ieivSbnIicb  hat  man  bisher,  die  vor- 
her ervrSbnte  Erlaubniss  benützend ,  von  a;M->  die  gleicbbob»  Po-  ' 
tenz  einer  beliebigen  beständigen  Zahl  b,   also  6"+',   abgezogen 
folglich 
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f" 


angenomraen ,  dann,  weil  der  entstandene  Brach  filr  n-|-l  =  0  dis 
nnbeatimmte  Form  rr  annimmt,    seinen  Zähler  und  Nenner  ein- 
sein nach  n  differenzirt  uod  hierin  erst  n-f  1=30  gesetzt. 
Allein 

da  ~       dn  dn 


setzt.    Denn  die  bekannte  Ableitung 
d.a*        , 


bedingt  (St  lauter  reelle  Zahlen,    dass  in  der  Ezponentiellen  a* 
die  Grundzahl  a  positiv  sei. 

Um    daher   die    Exponentiellen    ^-1-',    b"^^   auf    positiv« 
Grondzahlen  zn^ckzufuhren ,  setzen  tvir  n-|-I  =  2iR,  folglich 

ÄM-»=:t«"=(3;»)"     und    4'H-i=Äa«=(6a)", 

wonach 


/ 


•.^  =  (i5^=e,e 


mrd.  Differenziren  wir  demnach  Zfiblec  und  Nenoer  des  letzten 
Bruches  nach  der  mit  »-fl  zugleich  verschwindenden  VerSnderli- 
chen  m,  so  edialten  wir 


A 


giltig  för 

n  =  ~l    und    m=0; 
daher  nach  wirklich  vollzogener  Subatitntioo 


f' 


»Google 


der  IntegnHon  mit  einbeKreift,    so  erhfilt  man  wieder  das  lote- 
gnü  (16). 

Suhluasergebniae  der  Integration.  Nach  dieser  soi«- 
aam  sichtenden  Bevreisfuhniog  kann  daher,  wenn  durchweg  mit 
reellen   Zahlen    gerechnet  werden  soll,    was  bei  dem  b.  g.  be- 

Kenzten  .oder  bestimmten    Integriren   jederzeit  geschehen  nioss, 
liglich  blas 

gesetzt  werden. 


Wenden  wir    uns    nunmehr  zu  den    begrenzten  Integ 
leti,  so  gewahren  wir  auf  der  Stelle,    dass  in  dem  voriiegenden 

Integral  (16)  sowohl  der  Differentiiücoefficieot  —  als  auch  der  In- 
tegralausdruck üU^')  f^  x^Ö  unstetig,  namentlich  ^db oc  wird: 
wesw^en  die  gewilhnliche  Ermittelung  des  Werthes  eines  sol- 
chen Integrals  in  denjenigen  FiUen,  wo  2=0  jm  Intervall  der 
Integra  ti  ans  grenzen  liegt,  folglich  diese  Grenzen  algebraisch  ent- 
gegengesetzt sind,  nnstatt  hart  wird,  und  wirdsherzur  ursprflng- 
riehen  und  eigentlichen  Bedeutung  des  begrenzten  In tegrala 
unsere  Zuflucht  nehmen  mfissen.  Nach  dieser  Bedeutung  gilt  nun 
bekanntlich,  wenn  das  begrenzte  Int^ral 


f 


tp{a:)dx 


lam  mit  J  bezeichnet,  der  Grenzenunterschied  X — Xq  in  eine,  des 
unendlichen  Wachstbums  fähige,  Anzahl  (n^  gleicher  Theile,  de- 
ren jeder  ^i  sein  soll,  getheilt  gedacht  wird,   so  dass 


ist,  der  Ausdrack 
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/=y\'(*)iic=lim-i[»(a!b)  +  »(*o-H)+(>(»i,+2t)+  ■  ■  ■  ■ 


§.  U. 

Um  ab«r  fSr  den,  gerade  in  der  vorliegenden  Frage  in  An- 
regung kommende D ,  Fall  der  Unterbrechung  dieser  Ste- 
tigkeit das  ErforderliGbe  vorzukehren,  Indern  wir  beide  Gren- 
len  x^,  X '\a  die  algebraisch  entgegengeaetitea  —  Xn,  — X  ab, 
nnd  bezeichnen  du  entstehende  Integral  durch  J',  to  da» 


J'=f    ''p{.:c)dx 


ist    Um  wieder  aaT  die  Früheren  Grenzen   lorflckmkebren,   sei- 
len wir 

*=  — «,    dx  =  --dx,    t=—x; 


s^^Xfy  die  t=XQ 
and  fSr 

x~—X  die  t=Ä 
entflUlt    DemgemSss  wird 


J' 


=-y' 9  (-*)*. 


-J'=  f  <fi-x)dx, 

und  sotntf  nach  dem  oben  In  (17)  aafgesteliten  Ansdruckv 


oy  Google 


(18)        -J'=^.£iv(-3:o)+9r-(^<,+0]+9l-(^o+2*)]+  ■  -  ■ 

Addireu  wir  sorort  die  beiden  AusilrOcke  (17)  und  (18),  so  ar- 
fpbt  sich 

(laj  J—J'=\im.e    J'      )y(a.^+«)^.y[_(j;^+M)]|. 

So  od  aber  die  Punctioa  ip^x),  wie  eben  im  vorscli webenden 
Falle,  wo 

(20)  9^  =  1 

ist,  so  geutet  ist,  dass 

(21)  9(-;r);=-9,(a:) 

aicb  ergibt,  also 

(22)  g!(a:)  +  g>(-ar)=0 

wird,  so  masa  auch  der  allgemeine  Summand 

9(^o+«)+?'[-(:ro-H-0]=0 

werden,  d.  i.  die  gleichvielten  Elemente 

ttp(xo  +  re)  und  *?>[— (a^o+re)] 

der  zwei  Integrale  J  und  —J'  mfisfen  gleich,  aber  entgegenge- 
setet  atRfallen,  mithin  aummirt  sieb  wechselseitig  ^ans  aufheben. 
Da  tlberdiea  beide  Integrale  oder  Summen  gleichviel  Glieder  ent- 
halten, 80  mdsseo  sie  vereint  sich  gSnzlich  Ternicfaten,  fo^ich 
streng  giltig 

J—J'=Ü 

Sonach  ist 


/     tp{x)dx^  j        if{x)dx . 


80  oft  die  FuDctioD  <f{x')   eine  der  einander  gi«cbgeltenden  Be- 
schaffenheiten (21)  und  (22)  besitst. 
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Nu^dem  w'n  diese  wichtieeD  SStze  Aber  die  EmiKtelung  d«r 
W«rthe  108  GedSchtniss  zuNlcKgemren  haben,  kehren  wir  zu  un- 
aerem  Integral  zuräck,  paTticularisiren  die  Gleicbang  (23)  nach 
der  Annahme  (20),  und  erhalten  sofort  vollkoromen  richtig 


Seieo  a,  b  gewisse  Alisolutzfthlen  und  setzen  v 


■o  erfolgt 


/»-»  dx_  /*+*rfa7 


Bei  einstimmigen  Grenzen  ist  daher  derWerth  des 
begrenzten  In  tegrals  von  — —  der  nemlicbe,' mögen  die 
Grenzen  beide  positiv  oder  beide  negativ  sein. 

Weil  hier  die  Auswerthui^  des  Integrals  durch  den  gevrCbn- 
licheo  Uebei^ang  vom  allgemeineD  Integral  zum  begrenzten  ge- 
scheheo  darf,  da  im  Grenzenintervatj  weder  der  D.ifi^rentialco^rB: 
cient  noch  das  Integral  die  Stetigkeit  verliert;  so  erhält  man  ver- 
möge des  Integral  au  sdruckes  (16)  anstandslos         •.  

r**dx  ■■     •■■'■■  r-y  ■■ 


=  |l(4.J-l|(a")=il.(0'. 


Um  aber  das,  dem  beksimten  Anstände  nnterüegende,   Inte- 
gral mit  eDtgegengesetzten  Grenzen  zu  ermitteln,  setsen 
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wir,  indem  wir  abennala  a  und  b  absalnte  Zahlea  bedetitea  Ua- 


r'i=r 


woraus  erhellet,  daas  e«  hinreichen  werde,   nor  das  zweite  Inte- 
gral mit  neigatirer  unterer  Grenze  zu  bestimmeo. 

lat  nun 

fl>6,    also    —  a<— 6, 

•o  ist  da«  noch  za  erraittelode  Integral 

inaefem  —6  zwischeo  ~a  und  +6  liegt 
bt  aber 

a<,b, 
so  findet  man  fOr  dasselbe  Integral 

—a  -•  +• 

weil  hier  -f-a  zwischen  — n  und  ■\-b  liegt 

Es  kann  demnach  jedes  Int^ral  mit  entgegengesetzten  Gren- 
zen auf  eines  'mit  gleichst! ramigen  im  Allgemeinen  angleichen 
Grenzen  und  auf  eines  mit  entgesengeaetEten  aber  glei- 
chen Grenzen  zurQckgebracht  werden.  Da  ersteres  nach^.lS. 
berechnet  werden  kann ,  so  frfigt  es  sich  nur  noch  nm  das  letz- 
tere, nerolich  am 

(»,   r?.  • 

weswegen  wir  dieses  nmstäDdlich  feststellen 
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!•». 


IMe  Gleicbnng  (26)  Tenrandelt  aicb,  trenn  wir  den  zweiten 
Theil  in  den  erstrai  flbertr^en  und  anstatt  seiner  ZeichenSnde- 
ning  die  bekanntlich  da  zulSssige  Umstellung  seiner  Grenien 
vomebmen,  in 


r"+r"=» 


Addiien  wir  biezu  beiderseits 


r^- 


so  gibt,  weil  die  IntegrationsgreDien  — -o,  —4;  —b,  +6;  +b,  +» 
an  einander  bangen,  die  SrnnminiDg  in  bekannter  Weise 


<3')  r^=n 


Nim  ist  jedes  begrenzte  Intenra!  eine  Function  seiner  Grenzen, 
mitbin  baben  vermDge  dieser  Gleichheit  die  entgegengesetzt  glei' 
eben  GrMizen  bei  dem  fraglichen  Integral  keioen  Einfluss  auf 
den  Wertb  des  begrenzten  Integrals ;  und  sonach  ist  dieser  Werth 
eine  constante  Zahl,  die  wir  mit  Ji  bezeichaen  wollen,  so  dass 


r"- 


von  a  ganz  und  gar  luabbSngig  sein  soll.' 

Ton  der  Richtigkeit  der  Gleichung  (31)  kann  man  sich  auch 
auf  folgende  W^se  Sberzecgen.    Setzt  man  im  Integral  (30) 


unter  i  eine  neue  VerJinderliche  and  onter  A  eine  neue  guis  be- 
liebige Beständige  verstehend;  so  ist 
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folglicb  findet  man 


2g 

x=.±a    wird    i=J;&; 


welches   wieder  die  Gleichung  (31)  Ist,   Aa  die  Bezeichnun;;  der 
Verilnderlichen  im  begrenzten  Integral  gleichgiltig  ist 


§.  18. 

Zur  Bestimmuiig  der  in  Frage  gestellten,  für  nnaere  Unter- 
Bucbuni;  hüchst  wichtigen  constanten  Zahl  A  dienen  nun  niehrerlei 
Vorgänge. 

Iste  Beatimmungsweise  von  J.  Ua  a  in  (3'2)  willkür- 
lich sein  kann,  so  ist  es  wohl  sehr  natOrllch,  die  Aonabrae  a^O 
KU  versnoben,  bei  welcher  sicher  richtig 

•  ^^    '=r^ 

ist,    ond    nur    noch    zu    entscheiden    bleibt,    welchen    Werth 

Nun  setzen  Cauchv,  Navierl,  Duhamel  und  ScblS- 
milch  in  ihren  Untersuchungen  über  die  begrenzten  Integrale  der 
unstetig  werdenden  Differentialformein ,  stillschweigend,  ond 
ohne  zwischen  —0  und  -\-0  zu  unterscheiden,  dieses  In- 
tegral geradezu  gleich  Null.  Jeder  kritische  Analytiker  weiss 
aber  recht  wohl,  dass  diese  Unterscbeiilung  zwischen  —0  und 
-fO  nicht  Qberall  ohne  weiteres  unterlassen,  werden  darf,  mügen 
auch  minder  sorgsame  Rechnet  solche  Distinction  —  um  einen 
gegen  mich  gerichtet  gewesenen  tadelnden  Ausdruck  eines  bereits 
veiew igten  .mathematischen  Collegen  zu  gebrauchen  ~  eine  müs- 
sige  Haarspalterei  zu  nennen  belieben. 

Man  kann  sich  hievon  leicht  überzeugen,    wenn  man  in  (33) 

und  fiir 

;r=±0     sofort     «=— — =^0» 
setzt.    Da  erfolgt  auf  der  Stelle 


oy  Google 


<->•  .  ^=r?=-/^'!^=r 


Wfibrend  also  im  eraten  Integrale  die  Integra tionsgTenEen  zu- 
sammeDfallen,  liegen  sie  im  lettten  Aber  alleMassen  iveit 
aus  einander.  Ueber  die  letztere Bedenlclicbkeit  lägst  sieb  aber 
doch  gewiss  nicbt  so  unbelcammert  biiiweggehen. 

Eine  andere  BedenLiichkeit  tritt  hier  der  Entscheidong  ent- 
gegen, wenn  man  das  Integral  (33)  nach  der  Formet  (17)  zu  be- 
stimmen Tersucbt.    Denn  da  ist 

a^o  =  — 0,    A=+0,     also    e=  +  0. 


'P(«o)=-  =  r?|- 


l  1 

folglich  die  zu  sumniireoden  Elemente  tq>(xg)  und  t<p(~x^  unbe> 
stimmt  gross,  und  die,  dem  begrenzten  integral  gleiche,  bunimen- 
grenze  oicbt   mit  entschiedener  Sicberheit  angebbar. 

2te  Bestimmungsweise.  Da  in  dem  gesuchten  Integral 
A  die  Grenze  a  gleichgiltig  ist,  so  setzen  wir  zur  Vereinfachung 
der  Rechnungen  (n=l,  und  bescbäfligen  uns  daher  mit  dem,  auch 
FOD  Cauchy  (im  Rrisame  p.  96.)  erforjcbteD.  Integral 

(38) 
Hierin  setzen  wir 


=rv- 


vorläufig  n  willfcührlich  constant  denkend.    Dann  ist 

also 

dx        du 


Ferner  weil  «=*•  ist,   so  musa  zu  ä=±1  tlie  u  =  ttl)"  Sehü- 
reo.    Da  ntin  sehen  wir  uns  aufgefordert  die  Zahl  n  zu  wählen. 
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und  Gnd«n  sof^eich,   das«  wir  jeder  Zweideutigkeit  auswetcheo, 
wenn  wir  ~  eine  ungerade  Zahl  sein  lasgen.    Setzen  wir  da- 

het  —  =2r-t-l>  indeoi  wir  ±r=0,  1,  2,.,  bedingen j  eo  erkalten 


Hlenaa  finden  wir  jedoch  sogleicb 

mitbin  da  2r  nicbt  allein  Nulli   sondern  such  jede  (positiTe  oder 
negative)  gerade  Zahl  vorstellen  kann,  mit  Sicherbeit 

Wiblen  wir  noch  vorsicbtsweise  fOr  —    eine    gerade   Zahl 
2r,  so  ist  ;i^  =  u  Steher  positiv, 

2r«*-»<te  =  du, 
daher 


und  tut  x=4:l  jedenfalls  die  u=:.-f  1,  fol^ich 

^=^y^di'=^(+i-(+j))=o. 

Also  auch  da  finden  wir  A^O, 

3te  Bestimmungsweise.  Benfltzen  wir  wieder  die  in 
fi.  10.  schon  gebrauchte  8ubstitation,  so  erbalteo  wir  t3t  d;=:±a 
die  x=l(a').  daher  allgemein 

folglich  begrenzt 

1     /"Ka«)  1 

A^^J        dx  =  ^  [l(«»)-l(»«)]  =0 . 
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4tfl  Bestimnuugsweise.    SeUen  vrir  in  den  Avsdnicka 

(17)  Xff=~a,  £=:-fa  und  R=2rH,  tbeilen  wir  nvmlich  jede  Uatb- 
scheid  des  InterralU  der  iDtegrations^eozen  in  m  gleiche  Theile ; 
so  wird  ein  solclier  Thell 


2n»     m~ 

roigiich 


j 


/>+a  r=9w  I 


Nehmen  wir  die  von  der  unteren  und  oberen  Grenze  an  gezähl- 
ten  sleicbvietten  (Aten)  Eleroente  zneammen,  so  ist  Rlr  jenes  Ele- 
menf  2:= — a+ks,  für  dieues  a:  =  +  a~kt;  daher  erfolgt 


-r 


9i(a:)di=iim.i  ^  [^_a+4t)-(-^a— *«)]. 


Iflt  aber  die  Function  tp(x)  insbesonitere  von  der  in  (22)  angedeu- 
teten Eigenschaft,  so  heben  sich  jede  zwei  soJche  gleitJtstelUge 
Snmmanden,  wie  f^roes  oder  klein  sie  auch  sein  mögen,  ja  selbst 
wenn  sie  gleichzeitig  nnd  gleichen  Schrittes  ins  ÜoendDehe  stei- 
gen würden,  voilstfindig  auf,  nnd  folglich  annnilirt  sich  auch  die 
ganze  Summe.    Das  fragliche  begrenzte  Integral  wird  sonach 


J=r^  9>(j:)<tr=:0 


(22)  9K*)  +  V(-«)=0 

ist 

Nnu  ist  aber  in  dem  zu  ermittelnden  Integral  A 
(23)  9(')  =  l> 

also  die  Bedingong  (23)  erlfillt,    mithin   ist  auch  nach  dieser  Be- 


^=/*-i*,=o. 


Schlussfassnng.  Und  so  wSre  denn  streng  erhHrtet,  dasa, 
welchen  Werth  auch  die  Grenze  a  haben  möge,    jede«    zwi- 
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tiuhen    gleichen    entgegengesetzteD    Grenzen    genom- 
luene  Integral  der  vorliegüDden  Art  gleich  Null,  nemlich 


m  r^=o 


sein  01068. 


{.19. 

Wenden  wir  dieses  wichtige  E^ebdtss  anf  die  Integrale  ( 
und  (29)  an,  so  erhalten  wir 


Bremen 

oder  der  anderen  Grenee  gleichst! mniig  gemacht 
werden. 

Und  danach  l&sat  sich  die  Ausweitbung  dieses  begrenzten 
Integrals,  durch  Einsatz  der  Grenzen  in  das  richtige  allgemeine 
Int^al 

(16)  f^-W'>  +  <' 

ohne  Anstand   bewerkstelligen. 

HSit  man  sofort  die  Integrale  (26),  (27)  und  (37)  zusammen, 
so  findet  man  ßir  alle'  müglichen  viererlei  Zeichenstellungen  der 
Integrationsgreozen 

<38>y      -x^J       -x-f       -x=J      ^=2'b> 

+o  -"  fo  -o 

und  insbesondere  itir  6=0  wieder  wie  frfiber 

Hieraus  leuchtet  ein,  daaa  der  Werth  dieses  begrenzten 
Integrals  keineswegs  von  den  algebraischen  Bezie- 
hnagen (der  Poaitirit&'t  oder  Negativität) ,  sondern  lediglich 
von:  den>abBolutkn   Werthen  seiner   Grenzen  abhängt. 
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Demgemäeti  ISsst  sich  dieses  begrenzte  Integral  nicht  allein 
nach  dem  von  Cauchy  richtig  angegebenen  allgemeinen  integrale 
(16).  sondern  auch  nach  der  van  mir  auTgestellten  aJIgamemeD 
Int^ratioDs  w  ei«e 

(10)  r~=l(val  abs.  xy  +  O  +  ify 

genau  auswerthen ,  indem  man  nach  der  letzteren 

oder,  fvofern  Xq  nnd  X  positive  oder  negative  Zahlen  vorstellen, 
*  ^  dx      ,ral.  abs.  JT 


(40)  f  ' 


=1" 


val.  abs.  Xo 

fiadet. 

Auf  diese  Weise  ist  demnach  z.  B.  das  In  §.4.  citlrte  Integral 


/^^  ^_  /*"*  ^_  r~'  ^  —f'^'  - 


<41) 

enttveder  nach  (38) 


s.  ■». 

Sehen  wir  mm  Ueberflnsee  oder  vielmehr  stir  Beaeitigimg 
jedes  Zweifels  noch  nach ,  ob  snd  wienach  diese  vSUig  richtig 
gasteilten  Rechnungsereebnisse  auch  noch  mit  geometri- 
schen Betrachtungen  im  Eioklang  stehen,  welcher  Prüfstein  ins- 
geincio  Rlr  den  scnSrfsten  gebalten  wird. 

Dazu  lassen  wir  in  dem  hekannten  allgemeinen  int^ralans- 
drucke  des  Flächeninhaltes  einer  von  einem  ebenen  Curvenbogen 
nod  den  rechtwinkligen  Coordinaten  seiner  Grenzpnnkte  begrenz- 
teo  Figur 

Theil    XTL.  3 


itzü^oyCoOglC 


=/'iri. 


diese  CuTve  eine  gleicfaaxige  Hyperbel  GHH'G'  (Taf.  L 
Fig.  1.)  von  der  soirenannlen  Potenz  k^,  folglich,  fSr  OP=x 
und  PM—v, 


sein,  ivonach  allgemein 

erfolgt. 

I,  Lassen  wir  zuvOrderst  beide  IntegralioDsgrenzen 
positiv  sein,  dehnen  wir  nemlich  die  Flüche  f  von  x^:a:f,^OA 
=+o  nnd  y^=AB  bis  x=X=:OC=-{-t>  ond  y=CD  aus,  wo 

e)  als  Urfall  A>a  sein  soll,  so  erhalten  nir  nach  (42)  und 
(38)  die  FISche 

(43)     ABDCA=t,=k-^J^*^  =  +  ^*».  I  (^) . 


wobei  wir  -  _  .    _  

braische  Beziehungszeicben  dem  Eodansdrucke  mit  Entschieden- 
heit vorschreiben  zu  bSnneo,  den  Logaritbmand  Jederzeit  >1 
machen.    Dagegen  erfolgt 

ß)    wenn  &<a,  nemlich  X=b=OE<,OA  ist,  die  FISche 
,44,    ABFEA=,^f^^\u'AQ  =  -\,'..Q^. 

+• 

In  der  That  sind  die  zwei  Flltchen  f,  und  ^  algebraisch  ent- 
gegengesetzt. Denn  fOr  eine  fixe  Flfidie  JKBAJ=^ ,  welch»  au 
einer  fixen  Ordinate  JK  anhebt  and  an  der  Anfangaordinate  AB 
der  zwei  Flfioben  f^  nnd  ^  endet,  sind  die  zwü  mit  den  nemli- 
cb^n  SchlttsBordinaten  CD  nnd  EF  wie  dia  fi  und  i^  radeaden 
Flltchen 

JKDCJ=JKBAJ^ABDCA=¥-\^ii 

gsd 

JKFEJ=  JKBAJ—  ABFEA  =  F— i;. 
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Die  zwei  FIficben  T,  und  f^  iverden  also  der  Fläche  F  ent- 
KeseDgesetzt  aggiegirt,  die  f,  ibr  addirt,  die  4  ^^9T  ihr  snb- 
tranirt;  mithio  sind  sie  nicht  alleio  geometiisch  entgegen  gesetzt, 
insofern  sie  diesseits  und  jenseits  der  gemeinsanien  Anfangsordi- 
Bate  J£  liegen,  sondern  auch  algebr»sch  entgegengesetzt.  Wühlt 
mao  znr  VereinTacbung  der  Untersnchune  die  fixe  Fläche  F,  wie 
hier,  dergestalt,  dass  die  sich  ihr  anschliessende  FIficfae  f,  sie 
Tergrüssert,  und  sieht  man  Vergrüsserung  als  positive  Bezienung 
an.  HO  ist  f)  positiv,  rolglicfa  fg  negativ,  vrie  es  die  Rechnung  gab. 

II.  Wableo  wir  ferner  beide  IntegrationsgrenzeD  ne* 
gatlv,  dehnen  wir  nedilich  die  Fläche  f  von  x=x^y=OA'=-—a 
und  jf=AB'  bis  x~X=OC=~b  and  y^Ciy  aus;  so  ist, 

«)    wenn  4>o  ist,  die  Fläche 

Dagegen  ergibt  sich,  wenn 

ß)    A<a  nemlich  X=~-b=OE'  und  OE't^OA'  ist.  die  FISche 

(46)      A-B'f-E-A'  =  P'=k-f~'^=.li\l(^) 

Das«  r  und  f,  'als  auf  ent^^engesetzteu  Seiten  ihrer  An- 
fangaerdinate  A'B"  gelegen,  ebenlalls  a%ebraiach  entgegeng«<etzt 
seien,  erhellet  wie  frSber  leicht,  ivenn  man  sie  der  FISche 
J'K'B'A'J'=^¥'  anfiigt.  Dass  aber  f  gerade  so  wie  f^  positiv 
sein  soll,  bleibt  noch  an  rechtfertigen.  Dazu  mflssen  de  beide 
an  einerlei  Flüche  gefQgt  werden  IcDnnen,  welche  zun  Tbeilvon 
den  Aofangsordinaten  AB,  A'B'  beider  Flüchen  begrenzt  wird. 
Eine  selche  Flüche  ist  die  F^^r 

ABKI/J'ABK'LJA=:%. 

Denn  an  sie  wird  die  FISche 

A-B'D'CA'=zi' 

eben  so  wie  die  FISche 

ABDCA  =  f, 

binsogefSKt  (addirt),  also  sind  sie  beide  positiv.  Dagegen  wer- 
den  der  FIBcbe  %  die  zwei  Flächen  f  und  f,  entaogen  (siihtra' 
hirt),  mithin  sie  zugleich  negativ. 
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Ueberdles  sind  die  zwei  gemiscbtlinigen  Vierecke  fi  und  f. 
wofern  OA=OA'=a  und  OC=OC'=b  ist,  wie  sich  leicM  durch 
Aufeinanderlegung  beweisen  lässt,  congruent,  also  auch  in 
GrSsse  gleich.  Da  sie  nun  nuch  in  algebraiscber  Beziehung  ein- 
ander gfeicbeii,  so  sind  sie  vßllig  gleich,  nemlich  fi^f.  Ein 
Gleiches  gilt  anch  von  f^  und  f^,  nofern  zugleich  OE^OE'  ist. 
-~  Hiedurch  ist  sofort  die  Gilligkeit  der  Gleichung  (SS)  geome- 
trisch hestütJget. 

III.  Nehmen  wir  die  untere  Grenze  negativ  und 
die  obere  positiv,  beide  aber  gleich,  la^isen  nir  also  die 
Fische  f  von  x=Xo=—a=OA'  und  3=^'^'  i"  Taf.  I.  Fig. 
2.  bis  a:=-Xo  =  +  a^OA  und  y~AB  sich  ausbreiten:  Daist, 
wenn  man  sich  vorstellt,  dass  Oy  und  Oi/  einander  stets  glei- 
chend, unendlich  wachsen,  also  auch  yG  und  vG,  einander 
gleich  bleibend,  unendlich  abnehmen,  die  Grenze  der  FISche 

s=A'JfGyOA'  +  ABGypA 

=  (p-  +fp,. 

Diese  zwei  FlSchen  qa'  und  ip,  sind  aber  offenbar  congruent, 
da  sie,  wenn  man  die  eine  bei  festgehaltenem  Punkte  O  um  einen 
gestreliten  WinLel  herunidrebt,  zur  völligen  Decicung  gebracht 
werden  Icikinen. 

Denkt  man  sich  nun  auf  ein  Rechteck  ^'JV'iViJ ,  von  dem  zivei 
parallele  Seiten  Verlängerungen  der  Ordinaten  ^£  und  ^'fi'sind 
nnd  die  zur  A'A  parallele  Seite  IS'N  noch  über  die  FISche  9>' 
hinaus  liegt,  die  Gruppe  der  zwei  congruenten  Scheitelviereche 
n'  und  ipi,  wie  in  Taf.  I.  Fig.  2.,  aufgelegt,  so  wird  diesem 
Rechtecke  A'N  einerseits  das  gemischtlinige  Vierectc  9)'  ent- 
zogen und  andererseits  das  gemiscbtiinige  Viereck  09,  an  der 
übrig  bleibenden  Fläche  <P  zugesetzt.  S^nmit  zeigt  sich  (p'  sub- 
tractiv  und  ^^  additiv,  oder  da  In  unseren  Annabrnen  die  Addi- 
tion die  positive  Beziehung  ist,  ^le  9,  positiv,  folglich  91'  nega- 
tiv. Weil  aber  auch  noch  ipi  und  tp'  congrueot  sind,  so  ist 
gi'^ — <pi,  folglich  qj'  +  9),=0. 

Demnach  gibt  obige  FlScbenaggregation 

A'jy-^  iv'+<Pi)  =iA'y+<p'+<pi  =  (A'y—tpi)  +  <p,  =  9+,pi 

oder  auch  > 

=  A-If, 

und  lugleich  ist 
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(47)    J;B-ejO)GBJOA'=f*'^=0=ll^=lll. 


Dajurcb  wird  sonach  die  GleiehnDg  (36)  geometrisch  bestStiget. 

IV.  Nehipen  wir  endlich,  wie  frflher.  die  untere 
Grenze  negativ  und  die  obere  positiv,  jedoch  die  obere 
absoint  betrachtet  grösser  als  die  untere,  lassen  wir  nemlich 
dje  Fläche  f  von  x=Xo^—a  =  OA'  uttd  y^A'B',  in  Taf.  1- 
Fig.  2.,  bis  x=X=-\^b=OC>^OA'  uaAy— CD  sich  erstrecken. 
Da  ist,  mit  Berüclwichtigunfc  von  Nr.  lü.  und  I.,  die  integrirte 
FISche 

(48,    Ä-B'Gr,OyeDCÄ'=f*'^=f^^^f'^ 
=  (9''+9'i)  +  fi=f. 

=^^© 

In  der  That,  wenn  luan  auf  das  Rechteck  ATi"  die  zwei  ver- 
bundenen jeemischttinigen  nicht  congruenten  Scheitel  Vierecke  f' 
und  OyGDCO^<Pi-\-ii  auflegt,  so  erscheint  wieder  qn' aubtractiv 
oder  negativ,  uoa  Vt-|-fi  additiv  oder  positiv,  also  91'^ — 9)1; 
folglich  ist  diese«  FiSchenaggregat 

A'N^■^lf'■^'Pl^^U)=A•N■^■{r~9^-VVl)■\■U  =  ■^'y■^■U■      ' 

Und   dadurch  ist  denn   auch  die  Gleichung  (29)  oder  (37)  geome- 
trisch bestätiget 


5.21. 

Nachdem  vrir  nunmehr  sowohl  anaivtisch  als  geometrisch  .aufs 
Strengste  erwiesen  haben,  dsss  fflr  jedwede  absolute  Zahl  a 

(»,         f^^o 


und    ßr  die    wiA  immer  algebraisch  beziebllcbeD  Gredziahlen  a 
Qod  b 

ist;     mOssen  wir  noch  prafen,    ob  mit   diesen    restgestellte» 
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Thatsschen  die  von  Caucfay,  zuerst  in  eeimm  bereits  mefar- 
mala  erwähnten  R^sumä,  2i.leqon,  gelehrte  Bestimmung  der 
Werthe  solcher  begrenzter  Integrale,  die  in  ihrem  Grenzen- 
Intervall  Dubestimmt  trerden,  in  Einklang  stehe.  Auf  Seite  95, 
Zeil«  7 — 18  argomentirt  er  wie  rolgt: 

,J4ach  der  I>ekannten  Zertheilung  des  Intervalls  der  Integra- 
tiutisgrenzen  findet  man 


r"=/""+/""=- 


mitbin  erscheint  dieses  Intejiral  unbestimmt.  Um  sich  zu  versi- 
ehern,  was  dasselbe  eigentlich  sri,  genQ^t  es  zu  beachten,  dass 
wenn  man  mit  t  eine  unendlich  kleine  Zahl  und  durch  (i,  v  zwei 
wiljkflrliche  positive  Gonstanten  bezeichnet,  gewissen  frGher 
erwiesenen  Formeln  6)  S.  9i.  gemäss,  sich  ergibt: 

mma  wird  die  Formel  (9)  werden 

und  fdr  das  fr^liche  Integral  einen  völlig  unbestimmten  Werth 
darbieten,  weil  dieser  der  neper'scbe  LogariAme  der  wlUkOrlichen 

Oonstante    -  sein  wird." 

Zum  Scbluss  nennt  er  anf  S.  96.,  Z.  18  —  22.  den  ffir  f»=v 
sich  ergebenden  Werth  eines  solchen  Integrals  den  Hauptwerth 
(valeur  principale)  desselben,  der  im  vorliegenden  Falle  Null 
wird. 

Diese  Lehre  bähen  auch  Duhamel,  lUoigno  und  ScblS- 
milch  in  ihre  LehrhQcber  der  Integralrechnung  aufgenommen. 
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1.  lo  Beinen  Gleichuheen  10)  aiiicf  die  ansebücben  Grenz«» 
k«ine  wirklichen,  d.  i.  bestimmte  fiie  endlicbe  (iranzen,  son- 
dern nur  zur  AbkQrzuns  der  Rede  so  genannte  (!)  unendliche' 
Grenzen;  .  weil  ja  der  Unterschied  Kirischen  derlei  unbestimmten, 
eetbat  nicht  fixirten,  Grüseeik  und  der  gegen  sie  hinstrebeodea 
VerSnderlichen  keinesfalls  kleiner  als  jede  beliebige  noch  so  klein 
aagenammene  Grüsse  xa  werden  vermag.  Für  solche  Quasi* 
Grenzen  sind  jedoch  seine  Gteicbungen  6)  nicht  erwiesen.  Darum 
sagen  die  Gleichungen  10)  auch  .nichts  Anderes  als  die  Glei- 
chung 9),  nemlich:  dus  die  dortigen  Integral«  bezugsweise  — % 
und  -f-oo  sind,  folglich  ihre  Summe  unbestimmbar  sei. 

Bei  der  Zerßlluns  des  Grenzen-Intervalls,  von  — 1  bis  +1, 
in  die  beiden  engeren  Intervalle ,  von  —I  bis  — (le  und  von  +  vt 
bis  +1,  würde  das  Zwischen -Intervall  von  —  fie  bis  -fv«  susge- 
lassen,  da  eigeotlicb  wie  folgt  zerfallt  werden  soihe: 


(49) 


r~^=/-"?+/"^+/ 


+>rf« 


4i>( 


weil  nur  so  alle  Grenzen  genau  an  einander  sich  anschliesses. 
Caucby  nahm  daher  stillscnweigeiid  an,  dass  das  von  ihm  aus* 
gelassene  Mittel- Integral  bei  unendlicher  Abnahme  vod  t  der 
Grenze  Null  deshalb  zustrebe,  weil  auch  seine  beiden  Integra- 
tionsgrenzen  — fiE  und  -|-vt  gegen  die  Null,  als  ihrer  unerreich- 
baren Grenze,  mit  einander  zugleich  unaufhtirlich  convergireii. 
Er  setzte  oemiich  * 

(BO)        to  /•+"^=  ^^=0 
-lu  e 

oder  auch 

Allein  bei  dieser  Grenzwerth- Bestimmung  ward  fihersehen 
doss  die  Integrationsgrenzen  — ^e,  -fvc  nicht  gleichen  Schrit- 
tes ihrer  gemeinsameD  Grenze  Null  zueilen,  was  nnerlfisslich 
bleibt.     Darf  man  ja  bekanntlich  auch  nicht  sich  erlauben,  etwa 

mo      Vf  0 


u.  dgl.  zu  setzen,  so  lange  ftc  und  vs  also  anch  fi  and  v  von  ein- 
ander verschieden  sind,  wohl  aber,'  wenn  sie  unter  sich  v3l- 
lig   gleich  sind. 

Fordert  aber  Canchy's  Annahme (50)  unbedingt,  da8Sft=v 
■ei,  so  verwandelt  sich  seine  Gleichong  11)  nothwendlg  in 
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~=ll=-0; 


mithin  besitzt  dieses  iDtegral  keiDeatregs  einen  unbestimmteB.  &Im> 
auch  keinen  Hauptnertb,  sondern  lediglich  einen  einzigen 
vSlIi»  bestimmten  Werth.  Und  dieser  ist  Null,  <«'ie  er  auch  von 
uns  nach  der  2ten    Bestimmungs weise  in  §.  J8.  gefunden  wurde. 

Sachen  wir  zur  vnllkommenen  Vergewisserung  noch  den  rich- 
tigen Wertfa  des  ans  11)  we^elassenen  Mittel  -  Integrals 


/ 


'+*'dx 


bei  der  Annahme,  dass  fi.  und  v  ungleich  seien.  Üa  finden  wir, 
sufolge  der  Gleichungen  (28),  (29)  nnd  (36)  dann  nach  g.  S.  : 


r^-f 


also  fiE<t't  isl. 


2)    wenn  ^>v,  also  ^>vt  und  — fif<— vi  ist, 

-ftl  ~p,  -M 

Und  wirklich,  wenn  man  in  Cauchj's  Gleichung  11)  das  man- 
gelnde Mittel -Integral  an  seine  richtige  Stelle  einschiebt,  zeigt 
sich  dieser  Werth  als  die  erforderliche  Ergänzung.  Denn  so  fin- 
det man 

welcher  Werth  allein  mit  allen  unseren  früheren  Ei^bnissen 
Obereinütimmt. 

Mit  Rücksicht  auf  die,  in  §.  18.  4te  Kestimmungsweise  auf- 
geslellten  Lehren  ist  nun  leicht  wahrnehmbar,  dasa  ahnlich  auch 
überhaupt  in  allen  jenen  begrensten  Integralen  von  der  Form 

/       <p(,x)dx, 
deren  Differential- Coefficient  ipix)  mit  seiner  Veränderlichen  x  zn- 
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gleich  0eiD  Varzeicben  fiodeit  nad  ffir  x=0  uustetig  wird,  Cau- 
chy's  Lehre  vod  den  80|teiiiuinteD  Hauptnertben  solcher  nnbestimmt 
weidender  begrenster  Integrale  eine  strenge  Prüfung  niciit  bestehe. 


BemerkuQg  des  Herausgebers. 

Da  die  vorhergehende  Abhandlung  hanpfsSchllcb  gegen  eine 
von  Oanchv.  Schlümilch  und  mir  vertheidigte  Ansicht  gerich- 
tet ist,  so  glaube  ich,  ohne  mich  hier  irgenil  in  WeitlSußgIceiten 
einlassen  zu  (vollen,  doch  Folgendes  bemerken  zu  rnGsten,  und 
zvrar  um  so  mehr,  weil  die  in  Rede  stehende  Ansicht  nohl  bei 
allen  den  Mathematikern  Eingang  und  Annahme  gefunden  hat, 
welche  sich,  so  zn  sagen,  der  Schule  in  der  Analysis  ange- 
schlossen haben,  die  noch  neuerlich  erst  von  einigen  verdienten 
Mathematikern  mit  dem  Namen  der  neueren  kritischen  Schule 
beehrt  worden  ist;  bevorworte  aber  ausdrücklich,  das»  ich  durch 
die  folgenden,  absichtlich  möglichst  al  Igemein  gehaltenen, 
ganz  kurzen  Bemerkungen  dem  geehrten  Herrn  Verfasser  der  obi- 
gen Abhandlung  keinesnegs  etna  Behau jitungen  unterschieben 
will,  die  derselbe  vielleicht  gar  nicht  gemacht  hat  oder  hat  ma- 
chen wollen.  Ich  glaube  nämlich,  dass  es  weder  Canchy  noch 
irgend  einem  Anderen  eingefallen  ist,  geradezu  zu  behaupten  oder 
auch  nur  stillschweigend  anzunehmen,  dass  es  geradezu  unmüg- 

lich  sei,  /  — unter  einen  ganz  allgemeinen  Ausdruck  zn  bringen. 
So  lange  aber  Cauchy  das  Reelle  und  Imagiu&re  in  der  Anal ysis 
überall  streng  von  einander  sondert  und  aus  einander  hält,  was 
nach  meiner  Ansicht  gerade  mit  einen  Hauptpunkt  in  seiner  ge- 
sammten  so  buchst  ausgezeichneten  Darstellung  und  Begründung 
der  Analysis,  der  au  wirklicher  mu  thematisch  er  Strenge  bis  jetzt 
etnas  Anderes  nicht  gleich  kommt,  ausmacht;  so  lange  also  auch 
nnr  von  Differentialquotieu  ten  im  eigentlichen  Sinne 
von  reellen  Functionen  gesprochen,  und  das  Imaginäre  mehr 
nur  symbolisch  aufgefasst  wird,  was  also  natürlich  auch  umgC' 
kehrt  in  die  Integralrechnung  zu  übertragen  ist:  so  lange  wird 
r  berechtigt  sein,  die  Schreibart 


A 


welche  das  Integral  eben  nur  als  reell  auffasst ,  für  die  allein  rtch> 
tige  anzusehen.  Auch  in  meinen  Schriften  über  Differential-  und 
Integralrechnung  fasse  ich  ursprünglich  durchaus  nur  das  Reelle 
ins  Auge,  und  weiss  in  der  That  auch  heute  noch  nicht,  wi« 
ich  den  Begriff  der  Grfinee  als  solcher  im  eigentlichen 
Sinne  aofdas  Imaginfire  ohne  Weiteres  übertragen  soll,  eben 
so  wenig  wie  dies  Cauchy  wissen  wird.  Die  obige  Abhandlung 
habe  ich,  am  auch  entgegengesetzten  Ansichten  Gelegenheit  zu 
gehen,  sich  geltend  zu  machen,  gern  im  Archiv  abdrucken  lassen, 
bin  aber  durch  dieselbe  In  meiner  Grundansicht  von  der  Sache 
nicht  im  Geringsten  wankend  gemacht  worden,  so  wie  ich  auoh 
durch  die  bei  vielen  analytischen  Entwickelungen  gemachte  Erfah- 
rnng  ISngst  von  der  Vortrefßichkeit  der  obigen,  vor  allen  Fehl- 
p^iSen    in  der  kürzesten  und  einfachsteD  Weise  sicher   stellenden 
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Sohreibart  fiberzeugt  worden  bin.  Daas  bei  alleo  Anffemlittiiren 
der  Differential-  und  Integra Irechnaog  UnterbreehHiigeii  dur  Ste- 
tigkeit fiberall  TolletSndig  vermieden,  und  die  Fille,  wo  ste  sich 
finden,  jederzeit  besonders  discutirt  werden  mdssen,  ist  eine  Sache, 
die  sich  jetzt  so  sehr  von  selbst  versteht,  dass  sie  besonders  gar 
nicht  mehr  bemerkt  zu  werden  braucht,  und  deshalb  auch  immer 
stillschweigend  als  selbstverständlich  aneenommen  wird.  Im  Grunde 
aber  scheint  mir  der  geehrte  Herr  Verlasser  der  obigen  Abhand- 
lung, wenn  ich  denselben,  vrs»  ich  ausdrücklich  bevorworte, 
flberall  richtig  verstanden  habe,  nicht  einmal  so  sehr  we- 
sentlich von  Caucby  abzuweichen,  wobei  ich  es  fibrigens  jetzt 
ganz  dahin  gestellt  sein  lassen  will,  oh  von  demselben  ganz  ge- 
würdigt worden  ist,  dass  der  genannte,  namentlich  durch  höchste 
Strenge  und  Evidenz  bis  jetzt  unübertroffene  Mathematiker,  wie 
schon  vorher  bemerkt  wurde,  Qberall  das  Reelle  und  Imaginfire 
mit  der  grOssten  Strenge  und  scrupu losesten  Genauigkeit  aus  ein- 
ander hSlt.  WeitlSuGeer  hierüber  zu  sein ,  ist  jetzt  nicht  meine 
Absicht.  MSgen  die  Leser  sich  ihr  Drtheil  selbst  bilden.  Ich 
habe  hier  ein  Urtheil  über  die  obige  Abhandlung,  die  ich  ganz 
absichtlich  aurgönommeo  habe,  nicht  aussprechen  wollen  und  in 
meiner  Eigenschaft  als  Herausgeber  auch  fügliefa  nicht  ausspre- 
chen können;  aber  so  viel  glaube  ich  nochmals  wiederholen  zu 
dürfen,  dass  ich  in  meiner  Grundansicht  über  die  Sache  durch 
diese  Abhandlung  nicht  im  Geringsten  wankend  gemacht  worden 
bin,  nnd  mich  der  nach  meiner  Ansicht  nach  wie  vorher  sehr  vor- 
trefBichen  Cauchy'schen  Schreihart,  die  in  grSsster  Einracbheit 
und  Eleganz  vor  allen  Fehlgriffen  sicher  stellt,  fortwährend  bedie- 
nen werde. 

Der  wissen  seh  aniiche  Stand  der  Sache  ISsst  sich  in  der  dn- 
lacbsten,  kürzesten  nnd  bündigsten  Weise  so  aussprechen: 

So  lange  man  in  der  Differentialrecknung  nur  beweist 
nnd  beweisen  kann,  dass,  den  1>ifferentia1qiiotienten  als  wirkliche 
GrSnze  im  eigentlichen  Sinne  anfgefasst,  was  nur  bei  reellen 
Grössen  mSglich  ist,  nur  für  positive  x  und  wenn  \x  den  reellen 
Werth  dieses  Logaiitbmus  bezeichnet, 
d\x_l 
dx~x 
ist,  so  lange  kann  und  darf  man  auch  umgekehrt  in  der  lutegral- 
rechnuno  nur 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  je  nac|fdem  x  positiv 
oder  n^ativ  ist,  oder  kfirzer  und  eleganter 

setzen. 

Und  so  lange  diese  AufTassnug  richtig  ist,  hat  auch  der  Herr 
Verfasser  des  vorstehenden  AufsaUes  das,  was  ich  namentlich  in 
dem  Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  höhe- 
ren Analysis.  Leipzig.  18't8.  S.  158  gesagt  habe,,  nicht 
widerlegt  G, 


A 
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Bemerkimgreii   «or    ConTergenz    der 
unendUchen  Belhen. 

*  Ton  iem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

LArnr  an  4er  lUaltchnte  zu  StraUand. 


1.  In  den  folsendea  Bllttem  beabBichtige  ich  einige  Unter- 
sacbno^en  Ober  die  Grenzen  der  Snmroen  convergenter  Reiben 
zu  reruffeiitlicheD.  Sie  sind  heTvorf^enifen  durch  da«  Stadinni 
eines  Satzes  von  Cauchy,  der  «o  lantet  (Cours  d'Analys« 
p.   131): 

tJjorsquC  lea  diffärena  termes  d'une  särio  soot  des  fonctlona 
d'ane  mArae  variable  x,  continues  par  rspport  k  cette  variattle 
dans  le  voisinage  d'une  raleut  particuli^re  pour  laqaelle  It  e^rie 
est  convergente,  lasommede  la  sririe  est  anssi,  dans  le  voisiaage 
de  cette  Talent  particuliire ,  fonetion  continue  de  x." 

Die  Analysten  haben  von  diesem  Satse  vielfachen  Gebrancb 

Einseht,  namentlich  um  die  Entwickelun?  der  Logarithmeu  uiitk 
eisrnncHanen  in  unendliche  Reihen  mit  Hülfe  der  Biaomial- 
reihe  zu  bewerkstelligen ,  nnd  selbst  im  Eingange  der  Differetitial- 
recbnnng  spielt  die  Anwendung  des  obigen  batzes  eine  Rolle,  in- 
dem man  sich  nur  an  die  Eutirickelung  des  UiffeTentials  der  Ex- 
poDeDtulgraEse,  sowie  man  selbige  in  Herrn  C&nchy's  Scbiiften 
liest,  zu  erinnern  braucht. 

Idi  glaube  den  grossen  Verdiensten  Csuchy's  um  die  Wis- 
senschaft nicht  zn  nahe  zu  treten,  wenn  ich  den  angeregten  Satz 
tat  unrichtig  erkUlre ,  nnd  es  dfirflen  die  folgenden  Betrachtungen 
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l^eignet  sein,  zu  zeigen,  wie  ausserordentlich  vorsichtig  man  mit 
den  unendlichen  Reinen,  selbst  im  Falle  ihrer  Convergens,  um- 
geben muss. 

Die  Richtigkeit  meiner  Behauptung  seigt  sich  lunBchst  «n 
mehreren  Beispielen.    So  ist  die  Function 

*«"(!— a:)+j:*"+«(l-j:)  +«»"+■^1— a)  +  etc., 

welche  bekaonlUch  fflr  jedes  x,  dessen  numerischer  Wertb  klei- 

ner  als  1   ist,  die  Summe   rr-  hat,  uustetig  för  «=1,  da  sie  liSr 

X*"  1 

diesen  Werth  verscbtviudet,    tvXhrend   ^7—  gegen  die  Grenze  » 

>    conver^rt,  wenn  x  sich  der  Einheit  nähert. 

Ein  anderes  Beispiel  bietet  die  folgende  Reibe: 

A9i  =  sin<p — g-sinäf) -|- q-sin3g)~  etc., 

weiche  bekanntlich  ffir  alle  Werthe  ron  <p  zwischen  ~k  und  +}t 
convergent  ist.  Diese  Fiinctton  ist  unstetig  (Qr  (p= — n  uod  qp^-f-n, 
denn  sie  verschwindet  für  <p:=^n,  während  sie  fSr  99=^(91 — a), 

wo  R  positiv  und  kleiner  als  I,  den  Werth  Tlf"-!  )  erlangt. 

Mit  anderen  Worten:  es  ist  unrichtig,  wenn  man,  um  die 
Grenze  der  Summe  einer  convergenten  Reihe  zu  bestimmen,  in 
jedem  einzelnen  Gliede  zur  Grenze  aberaeht  und  das  Aegregat- 
dieser  Grenzen  nimmt.  Und  Hiese  Bemeriiung  bezieht  sieb  nicht 
etwa  bios  auf  einzelne  Ausnahmen  von  einer  allgemeinen  Rw^el, 
sondern  es  wird  aus  den  nachfolgenden  Betrachtungen  zur  Ge- 
nüge erhellen,  dasa.die  beiden  Grössen 

Lim[vi(«)+?^(*)+93(*)+-]  "•"*  Limtp,{x)-\-%im<p^x)+ — 

nur  in  tiesonderen  PSllen  dieselben  Werthe  haben,  wenn  beide 
'Q^faen  ins  ^nendlicbe  fortgeben. 

Man  darf'ZvB.,  wie  in  Tielen  neueren  Schriften  zn  lesen,  au» 
der  Gleichung 

wo  die  Conve^enz  von  ;r=— —  bis  x=+- stattfindet,  nicht  ohne 
rine  anderweitige  Untemchvng  dl«  folgende  Gleichung  herldten : 
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Lim[(l+<ur}-J^l+aNfia»+Ja;»+  etc., 

wo  das  Zeichen  Lim.  bedeutet,  daas  a  gegen  Mull  convergiren  soll. 

^  Ebenso  ist  die  Differentiation  einer  nnendüchen  convergenten 
Reihe,  auch  wenn  die  resultirende  Reibe  noch  convergirt,  im  Ali- 
gemeinen  nicht  zolässig. 

Es  eei  t.  B. 


(Ht  «nen  bestiinnten  Wertb  y  von  x  nnd  fSr  die  Nkcbbarwertbe 
von  y,  also 

*'{y)=9><y)  +  9,(7)+9,C)')  + , 

F(y+i) = ^y+i)  +  y,  (y+0  +  ^.(j^i)  + ; 


wo  I  eine  eudllcbe  GrOase  bedentet,  so  heschaffen,  doss  obige 
Reihe  von  x=y  bis  a:=y+i  fortwährend  convergent  bleibt  Oa 
die  Snbtraction  zneier  convergenter  Reihen  wieder  bu  einer  con- 
vergenten R«be  fährt,  so  kommt 


LSsst  man  nun  i  sich  der  Null  nSbere,  so  geben  die  (ilieder 
in  ihre  Ableitungen  Ober,  es  folgt  aber  nicht 

F'(y)—tp'(y)  +  <p'i(Y)+v'i(yH  etc., 
wenn  immerhin  die  Reihe  rechter  Hand  convvrgent  ist- 

2,    Um  in  ein   näheres  Detail  unseres  Gegenstandes  einzu- 
dringen, sei 

«9t,  at'f,,  ii'*'j,  «(s),  etc. 

•ine  von  x=ß—i  bis  x=ß  convergente  Reihe,  und  alle  ihre  Glie- 
der t&T  die  in  Betracht  konrmenden  Weithe  ^n  x  stetige  Fnnc- 
tionen  dieser  Variabein.    Setzt  man 

f(ß~i)^uOj,,i'i-ui^if-t+u»iß^i  h  etc., 

so  Iragt  sich,  welchen  Werth  Lim.  f(ß—i)  bat,  indem  i  sieh  der. 
Null  nähert  Bezeichnen  wir  die  Grenze  von  uCP)«,  indem  x  ge- 
gen ß  conve^irt,  mit  vfriß,  setzen  ' 

und  betrachten  die  Differenx 
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M-nß-i)  =  (m"/j  -^ß-i)  +  (mCJ,*-«'»),)-^  +  (KWfl-ttWM)  +  e*«- ; 

die  Glieder  dieser  unendlichen  Reibe  werden  sich  mit  i  zugleich 
der  Null  nahem,  aber  es  braucht  desnegen  LimU—f(ß~i)}  Dicht 
=:0  ZU  sein,  kann  vielmehr  etnen  sehr  oeträchtncben  Werth  ha- 
ben. Hiernach  btUien  wir  uns  mit  folgender  Frage  zu  beachSf- 
tigea: 

„Es  «ei  fpix)  =  v°x+v^^1i-i-i>l^'ix+  etc.  eine  unendliche  Reibe, 
convergent  von  x=:ß — t  bis  x:^ß,  wo  i  eine  endliche  GrGsee  be- 
deutet, die  sehr  klein  sein  kann;  es  nSbem  sich  ferner  alle  tilie- 
,  der  der  Null,  wenn  x  gegen  die  Grenze  ß  geht.  Unter  welchen 
Bedingungen  ist  tp(x)  gleichzeitig  mit  ß — x  unendlich  klein?" 

Eine  allgemeine  LCsung  dieser  Aufgabe  dGrfte  schwerlich  er- 
reicht werden  können.  Ich  werde  indessen  einige  Theoreme  Ober 
diesen  Gegenstand  entwickeln,  welche  bei  vielen  analytischen  Un- 
tersucfaongen  einigen  Nutxen  gewähren  dSiflen. 


n-eW.+o  (-+'), +  e(H»),+  etc, 

80  wird  die  Summe  der  obigen  Reihe  mit  ß — x  unend- 
lich klein,  wenn  sich  ein  Werth  £  von  x  aoEeben  ISsst. 
so  dass  der  Werth  fi<");  nicht  kleiner   ist  als    alle    die- 


i'enigen  Wertbe  der  Function  B'^'^x,  welche  sie  von  x=^ 
is  ^=ß  erlangt,  und  zwar  unabhängig  von  den  beson- 
deren Werthen  der  Zahl  n,  wenigstens  nachdem  dies« 
eine  bestimmte  Grenze  überstiegen  hat." 

Beweis.  Es  bedeute  noch  j'*)!  den  numerischen  Werth  von 
B*'«-he'^'*+.-+p'"~^'i.  so  da«8  nun 

ist,  wo  die  Vorzeigen  beliebig  sein  kQnnen. 

Da  die  Reihe  för  x=|  convergent  vorausgesetzt  ist,  so  kann 
man  einen  so  grossen  Werth  n'  von  n  angeben,  dass  ß("')f<n'< 
wird,  wo  £  eine  beliebig  kleine  positive Gritsse  bedeutet;  zogteieh  darf 
man  annehmen,  dass  der  Rest  A'")!  die  im  Lehrsatze  ausgespro* 
ebene  Eigenschaft  von  n  =  n'   bis  n^od    habe-    Wenn  nun  dl« 

Summe  i(*'}f  ebenfalls  schon  <s-f  ist.  so  folgt  (("'>;-}-/£(■'){<(. 
Wenn  aber  jene  Bedingung  nicht  stattfindet,  so  kann  man  elaen 
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Werth  I'  zwischen  ä  >">d  ß  angehen,  so  dass  *("');■  wirblich  <g^f 
wird,  iadeni  die  Snmine  *(*'>i  aus  einer  eadtichen  Anzahl  von  die- 
dem  besteht,    vrelcbe  mit  ß  —  x  nnendlicb  blein  werden;    nun  ist 

Termüge  der  Annabme  A^^V  ^ '^'"'^ß  f^'S''^  i^' auch  ßl"*);' <oE, 

also  wie  Toihin  i!"')fi+Ä'"''^' <(.  —  Hieraus  folgt  weiter,  dass 
der  absolute  Werth  tod  y(x)  fQr  die  Torhergehenden  Werthe  top 
X  nnd  R  ebeofails  <c  ist,  und  da  diese  Schlüsse  selten,  wie 
klein  e  gedacht  werden  müge,  se  folgt,  dass  fi(;i:)'8ich  der  Mull 
nähert , Indem  x  gegen  seine  Grenze^  geht. 

i.  Zweite*  Theorem.  „Ba  sei  v\,  e'^lx,  c^x  etc.  eine 
unendliche  Reihe,  deren  Glieder  f^r  den  Werth  ß  von 
X  und  für  die  Nachbarwerlbe  von  ß  stetige  Fanctio- 
Den  von  x  sind,  and  sich  der  Null  nähern,  wenn  x  ge- 
gen die  Grenze  ß  gebt;  alle  Glieder  seien  ferner  po- 
sitiv von  einem  bestimmten  Gliede  an,  und  die  Reihe 
immer  convergent,  fQr  die  bezeichneten  Werthe  von 
X.  Wenn  es  nun  einen  Werth  |  von  x  giebt,  so  dass 
«<■};  nicht  kleiner  ist  als  alle  diejenigen  Werthe, 
welche  «("'s  von  x^^  bis  !t=ß  erlangt,  und  zwar  nnab- 
hSngig  von  den  besonderen  Wertbeo  der  Zahl  n,  we- 
nigstens nachdem  diese  eine  bestimmte  Grenze  über- 
scnritten  hat,  so  wird  die  Summe  der  obigen  Reihe 
gelten  Null  convergiren,  wenn  x  sich  der  Grenze  ß 
nfifiert." 

Der  Beweis  dieses  Theorems  reducirt  sich  auf  das  Vorher- 
gehende. 

Han  denke  sich  nKmIich  einen  Werth  n'  von  n,  so  dass  nicht 
nur  d'*');  die  im  Salze   ausgesprochene  Eigenschaft  hat,  sondern 

aaeb  r(P)f  fortwährend  positiv  bleibt  &t  p'T^n'  und  für  jedes  x 
zwischen  \  und  ß.  Es  ist  dann,  indem  £'  einen  beliebigen  Werth 
xwiscben  |  und  ß  bedeutet, 

e(-'>^B(«')f.,  «(•'+i)f=pl"'+i)f-,  t.(«'+»lf^e("'+«)f.  etc.. 

e*»Of+i>(«'+»)f+üC+«>f+«te.  ^  »l-')f.  +  t,t"'+i)f. +»(••+»);,-)-  etc.. 

d.  i.  HMf  y  Äl«')f, 

worans  die  Riebligkeit  unseres  Satzes  nach  dem  ersten  Theorem 
«rbeUt 

8.  Untersucht  man  die  Reihe  1—»,  x(l—x),  x'HX — x)  etc., 
■o  wird  man  finden,  dass  die  Bedingungen  des  zweiten  Theorems 
nicht  sKmmtlich  erfllllt  sind.  In  der  Inat  ist  die  Summe  dieser 
R«ik«  anetelig  ftlr  ;i:=l. 
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Man  hat  liier  r(")c  =  j:*(l — x)::=i>(x),  also  die  Ableilnng 
i(i'(x)  =  (n+iy^'-'f—-.  —^)  1>«  diese  positiv  für  *<zt:j' 
negativ  füt  x^  —j^,   go    folgt  bekanntlich,   daus    die   Function 

^x)  bis  x=:—j^  fortirShrend  wScbst,  von  x=—j^  bis  «  =  1 
forttrSbreod  abnimmt.  Wie  nahe  nuD  auch  der  bestimmte  Werth 
£  der  Einheit  kommen  mag,  man  kann  n  gross  genug  nphruen, 
dass  ^(j;)  wächst,  d.  h.  es  ISsot  sich  kein  Werth  |  von  X  ange- 
ben, so  dass  c("lf  alle  Wertbe  von  pf"l«  von  x:=^  bis  *=!  über- 
treffe, unabhängig  von  n.  Also  findet  das  Theorem  hier  keine 
AoffeudoRg, 

6.     Betrachten  wir  ferner  die  unendlicbe  Reihe 

Oq,  Oi^,  o^^,  0)^*1  etc., 

und  nehmen  zuerst  an,  dass  alle  Coefficienten,  sowie  auch  x,  po- 
sitiv seien.  Ist  diese  Reibe  convergent  von  a^y  bis  x=)'+i,  wo 
y,  £  positiv  sind,  so  folgt 

/(r)="o  +  «1/+  "aj*  +  «'«■ 
/ty+O=rto  +  «i(y+0  +  «a(rl-0'+  etc. 

Ay+0-/(r)=«'>»+fl»[(r+'')'-r*J  +  e'c- 

Da  ((a[(r  +  t)'  —  /*]  fortwährend  positiv  bleibt  und  stets  ab- 
nimmt, indem  i  sich  der  Null  nähert,  für  jedes  n,  so  wird  nach 
dem  zweiten  Theorem  /'(7+1)  —  /ty)  niit  i  unendlich  klein,  d.  h. 
f{x)  ist  stetig  ßr  j:=j'. 

Sind  die  Coefficienten  nicht  alle  positiv,  so  seien  A^,  Ä^,  A%, 
etc.  ihre  ab^olliten  Werthe.    Wenn  alsdann  die  Reibe 

Xo,  A^x,  A^a^,  etc. 

von  Ä=7  bis  x:=-y\i  convergrrt,  wo  ■/,  i  positiv  sein  sollen,  so 
folgt  wie  vorhin,  dass  j^it  +  ji^Ky+O'  — J*)+  etc.  mit"»  unendlich 
klein  wird,  folglich  wird  Oii-f aatCy-f-i)^ — }>']  ebenfalls  unendlich 
klein  mit  1. 

Unter  den  nämlichen  Voraussetzungen  wird  fy) — f(y — t),  wo 
t  positiv,  sieb  mit  1  gleichzeitig  der  Null  nähern. 

Der  Fall ,  wo  negative  Werthe  von  x  in  Betracht  kommen, 
Ifisst  sich  anf  den  vorhergehenden  znrflckfiShTen.  Denn  macht  man 
x^ — y,  so  verwandelt  sich  die  gegebene  Reihe  in  «o,  — '•iSf» 
Ofy^,  — flay'i  etc.,  wo  nunmehr  «  eine  positive  Grösse  ist.  Man 
ifit  somit  zu  folgendem  Satze  gefangt: 

DTfttes  Theorem.  „Wenn  die  anendlicbe  Reihe 
1^,  üix,  0(3;',  etc.  von  x^ßj^i  bis  x^ß  convergent  bleibt. 
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nachdem  aM«  Güeder  a«f  ihre.  nDmeriscben  Werthc 
reducirt  worden  (in  welchem  Falle  die  Reihe  bekannt- 
lich selbst  CAnvergirt),  ao  ist  ihre  Sumnie  in  diesein 
Intervalt  flberail 'eine  stetige  Function   vna'x." 

7.      Die  Schlüsiie   des  Torigeo    Paragrapheo    sind   inuner  zu- 
lissig,  wenn  die  Keibe 

noch  convergCTit  bleibt,  wenn  an  Stelle  der  einzelneii  GHeder  Ihre 
nomeriecfaen  Wertb<e  gesetzt  n-erden:  Findet  diese  Bedingung 
aber  nicht  sfatt,  was  s1cb  namentlich  an  den  Grenzen  des  Inter- 
Talls  von  X  häufig  ereignet,  so  xcheint  mir  die  Ifehauptung,  dass 
.«o4-ffi^4-ffa'''+  etc.  fär  j!=;^  stetig  iqt,  im  Allgemeinen  tiichl  zu- 
lässig zu  sein.  ~  In  der  Regel  genügen  aber  die 'nach  Potenzen 
Ton  IT  rortachrdtMden  Reiben  des  Bedingungen  des  dritten  Theo-  ' 

rems  u.  a.  immer,  nenn  das  Verhältniss  — —  bei  unendlich  wer- 

dendem  n  gegen  eine  bestimmte  Greiizf  L  geht,  da  alsdann  die 

Coovergenz    der    Reihe   der   absoluten  Werthe   von    x^  —  j   bis 

x:=+-j    statt6ndet,  wenn  auch  nicht  immer  fflr  die  Grenzen  selbst. 

Ein  Fdl  der  Art,  wo  man  zu  besotidtn-en  BetVachtangen  seine 
Znfliichl  nehmen  nuss,  Ist  folgender:. 

Angenommen,  es  sei  schon  erwiesen,  dass 

l(I+*)=a:- ~  :r»  +  |a;'-i:r4  +  etc. 

f&r  jedes  ^<I,  man  wisse  aber  noch  nicht,  dass  diese  Gleichung 
ftrr  x=l  gelte.    Alsdann  setze  man  .       .■? 

,==l-2^+g,-j^+ etc. 

«nd  betrachl«  die  Differenz 

.-l(l+a:)=.l-ar-^(l-»«)  + j(l.^«)-  etc. 

.  Auf  diese  JReihe  kann  alier  das  sweite  Theorem  nicht  angewandt 
werden,  da  die  Glieder  eine  dlrergente  Reibe  geben,  wenn  man 
sie  auf  ihre  absoluten  Werthe. teducirt.  '  Wir  haben  daher  einen 
andern  Weg  einznscblagen. 

'  ,Es-sei-((*)>  der  absolute.  Werth  von  der  Summe  d«r  n— I  er- 
sten Glieder,' Äf"!^  der  absolute  Wertb  desRestae  der  Reihe,  also 
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ZnnScbst  ISsst  sich  zeigen,  dssa  ~(1— 2*)  fortnübrend  abnimmt^ 
intlein  n  wSchst,  wenn  dieses  nur  .erst  eine  geujsse  Grenze  über- 
schritten hat.  Die  Grösse  n:H*  nShert  sich  belcanntikh  der  Null 
als  Grenze  mit  unendlich  werdendem  n  (x  ist  nämlich  ein  iehter 
Bruch);  es  niuss  sich  mithin  ein  Wertb  n'  von  n  angeben  lassen, 
so  dass  riiZ"  von  n^=n'  bis  n  =  QC  ittets  kleiner  als  die  Einheit 
bleibt,  alsdann  ist  mn  so  mehr  fu;''<l-t-^-{-^'+'-4-^'"~S  woraus 

leicht  folgt  -;^  >   1^.^^^,^ ,  ^^rr-  i  '■  >  t:^^'  "^*' 

l_;r»       1—3:"+' 

>  -~-ri — ■  —  Die  Glieder  von  Ä<"l«  werd«)  deinoaeb,  aa^. 

»  n+l 

dem  H  den  Werth  n'  erreicht  hat,  forlntibr«i4  Ueloer,  worana 
sich  leicht  ergiebt 

i&r  ein  bestimmtes  a;  und  von  n^n'  bis  n=ao . 

Der  angenommene   Werth  von  a:  heisse  £;   t  bedeute  eine 
beliebig    kleine    positiv«    Grüsse.    *  JUoo    nebroe   einen   Werth 

1—1»      1 
V   von    n    zwischen    n'    und    co,     so    dass   ^  7 '  wird,  was 

immer  möglicfa,  alsdann  wird  auch  /£'*^;  <  ^t  sein.    I8tnnn<(')f 


wirklieb  kleiner  als  »e  wird,  so  dass  z.  B.  <(''){'  <  ^e,  wo  £'  zwi- 
schen S  und  «  liegen  soll.-  Da  nnn  offenbar  — - —  < Ut, 

und  -^^  '^  §■*  "*"'•  ■*  "''^  ""  "*  "»eltf "   <  5-e.  folgliiA 

auch  ÄWf.  <  j«,  *(')£'+ »•Jf<i,  mithin  j-rKl-f«)  absolut  <  t, 
and  da  t  beliebig  klein  sein  kann,  xo  Tolgt  Lim.lO+a:)=s,  öder 


8.  Endlieh  Win  ich  nach  den  vorherftehenden  Prtnclpien  eine 
Methode  rerbessern,  deren  sich  ältere  Matfaematiker,  nach  dem 
Vorgange  Eulers.  bedient  haben,  um  die  uiiendlicbea  Reihen  fSr 
den  Sinns  und  (Josinns  eines  Bogens  zu  finden,  (introd.  in  Ana- 
lysin  inf.  P.  I.  Cap.  VIII.  p.  08.) 
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DiM«  Mefliode  inOpft  an  4ie  heM«  beksnBten  Rcibw  att: 

cosMJ-  =  Cl— ii>tg'a:+»4tg*x— etc,)co8":F, 

«in)ia:=(»i,tg3r— «(tg'^c+Fifttg'a:— etc.)cos"ir; 

tt-o  »1,  Nj,  H),  etc.  BinomUlcoefGcienten  bedeuten.  Uiese  Reihen, 
welche,  wenn  »  keine  poeitire  ganze  Zahl  ist,  ine  Unendliche  fort- 
gehen,  coBTergireD  fQt  jed.es  x,  dessen  absolatei  Werth  kleiner 

tls  j»  laL 

Seiet  man  In  der  ersten  dieser  Gleichungen  — m  Statt  n,    vre 
IX  positiv  sein  soll,  y=jRX  und  —=9,  so  kommt 

c«,co8ep5=l-j^(^Y^  + j^^j^^i (^-J^j  -etc. 


welche  Reihe  aus  der  rorh  ergeh  enden  resuttirt,  wenD  man  in  je- 
dem Gliede  zu  seiner  Grenze  (t(r  7=0  aberfrebt,  und  von  y= — 'Oc 
hie  y=-f  00  convergent  tat    Es  bezeicbae  ferner  ^9)  die  Reibt 

fSr  cosycosffijr.  'Wir  wollen  beweisen,  dsss  0— 9<(f)  ''*^^  i»it  9 
gleichzeitig  der  Null  nähert 

Zu  dfm  Ende  bettachte  man  die  Differenz  der  beiden  Reiben 

•='+i3+ii3:4+rl::B+*- 

T9II  denen  die  erste  fUr  jedes  y,  die  andere  Air  alle  y  zwischen 
—  j-  and  +  I-  convergtrt.    Man  hat 

/'W-.=Kl+ri(^)'-,.).,i5 
+  [(l*f)(l+8,Xl+»f)('^)*-nfro+  ""■ 
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Diese  Reihe  KenBftt  all««  BeAsgangen  des  aweltea  Theofenw, 
dflDD  alle  Glieder  sind  positir,  und  neriien  [rnraer  kleiner,  wenn  f 

abDimmt,  da  diea  vou  dem  absoluten  Wertb  der  GrOase  —^   er- 

V 
wiesen  werden  kann*).    Es  converf^lrt  also  /(p)— (  gieichEeitig  mit 
f  gegen  Null,  fotclich  auch  <i—g>(Q),  da  dieae  Grüese  absolut  nie- 
iDals  grösser  als  ^ie  vorhergehende  ist 

Geht  man  nun  ta  den  Grenzen  Ober**),  so  kommt 

'"»='-  ß+rf'3r4-rC-.+  •'■  G°;,'=T:) 

Auf  Ähnliche  Art  {gelangt  man  mit  Hülfe  der  Reihe  tBt  Binnx 
zu  der  bekannten  Enlwickelung  Ton  sin^,  wobei  wir  uns  nicht  lan- 
ger aufzuhalten  braachen.  * 


Von  den  Doppelreiheo.' 

9.  Doppelreihe  heisst  jede  Verbindni«  von  Hoiizontal' und 
Vertikalreihen ,  deren  jede  inn  Unendliche  tortgeht,  sie  wkd  also 
durch  felgerdes  Schema  dargestellt: 

pt'^i,  eW,.  »f'a.  etc. 

|eWi,i>W,,  eW,,  etc. 

|ü(s)i,  »(3),,  »C»),,  etc, 

\etc.    etc.    etc. 

Als  Gnmdlage  unserer  Unteraucbnng  dirtie  die  Annalinie,  dass 


i  (jr— ästn2(jr 

•)    Die  AbleitBDE  Toa    ^(p)— -5^    l«t     ^'(p)  =  -        ' 


(ecosjjf)« 


**)    Um  die  Orenie  tOu  u=cos  tfj/  üOr  ^=:Oi«Aalea,  hatmu, 
Icospjr^:  —  «l(l*ftg'w)   K'^'eUt,  aa«b  dar  logarlthmischeii  Beihe: 

l«=ä^(tg'W-ätg*ey+jtg''jff-etc)<^tg«pjr; 

ab»  tg9y=0,  ^=y  Rlr  ff=p,  folglich  li<=0,  u=h 
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I.  alle  HorizBMtaUaraiten  gegen  l»««JiinMte(iir4ii- 

zen   «<'),  u'*>,  it<3)  elo.  cenrergif  en,  und 

ÜL  das«  die  anendliche  Reibe 

u(L),  uW,  ud),  hU),  etc. 

wiederum  eine  canfergente  sei. 

Bieraacb  ist  jede  Doppetreibe  auf  eine  einrache  Reihe  aurQcb- 
fiibrbar,  dereo  Glieder  diesummeo  dei  uDendlicheDHorizontalreihen 
Kind.  Unter  VoTauasetzung  jener  beiden  Bedingungen  aoll  die 
Doppelreibe  converftent  und  die  Summe  der  einrachen  Reihe, 
auf  welche  wir  sie  reductrt  babeo,   ihre  Samme  genannt  werden. 

Umgekehrt,  man  kann  die  einfacbe  cunvergente  Reihe 
ii(>),  tt'^,  u^^\  etc.  in  eine  Doppelreihe  umgestalten  dadurch, 
dasa  man  (&r  jedes  Glied  eine  unendliche  convergente  Reihe  setzt.  ' 
Man  kann  hiermit  versohiedene  Absichten  verbinden,  z.  B.  die, 
am  durch  Sunjmation  der  Vertikalreihe  eine  stSrker  convergircnde 
Reibe,  oder  gar  die  Sumiae  der  ursprünglicben  einfachen  Reibe 
au  erlütiten. 

Dnmit  das  biet  angedeutet»  Verfahren  aber  auläasig  sei,  ist 
erstens  nütbig.  daaa  jede  Vettikalreihe  cAnveraent  sei,  zwei- 
tens, dass  die  Suntaen  der  Vertikabeihen  n-ieaetum  eine  con- 
vei^ente  Reibe  bilden,  und  drittens  ist  fraglich,  ob  die  Summe 
der  letzten  Reibe  der  Summe  der  Doppelreibe  gleich  komme. 
Dasa  nun  diese  drei  Bedingungen  im  Allgemeinen  aus  der  Con- 
vergenz  der  Doppelreihe  sich  nicht  als  nothwendige  Folge  erge* 
ben.  werden  nactastebende  Betrachtungen  lehren. 

10-  lodern  die  beiden  Bedio^ngen  tn  9.  ala  erli1)l(  angenom- 
men werden,  aetse  man  allgemein 

.ii*)  =  eW,-(-üWa-|-BW,4.,.,  +  p(p),-f  ß(p>,, 

80  dass  fiMa  die  ErgXncung  der  Horizontaheihe,  und  «(■■),  die 
Snmme  der  m  ersten  Glieder  der  Vertikalreibe  ist.    Dies  giebt 

(2)  «(>)  +  «« +„.+«(")  =  ff(«),  +  «(-^-|-..„+ff(-), 

+  ÄW.+  Ä«, +....+«!•-)■. 

Betrachtet  man  nnn  m  als  conslant,  und  ISsst  n  ins  Unendliche 
wachsen,  so  converelrt  die  zweite  Summe  rechter  Hand  gegen 
Null,  da  dies  von  jedem  ihrer  m  Glieder  in  Folge  der  ersten  Be- 
dingung in  9.  eilt;  die  Summe  (2)  linker  Hand  bleibt  femer  con- 
stanl,  folglich  kommt 

(3)  iiW  +  i»m-|-...  +  «(-)  =  if<-)»  +  o<-l,+«<»),+ininf. 
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d.  k.  w«aB  in  Hortiontalreihen  eanrergent  sind,  wo  m 
eine  beliebifta  f^aase  Zahl  bedentet,  so  bilden  die  n> 
eliedrigen  Verlikalsummen  ebenfali«  eine  convergente 
Reihe,  deren  Summe  dem  Aggregat  der  m  Horlsental- 
summen  gleich  iet. 

LSssl  man  nan  in  (3)  die  Zahl  m  unendlich  werden,  so  con- 
vergirt  die  Summe  linker  Band  ftegen  eine  beirttmnit«  Grenze  (die 
Summe  der  Doppelreibe)  in  Folge  der  zweiten  Bedingung  in  9., 
folglich  wird  die  Summe  rechter  Hand  sidi  derselben  Grenze  nfi- 
hem,  oder,  wenn  *  die  Summe  der  Doppelreihe  genannt  wird,  so 
kommt 

(4)    <= Lim  I(i<»t,  +  tft">a +  «!■),+ in  int], 

wo  das  Zeichen  Lim.  bedeutet,  dase  in  unendlich  werden  soll. 
Man  wBrde  nun  einen  bedeutenden  Fehlschluss  machen,  wenn  man 
statt  des  Ausdrucks  rechter  Hand  den  folgenden  setzte: 

Lira  <j(-l,+Hmtf<'*),+Llro«''^,-l-  ininf. 

Denn  ee  ist  einereeits  su  bemerken,  das«  o^^\,  ((<■■>(,  etc.  eicfc 
mit  unendlich  werdendem  m  ^ar  keinen  bestimmten  Grenaea  ta 
nfihern  brauchen,  und  andrerseits  dass,  wenn  dies  auch  atatlGndet, 
die  Gleichung  Lim.fo("),+o(-)a+in  inf.]=Lim.<i<")i+Liiii.ii<«^j+etc. 
dennoch  yßllig  unrichtig.' sein  kann.  Der  Grund  dieser  Behauptung 
ergiebt  sich  aus  den  weiter.oben  angestellten  Betrachtungen,  und 
man  wird  nun  übersehen,  ^le  eng  die  Theorie  der  Doppelreihea 
mit  unseren  frfihereu  Betrachtungen  zuaammenhSngl. 

Vermag  man  die  unendliche  Reihe  (i^"'i,  o^"'«)  ^^f  etc.  zu 
rammiren,  so  gelangt  man  zur  Semme  der  Dopperreilie  (t),  wenn 
man  in  jener  Summe,  die  eine  Function  von  m  sein  wird,  die 
Zahl  m  unendlich  werden  Iftsat  Die  Gl.  (i)  kann  als«  tm  Nu- 
tzen sein. 

Beispiel.    INe  Doppelreihe 

!l,  — Jf,  jr*,  — »',  etc; 
J,  — 2,.f,34a:»,-4sa;'  etc. 
I, — 3,«,  4^', — 5,a;»  etc. 
etc.    etc.    etc. 

Ist  unserer  Definition  zufolge  conTeivent,  wenn  x  positiv  und 
kleiner  als  die  Einheit;  die  Summen  ner  Horizontalreihen  sind 

iTi-  (i+i)'-  (ni)'-  «"■• 

und  diese  Reibe  convergirt  gleiehraUs  unter  der  gemachten  Vor- 
aussetzung, ihre  Summe  =  — .  —  Die  Vertikalreiben  sind  aber 
sämmtlich  divei^eBt,  indsm 
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die  Warthe  ßr  die  mj^iedrieen  Verlikalsummcn,  mit  nt  zogleicb 
ioB  werden.    Mach  (4)  ist  aber  i  =  ljim.  [mi  —  (m^l)^  x  ^  ttc] 

=Lii„.i;t:-<'-+-)-:ü]=L,  „..„„„. 

IJ.  Da  die  Convergenz  der .  Vertikalrelhen  im  Allg^melaen 
keiiiq  notl|(*endigo  Folge  aiis  der  der  Doppetreälie  ist.  so  noIleD 
wir  nun  annehnieB,  duss  alle  Veitikalreiben  gegen  bestimmt«  4iren> 
zen  coDvergiren,  nnd  die  letatereo  mit  fli,  0^,  etc.   bezeichnen. 

Macht  man  in  (2)  m  =  ».  R  als  coDstant  betracbleod,  ao  er- 
giebt  sich 

(8)    /=  mC)  +  bO)+  a(t)^.  in  Inf.  =  ff,  +(,^  +  ...+ff_ 

d.h.  die  ErgSnzuneen  der  Horizontal  reiben  bilden  eifie  conver^eiite 
Reibe.     Ob  nun  die  Reihe  ff|,  a^,  a,  etc.  convergent  oder  direr- 

5ent  ist,  hingt  davon  ab,  i«as  aus  Ri^K  ■¥  Sf.") »  +  in  itt(.  wird,  in- 
eran  insVaendliche  wächst.  In  Betreff  der  Anwendungeil,  wel> 
che  fon  den  Doppelreihen  gemacht  werden,-  ist  nun  der  Fall  be- 
sonders wichtig,  wo  die  Y«rtikalitummen  eine  convergeale  R«ibe 
geben;  setzen  wir  unter  dieser  Voraussetzung  Oi't-a,'h<^4etc.=a, 
so  folgt  aus  (5)  '  , 

(6)    ,  ^  fl  =  Lim  [»«  . + äW  .  +  R(%  +■  etc.]. 

Wenn  nnn  auch  alle  Glieder  rechter  Hand  für  n=ao  verschwin- 
den, «a  l'elftt  k«ineswe)is,  das«  die  Suntme  dieser  Reihe  mit  un- 
endlich werdendem  n  ebeululls  verschwindet;  sie  kann  vielmehr 
einen  sehr  beträchtlichen  Werth  haben,  oder  selbst  unendlich 
werden.  ■ 

Vorausgesetzt  b1s<x  dass  alleHnrizontalreihen  i*  dem  Schetiia 
(I)  conrei'gent  sind,  nud  anoh  ihre  Summen  eise  con*«rgente  Reille 
geben,  dass  ferner  alle  Vertikal  reihen  conVcrgent  sind,  und  ihre 
Snmmea  eine  canvenrente  Reibe  ^eben,  so  hranclrt  docb.  die  erste 
Totalsumme  ^t)  nicht  der  zweiten  (o)  gleich  zu  sein.  Der  Unter- 
sehled Ewlschen-i  und  a  llsst  sieh  navfa  der  Fonn«!  (4)  such  so 
ansdrDckea : 

Als  Annendung  dieser  t'orwela  kaiw  folgendas  Beispiel  die- 
nen, anf  welches  kb  schon  im  Th.  Xh  des  Arfebiva  p.  319 
aufmerbsam  gemacht  h^be. 

Die  Doppelreihe  sei 
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K'-04(>-OK'4)40-Ö40-0404)-    ^ 

etc.  «Ic.  etc. 

Hier  sind  nun  alJe  Horizontal  reibe»  c^nvergent,  ihre  Sumiseii 

bilden  eine  convergente  Reihe,  deren  Summe  >^  o   i^^ 

Ferner  convei^iren  alle  Vertikalreihen,  ibte  Summen 

12233445 

2      3'  3~4*  4     5'  8     6  "''■ 

bilden  eine  convergente  Reihe,  deren  Summe  a^= — ^    i^^i    >lso 
führen  die  beid«ii  Sommirungen  siebt '  zu  deouelbeo  RttBultat 

In    der    Tbat    kommt    hier    Äd»  +  ßO,  +  RW,  +  etc.  = 

il^O-Ä) + i^iäO-^)" + „-^  O-^s)'  +  ''''•  = 

1 — rig»  welcher  Werth=1  wird  ffiTii=»>,  also  nach  (5)  «— ff=I, 
nie'es  sein  moss.  —  Ebenso  erhält  man  ((K"),— (J,)+((J!"),— i^-f  etc. 

=[(r'-(r'>[a)'"-en 

welcher  Werth  ebenfalls  =1  wird  für  tn^oo. 
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ist.    Hit  HtUTe  der  Totbergebendeh  PiinciirieD  Btost  skb  nun    , 

ein  strenger  Beweis  fSr  einen  von  Cauc-hy  henahrenden  Uaupt- 
SKtx  Aber  Boppelreiheil  geben. 

Man  betrachte  alle  .Glieder  in  dem  Schema  (I)  zunficbst  als 
positiv.  Eh  trerde  angenorameh ,  da^s  nicht  nur  alle  Horisontal- 
reifaen  conrereiren,  sondern  auch  ihre  Summen  eine  conreritente 
Reibe  bilden.  INach  (4)  converg'trt  die  Siiume  'a'*),  -{-(rt"!^-!- «<■■)■  4 etc. 
mit  unendlich  werdendem  m  gegen  eihe  be^limmte  Grenze  (i).  Nun 
ist,  da  alle  Glieder  noeiliv  sind,  aJIgemein  a\''ip^t,  und  aus  dem- 
selben Grunde  wächst  ffl*)^  forlwäbrend  mit  m  zugleich;  eine 
Grösse  aber,  die  fortipfihrend  wächst,  ohne  eine  lie«timnito  end- 
lii^e  Greitse  zu  erreichen,  rouss  sieb  onthwendig  einer  beetimiB' 
(en  endlicheB  Grenze  iKliern ,  iiiden  es  eine  kleinste. Gr6«B9 
gcban  wird,  0ber  die  sie  nii-bt  hinaus  wuchst,  folglich  geht,  off)*, 
(renn  m  unendlich  wird,  au  eine  befttimn-te  endliche  GicAse  (Ofi, 
d.  b-  aUe  Vertikaireihen  sind  convergent.  , 

Nach  (5)  ist  ferner  ff^  +ijH-..-+«-  =  »— Ä"'-— *<^'.^Ä'*'»-etc 
In  der  convergenten  Reihe  KW^,  RiV^,  ß('f„,  etc.  nähern  sich  alle 
Glieder  der  Null,  wenn  n  ins  Unendliche  zunimmt,' und  fümTsimrot- 
lieh  pQsitiv.  Ferner  erhellt  leicht,  dass  die  Function  AA^  fiber* 
haupt  >  £C'}a^p  ist,  unabbängig  von  den  besonderen  Werthen  von 
£.  Mithin  findet  das  zweite  Xneorem  Anwendung,  nach  wetchen 
folgt: 

Lira  [Ä(»).+ÄW.+Ä(»)»+ etc.]  =0, 

folglich  ist  Lim[ir,-t-i^-(-"-f(^i]=>t  d.  h.  die  Summen  der  Vertikai- 
reihen  bilden  eine  convergente  Reibe,  deren  Summe  =:<  ist 

Wenn  ^luii  die  Glieder-in  (1)  nicht  nSrnrntlich  positiv  sind,  die 
Doppelreihe  aber  noch  die  vorliTn  erwähnten  hetden  Ejgensc haftet) 
beb&lt,  nachdem  alle  Glieder  auf  ihre  numerischen  Werthe  redu- 
cirt  sind,  so  convergirt  zuerst  die  Reihe  der  absoluten  Wertbe  je- 
der Vertikalreihe,  also  bekanntlich  auch  die  Vertikalreibe  selbst. 
Zweitens  ist  Lim  [(>I')|i4-(I').-t-p<*'ii~f  etc.]  =  0,  wo  p(r).  die  Summe 

der  absoluteoWerthe  der  Glieder    in  R'rla  bedeutet,  und  daraus 
folgt  leicht  Lira  [AW.-|-A(^.-fA'>).^etc.]  =  0,  folglich  wledernm 

■=00 

Wir  haben  also  Folgendes  erwiesen : 

„Wenn  alle  Uorizontalreihen  convergiren,  und  auch 
ihre  Summen  eine  convergente  Reihe  bilden,  deren 
Summe  wir  mit  t  bezeichnen  wollen,  wenn  ferner  diese 
doppelte  Eigenschaft  noch  bextebt,  nachdem  eftramt- 
licne  Glieder  der  Doppelreihe  auf  ihre  numerischen 
'  Wertbe  gebracht  sind,  so  convergiren  I.  alle  Vertikal- 
reihen,  2.  bilden  deren  Summen  eine  convergente  Reibe 
und  3.  ist  die  Summe  der  letzten  Reihe  ebenfalls  =  i." 


oyGoot^lc 


SS 

13.    NoiA  wird  fefg^adM-  Sats  fiRsr  mit  Natien  angewaidt : 

Es  seien  die  Vorzeichen  der  Glieder  der  l>«pp«L 
reihe  au  beacbaffen,   wie  daa  folgende  Schema  seigt; 

+  -  +  -  +-ete. 
+  -  +  -  +  -  etc. 
+  —  +  -  +  -«tc 
etc.         etc.  etc. 

Die  HorlEbittatreih«!!  aollfln  cenrergent  ■«'in  und 
Ihre  Summen  etee^convergeate  Reihe  mit  d-er  Snmnie 
«bilden.  Wenn  alsdann  alle  Verlikalreihen  convc 
gl  reit ,  ihre  Summen  eine  convergente  Reihe  bilde 
und  w«nn  endlich  die  numerischen  Wertbe  der  tilic' 
der  In  jeder  Horizontalreihe  fartv*Shrend  abnehmen, 
so  hat  die  Reihe, der  V  ertikaleummea  ebenTalla  die 
Qrüase  (  lar  Grenze. 

Ba|reiB.  Setct  man  allgemein,  die  obigen  Bei  eich  nun  ged 
beibehaTtead,  dtr''"«+i±o*'''ii+a±e''"ii+setc.  =  ±Ä*)„  so  erbdit, 
dass  unter  den  gemachten  Voraussetztineen  Iff^x  ^  p'<''n-|-i  Ist. 
Die  Vertikafreihe  ±pC>b+i,  ±cW,+i,  ±eW.+,,  etc.,  wo  die  Zei- 
chen aich  auf  einander  beziehen,  ist  convergent,  fAlglich  convergirt 
die  Reih«  ±  AO«,  J:  ItW,.  ±Bi*),  ete.  ebenfalla^  und  man  hat 

ÄO),  +  Ä(*).  +ÄW.  +  etc.  <  r(»),+i  +  »W«+i  +  «.I»l.+.i  +  etc, 
d.  i.  <  <r,+i ; 

da  nun  wegen  der  Oonvergenz  der  Reihe  ff,,  <%,  ffg  etc.  daa  a)|. 
gemeine  Glied  «.fi  Rlr  n  —  ca  verschwinde^  ao  gilt  daaselbe  von 
B{>)B+fif*)«+  etc.,  daher  nach  (5)  «^Oi+<^+ffj-f  etc. 
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III. 

Veber  Arlstarclis  IHetliode  zur  Bestlm* 

mims  der  Xlntfernan^  der  Sonne  von 

der  Krde. 

fron 

dem   Herausgeber. 


üeber  Aristarchs  Methode  zur  Bestimmung  d«r  Entfernung 
der  Sonne  von  der  Erde  habe  ich  schon  im  Archiv  Thl.  V.  S.  401. 
eine  Abhandlung  geliefert,  in  der  ich  mich  vorzugsweise  der  Efe- 
mente  der  gewnhnlichen  Trigonometrie  bedient  habe,  will  nun 
aber  in  dem  roiliegenden  Antsatze  diese  Aufgabe  noch  mit  HQlfb 
der  analytischen  Geometrie  behandeln,  weil  ich  die  auf  diesem 
Wege  von  mir  gefundene  .Auflösung  ffir  nicht  ganz  uninteresfant 
halte.  Als  eine  Uebiing  f3r  Schfiler ,  selbst  in  der  praktischen 
AiiwendaDS  des  Spiegelsextanten  zur  Meswung  der  Winkel,  scbeiirt 
mir  diese  Methode  immer  noch  einen  wohlbegr findeten  Werth  zu 
besitzen,  und  daher  die  folgende  neue  Behandlung  wohl  zu  ver- 
dienen. 

Durch  daa  Auge  des  Beobachtern,  durch  den  Hittelpnokt 
der  Sonne ,  uud  aen  Mittelpunkt  des  Monds  denken  ivir  uns 
eine  Ebene  gelegt,  in  welcher  alle  folgenden  Wlnkelmeasungen 
ausgeführt  werden.  Diese  Ebene  sei  in  Taf.  T.  Fig.  5.  die  Ebene 
des  Papiers.  Bemerke  ich  nun,  daaa  in  dieser  Figur  £  das 
Auge  des  Beobachter)),  O  der  Mittelgmnkt  des  Monds  und  O^ 
der  Mittelpunkt  der  Sonne  sein  soll,  so  wird  dieselbe  im  U«brl- 
gen  ganz  durch  sich   selbst  verständlich  sein*).    Gemessen  wird 
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mit  dem  SpieKelsextanlen  der  Wiokel  AEB  swischcn  der  Ltcbt- 
grSnze  A  auf  dem  Munde  nnd  dem  finsseren  und  ipneren  Sonnen- 
rande  B,  nelchen  Winkel  ich  Im  Falj^enden  durch  a  beseichneil 
werde;  ferner  der  scheinbare  Haibmeeeer  A  des  Mosde,  and 
der  scheinbare  Halbmesser  ^j  der  Sonne,  weichen  letzteren  «vir 
als  positiv  oder  als  negativ  betrachten  willen,  Jenachdem  der 
Winket  et  dem  äusseren  oder  inneren  Sonnenrande  entspricht; 
eodlich  die  scheinbare  Entfemang  des  erleuchteten  Mondraades 
respectire  van  dem  Süsseren  oder  inneren  Sonnenrande,  welche 
ich  durch  6  bezeichnen  werde.  Bezeichnen  wir  nuQ  den  Winkel 
AEO,  Indem  wir  denselben  als  positiv  oder  als  neeativ  betracb* 
ten,  jenachdem  die  Kcheinbare  GrOsse  des  erleuchteten  Tbeils 
des  Monds  grSsser  oder  kleiner  als  der  scheinbare  Halbmesser 
desUonds  ist,  durch  ta;  an  ist  öBiehbar  in  vüll^er  Allgemeinheit: 

»pd  de;  Wickel  a  kann  also  aus  den  gemessenen  Wmkelu  «, 
,  A  leicht  berechnet  werden;  man  könnte,  um  den  Winkel  o 
ZD  erhalten,  auch  die  scheinbare  Gj'üsse  des  erleuchteten  Theili 
dflsMonds  messen,  und  davon  dessen  scheinbaren  Halbmesser  ab- 
ziehen. Auch  ist,  das  Obige  vorausgesetzt,  in  vülliger  Allge- 
meinheit 

ZO£0,=a—o)-^,  =0  +  ^—^1. 

Die  wahren  Halbmesser  des  Monds  und  der  Sonne  seien  r 
und  Ti,  nnd  die  EDtFernuDgen  der  Mittelpunkte  dieser  beiden 
Weltkörper  von  dem  Auge  des  Beobachter«  wollen  wir  durch  f 
und  h  bezeichnen*) 

Man  nehme  jetzt  das  Auge  des  Beobachters  als  den  Anfkns 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xy  an;  die  durch 
das  Auge  des  Beobachters,  den  Mittelpunkt  des  Monds  und  den 
Mittelpunkt  der  Sonne  gelegte  Ebene  sei  die  Ebene  der  xy;  der 
positive  Theil  der  Axe  der  x  sei  von  dem  Auge  des  Beobachters 
nach  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  hin  gerichtet,  und  der  positiv« 
Theil  der  Axe  der  y  werde  so  genommen,  dass  er  von  dem  Auge 
des  Beobachters  an  auf  der  Seile  der  Axe  der  x  liegt,  auf  wei- 
cher sich  der  Mittelpunkt  des  Monds  hcGiidet.  Dies  vorausgesetzt, 
sind  die  Cuordinateu  des  Mittelpunkts  des  Monds: 

(H:oB((t  — a> — A),  p8tn((i — u  —  A); 

und  die  Coordinatea  des  Mittelpunkts  der  Sonue  sind: 

Also  sind  die  Gleichungen  der  beiden  Kreise,  in  denen  von  der 
Ebene  der  xg  die  Oberflachen  des  Monds  und  der  Sonne  ge- 
schnitten werden,  respectlve: 
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i,ta;-^CM((r— »-^i))«  +  {5— ^in(a— (0  — 4>|*=T*, 

Bezeichnen  nlr  nnn  die  Coordinaten  der  Bernhrun^punbte  der 
an  diese  beideiv  Kreise-,  gezogenen  gemeinschaftlicheD  £uMeren 
Tangenten  Tnit  diesen  beiden  Kreisen  für  den  Mond  nod  die  Sonne 
rerpeetive  durch  p,  </  und  p, ,  qi\  so  haben  wir  nach  I)  die 
Gleichungen ; 

i|p  — pccw(a— (0  — ^i)|"+i9  — ^in(o  — «— ^i)l*=r*, 
Die  gemeinscbsfllicfaen  Berfihrenden  werden  durch  die'Gleichung 


charakterieirl ;  und  die  Gtelciiungen  der  nach  den  Berahraot 
ten  gezogenen  Halbmesser  des  Monds  und  der  Sonne  sint 


iy 


V  »      V       p— ycos(a  —  0)— ^,3 


Abo  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

I     '  p~Pi    p  — pcosC«  — »— Ji) 
5)  \ 

p—pi  Pi-(ft 

Aus  den  vier  Gleichungen  2)  und  B)  mflasten  die  Coordinaten  p, 

6;  t>i .  9i  bestimmt  »erden.  Es  lassen  sich  aber  aus  den  in 
edfl  stehenden  Gleichungen  verschiedene  andere  Gleichungen 
herleiten,  welche  die  Rechnung  erleichtem,  indem  es  uns  GbHgens 
hier  nicht  eigentlich  auf  die  Kenntnise  der  Coordinaten  p,  q;  ft^,. 
fi  seihst  ankommt 

Atta  den  beiden  Gleichungen  5)  ergiebt  sicfa  die  Glttehnng    , 

g— ysln(g-io)— ^,)_      qi 
p— pcos(et— «-^,)       pi-ft' 
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9  —  ^io((t — Ol  — ^i)^  — ^j— |p  — pC08(« — o> — ^i)},- 
und  folgtich  nach  der  erstm  dar  Gleicbnogen  2) ; 

,p_pc«(«-a-^.)l»ll+(^~)*=r» 
oder 

d.  i.  Dach  der  zweiten  der  tileicbnn^en  3): 

r,V-(?««»K«-»-4)i'=t«(p,-?,)«. 

Folglicb  ist 

rilp  — ^(w(«— »— ^,)i=±r(p,— ft). 

Verbindet  man  nun  mit  dieser  Gleichung  die  GleichunK  6; ,  so  er- 
hSlt  man  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zachen  auf  ein- 
aoder: 

ri\p—e*^<M(a—<a—J,)\=J^T(pi  —  ti,), 


p—(fQaa(tt~m—Ji)  and  Pi  —  fi 

sleicbe  Vorzeichen,  und  fQr  diese  Tangenten  ntflssen  wir  daher 
In  den  vorstehen  den  Gleicfaungen  die  oberen  Zeichen  nehmen, 
wodurch  wir  erbalten: 

C'"itP"P<:ofl(((-m— ^,)j=rO>j-ft),; 
7)  ] 

Cr,i9— psinC«— M  — ^,)!=r5,. 

Wei)>' wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeicben  ninMKt,  ja- 
lutcbdem  Ji  positiv  oder  negativ  ist, 

ist;  so  werden  die  Gleichungen  7): 

^         i 

(  (lif— ^in(cc— dt — ^])lein^=:l:(9|Sin^; 

oder 
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l^~«m(a— tt— ^,)i  Bin Ji=s±^ Kind. 

Nach  5)  haben  wir  ferner  die  tileichungem 

0»-ft){p— *  «<"'(«— »-^1)1  + (7—«i)  19- «8i«(«—»—rfi)  1=0, 

odet 

Pi'-t9i'=fVi-H9t-9%(p—pt)- 
Wegaii  der  GIcichnngea  ^  bt  aber: 
|i*  +^'  =2p|;>cos(a — 0 — J|)-f-98in(i(— tt— ^l)t  +r* — ^, 

oder  nach  8): 
p*  +9'  =3f|pco8(B— «  —  Ji)  +  qtm(a — » — ^,)|  — ^•cos^, 

Pl'  +  Ji*=2plpl  — p,*C08J,«. 

Also  ut  Dwb  dem  Varbeigebeodeo : 

2(f||«:o«(a— w  — ^1)+  Q:8iii(ci — o> — ^,)i— j'cotJ' 
=PPi  +9?i  +  jl(p— Pi)cosCoi  — »— ^i)+(?  — 9i)sin(«-»-^,)], 

oder 

Also  i«t 

«IO'+/'l)c»»(«—w—^i)  +  (9+ft)"«'>(«—»—^i)t— *'<»•*'" 

«der 

10)  (A:oÄ^— ft*co8^,«=— fft— pco»(«— «— ^i)).(p+p,) 

+  «^(«  -  »— ^,) .  (q  +  9,). 
Endlich  hat  man  offeDbar  such  die  Gleichung:  . 
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Nach  dem  Obigen  (^)  ist; 


^»-iSr"-^-**'-«"— ^^>" 


ftBJn^, 


folglich  DBch  dem  Vorbergehenden : 


«Iso,  wie  sf^leinh  erhellet: 

■(siD^(fS(D;J  7  Pi*Bln^i) 
=  tft— pcos(«  — »~<<,>Hp— (?00f(o  — »  — ^,)| 
— f8in(a  — <» — '^i)t9 — ^in(B— m— ^i)t. 
WeiUenier 

..,i.^Äjptang(a-^i) 
ist,  so  ist 
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9 —  faia(a—a — ^i)^ptatig(a— ^,)—  0cos{«— id— ^i)  taDg(a— -^i) 

— #»in(«— «— ^i), 
fttso,  wie  inui  leicht  findet: 

— 9sina>=Biii(B  — ^i).|p— ^os(cr— o>— ^i)t 

—  cos(a —  ^i) .  [  j — ^iD(a —  m —  Ji)  ] . 
Durch  ElinitDatioD  von 

9  — pslll(B  — (B— ^l) 

ergieht  sieb: 

f(fS}tLd^ff^BijiJi)siti/iQos(a — ^i)  +  ^"sin(osiii(«— o» — i^i)| 
=  { p|Cos(ff —^i) — t/coaaUp  —  (»coa(i( —  « — ^^,)  | , 
nDd  durch  ElimiDation  von 

p—HcoiCtt-tt—Ji) 
erhSlt  man: 
(f{^ia/ff(fisiiL:1i)säaJain{« — ^i)-|-f  |^— fC08(a— n— ^ijtsinoi 
=le,co«(B— *ii)  — ptoawjly  — psini« — co — ^,)t, 

Qnadrirt  man  nun  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichansen  und  addirt 
dieselben  dann  zu  einander,  so  erhfilt  man,  tveilaacli  dem  Obigen 

Ip  —  (K:o8{a— « — ^Jl'  +  Iy— ^in(a — oj— ^()(*  =  r'=p'sin/*' 

ist,  die  bemerkenswerthe  Gleicbniig: 

t(^iii^Th8ia^i)sin^C08(a  —  ^i) -f  paiDDa8in(a — co— ^i))* 

oder,  nenn  mau 


12) 


.=i 


setiti  die  Gleichung: 

|(tMia^T«li>''i)8''>'^<:o'(''~''^i)  +  <«in<o8in{« —  a  —  ^i)P 
+  i(i«ii)^T»ro^i)»l'>'*8'"»(«— 4)  +(!—««>•(«—  »— ^i))sin»P 
^(coB(it—  Ji) — Kcoscol'sin^, 
uder: 
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-f  I  (tind*tAa{a—Ji )  — aiaacnaia^-n — ^i  ))ufamJain/1ie,\n  (o — ^i )  -f-  ai»  ul* 
:=Biii^tcoa(a  —  Ji)  —  ucosd))*. 

Ans  dieser  CleichunK  nQsste  man  das  Verbhltnlas  u  d«r  Ent- 
ferDQDgen  ^  und  ^|  des  Monds  und  der  Sonne  von  der  Erde  b«- 
slimnien;  die  Recbnuitg  »ird  aber  etwa«  weitlAufifi,  und  das  fol- 
gende Verfahren  föhrt,  wie  es  mir  «cbeint,  kilrzer  cum  Zweck. 
Aus  dem  Olligen  erhült  mait  4elcbt: 

j=cw(a—n—J,) 

((f»inJ^fiainJi)8'radcris(ix — j^,)-fpwino)sin(«—  tu — jf|) 
9|C08(({. —  dl)  —  (C08a> 

(pBln^TfteiiiJi)sinJ6in(«[ — ^i)-HPi  —  gc«w(g— ot— ^i)lglnM. 
''"  fiGos((ii — Ji) — ifCOHia 

also,  wie  man  leicht  findet: 

■-•^l)Tg'I''^B'"^ll  —  gctw^ 


ftCOsCfil  — ^l)  —  (fCOSID 

f~  ''  ^cot<(a  —  ^,)— pcoB«  ' 

wobei  man  die  leicht  zu  beweisende  RelatioD 

sin(ü-|-cos(a— ^l)ain(a — a — ^|)=:8i<i{tt-^^,)co8(a  — in — ^,) 

KB  heachteo  hat    Also  ist 

p*+g* J  ftlc«a(<ii — « — ^|)yain^gin^,  j  — ycoe^   | * 

f*  /  (iiCOs(a — ^|)~9cosco  ( 

Nach  dem  Ob^en  ist  aber 

-^-4^=21^c<»(«— «ft~^,)+  5^8in(«-o>— ^i)i-co»z/«, 

also 

!>■+«'      A        (>|lcoa(«  —  a> —  A  ITeifi^aln^i  t  — «coa^ 

ff"  ^tG08(oi — Ji)  —  fcaea  • 
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coa(g — a — Ji)^B\iiJavB^j  — ucasj* 

coa(a — ^,) — Hcosio  ' 

8o  ist  nach  dem  Vorh  ergeben  den : 

v^^Sdcosu — cos^ 

oder 

c*— 2co8» .  e  +  coB^=0, 

Warans,  wenn  man  die  Quadratwurzel  positiv  nnd  negativ  nimmt, 

c=cosi)>-(-  V^cosw* — coe^ 
oder 

D=coai»  +  VBin(^+  ffl)sin(^  —  oi) 

folgt    Ans  der  Gleichnis  13)  ergiebt  «Ich  aber: 

coa(a— M— Ji>Tsin-/d>ufi  —teoa(»--Jt) 


_  wnp8in(tt-^^i)yBiD^giii^i  — coa(« — ^|)V  8in(^  +  «i)ain(^— m) 
cos**'— cos»'  — cos«V  Bin(J^  -f  a)riD(J~io) 
oder 

Blnmain(g--<yi)  ^BJnJslnJi  — cob<<(— .^ijV  Bin(rf+tt)sin(^ — o») 
—  slii(^-(-  a)eiD(^  —  m) — co8»V^8ia(^-fa)8in(^  —  b) 

wo  sich  nno  noch  frigt,  mit  welchem  Vorzeichen  man  in  dieser 
Formel  die  Quadratwurzel  zu  nehmen  hat,  ffoflber  sich  anf  loJ- 
gende  Art  eine  Eotscfaeiäung  geben  llsst.  , 

Erstens  ist  zu  faemerben,  dass 

v^cosu  +  V  (»SM* — cosi^ 

hnmer  positiv  ist,  man  mag  die  Quadratworset  positiv  oder  ne- 
^ttv  nebtaen,  w«il  Im  Torliegenden  Falle  cosa  ttnmer  positiv  ist. 
Ferner  ist  nach  dem  OUgen 
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sssill^lC89(a  —  Ji)  — KCOBO)  j*. 

Aus  dieser  Gleichung  mQssle  ratn  das  Verhhltnlss  u  der  Ent- 
ferDQDgen  o  und  p|  des  Monds  und  der  Sonne  ron  der  Erde  be- 
Blimnien;  die  Rechnung  wird  aber  etiras  ireitlauGf; ,  und  dam  fol- 
gende Verfahren  führt,  n'ie  es  mir  scheint,  Iciirzer  zam  Zweck. 
Aas  dem  Obigen  erhlElt  man  deicht: 


i= 


;atii(u— « — J,) 


{ftAnJ^fjiänJ,)BitLJ8iD(it — ^|)  +  lci  —  gcoH(tt— <a— ^i)|Bi 
mImu,  wie  man  leicht  findet: 


^=c<«(.-y,) 


ß|C08(«— ^l)  —  fCOBtO 

a.     ,  ,        .t«||co8(« — »~J.)^ein^isiB^ii~»oos^ 
f  PiCos(a —  ^|)--^oa« 

wobei  man  die  leicht  ku  beweisende  Relation 

Bin(0  +  cos(B— *ij)8in(« — to— ^i)=Bin(tt-'jrf,)co8(a  — w  —  Ji) 

SS  beachten  bat.    Also,  ist 

p'  +  g» jft}c«g(g — »'—Jt)^»mJBin^i  I  — gcoB.J'    j« 

f"  )  AC08(a — Ji)  —  ^osm  ) 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 

~^-^  =2t^cos(«— co-^,)+  ^sin(«~a.— ^,))-coB^, 


p*-|-y*  _  g  _         ft  lCOg(«  —  M— j/i)T»'fl-^8il'^|  1  — pCOB^ 

(f*  ficoalu — ^])  — ^OBw 

ilitd  Betten  irir  nun 
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■  fieoB(u  —  J,)  —  ifcoam 

C08(ll  —  Ji)  —  ttcosi»  ' 

8o  ist  nach  dem  Vot  hergehenden : 

i)*=2bcob(o — cosj/* 
oder 

o* — 2cos<».t)4-coii'^=0, 
woraiu,  weDD  man  die  Quadratwurzel  posIllT  und  negativ  nimmt, 

oder 


B=ci>8v  +  V«n(^+  w)Bin(J  —  m) 
folgt    Ans  der  Glcichang  13)  et||!ebt  Aicb  aber : 

coa(« — m~-Jiy^BiaJKinJ,  ^ttiKriß  —  Jj'^ 


B\a9Mmia-~Jt ) T ain^gin^i  — coa(g— J||)V  6in(^-f  n>)ain(j/ — <o) 
co»^— CO80)' — cos«  V  8in(^  -|-  f'>)ein{J  ~  co) 
oder 

B(naiBin(c — ^i)  T"!"-^«'"^!  — co»(t^— ^i)V  gin(i^+m)Bln(^ — ») 

—  ain(rf+»)8inU— (a)-^co8»V  «in(i+«)«tn(^  — ») 

fro  sieb  nuo  nach  frS^,  mit  treicbem  Vorxeiehen  man  in  lUvMr 
Formel  die  Quadratwurzel  zu  netimen  bat,  worlber  sich  aaf  fol- 
gende Art  eine  Eotscheidung  geben  IXsst.  . 

Erstens  ist  zu  bemerken,  dass 

o=co8i0  +  V  coao»* — etMLi* 


finmer  positiv  ist,  man  mag  die  Qnadratfrarael  positir  oder  ne- 
eatir  nebmen,  tveil  im  vorliegenden  Falte  cos»  immer  pamtiv  ist. 
Ferner  ist  nach  dem  OUgen 

-=i!ain(<ir — J.), 
9 

d.i.  ''-=vs]nAEO,. 


oy  Google 


Nlhme  man  nun  Voosi»*  — «osjJ*  positlr,  so  wSra  t|>co«io,  aka 

d.i.    ,  f >^os(08iaj4£Oi, 

oder  f  >£0.cosi98in^£0i. 

Es  i«t  ab«r 

9  =  £^ .  sin  J£(^  , 

«Im 

.      .     £^.ain<4£O,>£O.fl08<Min^£0,,  ,  , 

worans 

£^>£0.c-a«n 

,      __     Jt 

falls  stampf,  folglKh 

£J<£0.eos(D 

ist,  wi«    sugen  blick  Heb  «rbeHt-,    wenn    man    sich   y«n    O   auf  die 
über   A    T«rl8ngerte    KA   eiu  Perpendikel    gefällt   denkt.      Also 

V  cos«' — coa^  =  V^»iu(^  +  ip)6in(j— m) 
negativ  nehmen,  und  daher  nach  dem  Obigen 
13) 


aiiHrKiiuf«  —  ^i)f  \^nJMaJt  -|-coa^ — ^|]V  Biii(</-f  m)aia(J  —  n) 

cosM  V«iq(J-H»)^B(<f  —  a)  —  a'mi/i,+  (i>)siD(^—  tu) 

setzen. :i  Mittelst  dieser,  forme!,  in  welcher  man  das  ob^e  oder 
untere  Zeicbea  nehmen  moss,  Jenachdem  ^|  positiv  oder  negatir 
ist,  d.  b.  ienacbdem  der  Wifiltel  a  deiti  iuaseren  oder  in<ierea 
Sonneeranaq  eotspticbt,  kann  man  das  Verhiiltniss 


unmittelbar  an«  den.  genessenen  Winkeln  berecbneoi  uadhataiajf 
(,  d.  b.  die  Eotfernung  des  Meods  vw  der  Eide,  anderweit^ 
bestimmt,  so  keant  man  auch  die  Entfernwig 

der  Sonne  von  der  Erde. 
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Heber  einige  Aufgaben,  4er  iiöhem 
Oeometrie. 

V     ■    '    ■     rt.., 
dem  Heim  Profeasor  Dr.  Dienger 

an  der  polyteebDiMliaa  Scljule  aa  Carltiubo. 


Wickelt  man  eüiin  Fa^en  Auf  Bbte'ebeoe  ICnTve,  fasst  einen 
seioer  Endpunkte  una  bescfareibt  mit  demselben  t^ine  Kurre,  in- 
dem man  den  Faden  vrvti  der  segebenen  Kurve  abwictelt,  d.  h. 
ibn  fortWArend -gespannt  erhSFl,  m  beM:br«tbt  ft  «tM-Ev^lventti 
der  gegebenen  Kurre.  '■..■■>-- 

Geometriach  iresprocbea  nird  also  die  Erzengungsneise  der 
Evolvente  folgende  sein:  In  einem  Pankte  (:i'i  yi)  der  gegebenen 
(ebenen)  Kurve  xiehe  man  eine  Tangente  und  nehme  auf  dersel- 
ben einen  Pnnkt  an,  dessen  Entfernung  vom  Punkte  (:i^i  yi)  gleich 
m  k«i',  in  irgend  eiaem  beliebigen  andern  Punkte  (irw)  dieser  Kurr« 
ziehe  man  gleichfalls  eine  Tangente  und  nehme  traf  deraetbev,  ift 
derselben  Richtung  wie  vorhin,  einen  Punkt  an,  dessen  Entfernung 
vom  Punkte  (x  y)  gleicft  if  ■\  dem  Üogen  der  Kurve  sei ,  der  zwi- 
schen dem  anfänglich,  geiyäblten  Punkte  (:7i  ^i)  und  dem  jetzigen 
Punkte  (x  i/Y  enthaltet  ist.  Der  Ort  dieser  Punkte  auf  den  ver- 
schiedenen Tangenteu  ist  nun  die  t^volvente. 

Sei  (ffö)  ein  Punkfder  Evolvente,  der  dem  Punkte  (xy)  der 
gegebenen  Kurve,  trelcbe  in  sa  ferne  Evolute  hcisst,  entspricht, 
80  ist  die  Bogenlänge  ?onl  Punkte  (^lyi)  zum  Pnnkte  {xy)  gleich 
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je  nachdem  der  Bogen  wichet  mit  wachsendem  x  oder  Dicht.  Gebt 
nun  die  Abwickelung  so  vor  sich,  daes  mit  wachsendem  x  der 
abgewickelte  Bogen  wXchet,  wie  in  Taf.  I.  Fig.  3.,  so  ist  offenbar 
X  >  er,  wS^rend 

also 

Geht  sie  aber  so  vor  sich,  dass  mit  wachsendem  x  der  abge- 
wld[«llfl  Bogen  abnimmt,  wie  in  Taf.  I.  Flg.  4.,  so  Ist 

ar  <  «und  AB=-j\U^bx. 
aUo 

Zngleich  ist  hnmer 

worin  die  Zeichen  nach  obigen  Bestimmangen  ca  wlhlea  aind. 
Da  Terner  der  Punkt  {aß)  in  der  Tangente  im  Ponkte  {xy)  ^^j/t, 
80  ist 


WM  welcher  Gleichmut,  In  Verhindnng  mit  (1),  folgt*  daas  im  Fdle 
der  ersten  Figur; 


iTerblndung  mit 


D.,l,ü;li,G<10glc 


und  im  F«Ue  der  Bwciten: 


ß-if= 


welche  Formdn  sich  in  eiiifl  einzige  susamoienfaMen  lassaii: 


Y^W 


worin  die  obern  Zeichen  im  Falle  der  ersten,  die  antero  im  Falle 
der  zweiten  Figur  gelten. 

Die  Grüase  a  hat  den  Charakter  einer  wi IIb fib Hieben  Kon- 
stante, ao  dass  ee  aleo  unendlich  viele  Evolventen  einer  Kurre 
giebt  Die  allgemeine  Gleichung  derselben  wird  erhalten,  wenn 
man  in  den  Gleichungen  (3)  y  durch  x  ersetzt,  vermiige  der  gege- 
benen Gleichang  der  Evolute,  nod  aodano  x  zwischen  beiden  Glei- 
chungen eliminirt. 

Ao«  (3)  folgt: 

■    '-•v'^W-»-/'V»®'- 


tf^„../-^^g... 


m 
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An«  (3)  folgt  ferner,  dsM  «  und  ß  Funktionen  von  x  sind, 
und  daMi  man  aLso  die  ßiBerentidqiiolienten  ^i  J-  aus  diesen 
Gleicbuogen  ziehen  kann.  Man  erh&lt,  nenn  man  die  (3*)  anwendet: 

woraus ; 

Beacbtet  man  die  Gteichnng  ('2),  so  ergiebt  sich  hieraus: 

welche  Gleichung  ausdrückt,  dass  die  Tangente  im  Ponkte  (sy) 
der  Evolute  Normale  sei  In  dem  entaprecbetiden  Punkte  {aß)  der 
Ecolvente. 

Daraus  ergiebt  sich  nun,  dass  aJle  Evolventen  einer  gegebe- 
nen Kurve  einander  parallel  seien,  «u  dass  die  Lehrsltze  (iber 
parallele  Kurven  ohne  Weiteres  auf  sie  anwendbar  sind.  (Siebe 
darQber  Crelle:  Sammlang  mathemathischcr  AufsStze 
und  Bemerkungen,  zweiter  Band:  S.  204  rr.).  Zugleich 
ergiebt  sieb  daraus  eine  andere,  »Umals  bequemere  Art,  die  Glei- 
cbnng  der  Evolventen  zu  erliallHi.  Man  eliminire  nämlich  vermit- 
teist der  Gleichung  der  Evolute  x,  t/,  n^  aus  den  zwei  Gleichungen 
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Es  erhvilt  aus  dem  Obigen,  dass  die  Evolute  einer  gegtht- 
nen  (ebenen)  Kurve  nichts  Anderes  Ist,  als  die  einhfiilende  Kurve 
aller  Normalen  dieser  letzteren,  so  dass,  wenn  (xv^  ein  Punkt  der 
gegebenen  Kurve  ist,  man  die  Gleichung  ihrer  Evolute  erhalten 
Hird,   wenn  man  vermittelst  der  Gleichung  der  gegebenen  Kurve 

X,  y,    s^>  g-^  eliminirt  swischen  den  Gleichungen: 

.-»+|^«>-S)  =  0,    _l_(|)"+g(j-,)  =  0;     (6) 


Gieichuafc  der  Evolute  ist.  ETine  ee^ebene  Kurve  hat  also  eine 
einzige  Evolute.  Ans  den  zivei  Gleichungen  (6)  folgt  zugleich 
anch,  dass  die  Evolute  die  Kurve  der  KrQmroungsmittelpunkte  der 
gegebenen  brummen  Linie  ist. 

Es  kSnnte  bei  dieser  Art,  die  Unteisnchung  zu  führen,  die 
Frage  entstehen,  ob  eine  Kurve,  ä'ib  ^  ejnei  gegebenen  Kurve 
in  einem  solchen  Verhältniss  stehe,  dass  iftre  Punkte  sämmtlich 
auf  den  Tangenten  der  gegebenen  Kuivb  liegen,  jeder  Punkt  auf 
einer  andern,  und  dass  diese  Tangenten  zugleich  Normalen  an  die 
'«suchte  Kurve  seien,  nothwendig  eine  Evolvente  der  gegebenen 
Lurve  sei.  Die  eben  angegebenen  Bedingungen,  in  die  analytische 
Sprache  eingekleidet,  geben  die  Gleichungen  (5),  aus  denen  nn- 
mittelbar  die  (3')  abgeleitet  werden,  welche  die  Frage  bejahen. 
üass  dies  so  ist,  l&^st  sich  leicht  beneisen.  Aus  der  ersten  Glei- 
chung (5)  folgt,  wenn  man  nach  x  differenzirt: 

Femer  bt  dasResnltat  der  Elimination  von  ^  iwiscben  den  (S): 


E 


iKd  wenn  man  obigen  Werth  vnn  ^  .  einsetzt  und  beaclitet,  das« 
a-x  —  Sx 


itllODjGOOglC 
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ffcldi«  Gldcbnageo  die  DiSereatialglelchangea  ron  (S")  Bind. 
Gesetzt,  die  ^egebeite)  Glelchnog  der  Evolute  «ei 


»o  iat 


s 


so  dass  die  gesuchte  Dlfferentialgleicbnog  ist: 

oder  wenn  man  g-~ß'  setzt: 

Daraiu  folgt  durch  Differeotiation  nach  «: 

»^ — ip5?  +  — 5« p 

oder 

welche  Gleiebang  zwischen  den  swd  VerXnderlichen  a  und  ß',  in- 

dem  man  sie  schreibt :  \ 
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Of»  +  (1")  8«  +  (^ +>>/l«)  8/!- -  o/f  31»' =0 , 
zum  Integral  luit; 

Nim  Ut 
>l>a 
und    ' 

_^ 1  _  I      p 

Das  lategral  dieser  GrSsae  nach  ß'  ist: 
SO  das»  also  das  gesuchte  lategral  ist: 
eiiminirt  mao  nun  zwischen  dieser  Gleichung  und 

die  GrSsse  ß",  so  erhSlt  man  die  Gteichong  der  ETolveDte. 

Ffir  den  Fall,  dass  C=:0,  erhSlt  num  dadinch  p*=ipa,  die 
ffleicbang  der  Parahel,  wie  bekaunt 


oy  Google 


7« 


II.        ' 

Dehnt  man  dieselbe  Betrachtung;» weise  aaf  Kurven  doppel- 
ter KrOmniunq  ans,  ho  crhSlt  man,  ivenn  man  unter  einer  Evol- 
vente einer  doppelt  gekrümmten  Kurve  eine  krumme  Linie  ver- 
tileht,  die  durch  den  einen  Endpunkt  eines  Fadens  beachrieben 
trird,  der  sich  von  der  gegebenen  Kurve  abwickelt,  die'  Gleichun- 
gen der  Evolvente,  nenn  man  vermittelst  der  Gleichungen  der  ge- 
gebenen Kurve  X,  g,  z  eliminirt  tnischen: 

CT 


ii-»= 


• 

'  in  irelchen  Formeln  die  nberit  Zeichen  gelten,  tvenn  die  Abwicke- 
lung so  vor  sich  seht,  Auen  der  abgewickelte  Bo^en  wächst  mit 
wachsendem  x,  die  untern  im  entgegengesetzten  Falle. 

Durch  Differentialion  nach  x  zieht  man  aus  den  Gleichungen  (7) : 

i[H(ir+(i)i+<-)Cii?+fe&]=». 
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Daraus  ergicbt  sieb  nun,  indem  man  obige  Gleichungen  addirt: 

d.h. 

welclie  Gleiehunc  aussäet,  dsss  die  Tang«nfe' im  Punkte  (xj/i) 
der  gegebenen  Kurve  (Evojute)  eine  Mormale  an  die  Evolvente 
ioi  entsprechenden  Puolite  (.aßy)  ist. 

Die  Evolvente  hat  also  ebeuikila  die  Eigenschaft  auf  den  Tan- 
genten an  die  Cvolnte  aenkrecht  zu  stehen  und  sie  sfimmlUcb  zu 
schneiden.  Nun  Insxt  sich  Imclit^  nachiveisen,  das«  jede  Kvrve, 
welche  diese  Eigenschaften  hat,'  nothwendig  eine  Evolvente  der  ge- 
gebenen Kurve  sein  muss, 

8ei  nSmlich  Ory'i)  ein  Punkt  der  geeebenen  Kurve,  a.  ß,  y 
die  Koordinaten  desjenigen  Punkts  der  mit  den  genannten  Eigen- 
schaften l)egal>te{i  Kurve,  der  In  der  Tangente  an  die  erste  Kurve 
liegt,  so  hat  man  als  analytischen  Ausdruck  der  znei  Eigenschaf- 
ten die  GIeJchuDgen : 

/>-,=!<«-). ,—!(.-).  i+ig+gl=»=   « 

«elcite  GleiofauDsen  man  auch  nach  x  differenziren  darf,  indem 
man  a,  6,  j  als  Funktionen  von  x  Msiebt.     Aus  den  ersten  swei 

8^      ?» ä«  .  ,       ,8»j     V_  3:  ü«  .  ,        ,8*!  . 

wXfaiend  die  dritte  ancb  geschrieben  iverdea  kane: 

G+EE+Sia»-"- 

Fuhrt   man   hier   obige   Werihe   von    gr<  ^  ein,  so  ergiebteicb: 
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Durch  theilweiij«  Int^atiaii  ergicbt  tich: 


pndHcb : 


welche  Gleichansen  nichts  Anderes  viod,  als  die  Gleicbu&gen  (7), 
und  somit  die  uebaoptung  rechtfertigen. 

Eine  jede  Tanftente  an  die  Evolnte  li«gt  also  in  der  Normal- 
ebene  der  ETolvente,  die  In  dem,  dem  augenommeneo  Punkte  ent- 
sprechenden Pnnlite  errichtet  ist  Daraux  folgt,  dass  der  Durch* 
schnittspunkt  zweier  auf  einander  folgender  Tangenten  in  der  Ge- 
raden iieeen'  masSj  in  der  zwei  auf  etüaiider  folgende  Normalebe- 
nen  der  Evolvente  sich  schneiden.  Darans  ergiebt  sich  denn  der 
bekannte  Satz,  dass  eine  Evolute  einer  gegebenen  Kurve  doppel- 
ter Krflmmnng  sich  in  der  abwickelbaren  FIScbe  befindefi  muss, 
di*  der  Ort  aller  dieser  Durcbscbnittslinien  ist. 

Zugleich  folgt  aber  auch,  dau  eine  gegebene  Kurve  doppelter 
Krfimmung  unendlich  viele  Evoluten  habe.  Es  IXast  sich  dies  geo- 
netrisefa  einfach  so  nachweisen;  Seien  a,b,c,....  eloe  Reihe  auf 
tiuander  folgender  Punkte  der  gegebenen  Kurve;  ti,ß,y,...  die  die- 
se« Punkten  entsprechenden  geraden  Linien  in  der  ab wicitel baren 
FIXcbe  (nebenbei  gesagt.  Gerade,  die  auf  den  Krammutgsebensn 
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der  gegebenen  Kitire  und  zkut  im  Mittelpunkte  enter  Krümmung 
senkrecht  stehen).  Vnn  a  nuh  ziehe  man  nach  einem  lieliehi- 
gen  Puokte  ctf  vun  a  die  Gerade  ä«  und  lege  durch  aa  und  a& 
eine  Ebene,  .welche  die  Gerade  ß  in  einem  Tunkte  ß'  schneiden 
wird,  der  (nebst  o')  ein  Pankt  der  livolute  sein  wird;  durch  öß' 
und  bc  lege  man  vriefler  eine  Ebene,  welche  die  Gerade  y  im 
Panfcte  y  schneiden  »'ird,  der  ein  dritter  Punkt  der  rragiichen 
Evolute  sein  wird,  u.  s.  w.     Offenbar  ist  nSmlich  a' ß'  die  VeiiSD- 

frerun^  von  av' ,  da  au"   in    der  durch  u  gehenden  Normalehene 
lest,  in  d«r  a.  und^  liegen;  eben  so  ist  ^y'  die  Verengerung  von 
ip',......,  und  aa',  oß', ...  sind  Normalen  an  die  gegebene  Kurve; 

mithin  ist  nach  dem  oben  Bewiesenen  die  gegeoene  Kurve  eine 
Evolvente  der  erhaltenen,  und  folglich  letztere  eine  Evolute  der 
gegebenen.  In  eo  ferne  af  willkflhrlicb  war,  giebt  ea  uoendlich 
vide  Evoluten  einer  gegebenen  Kurve. 

Es  Ifisst  sich  dies  übrigens  analytisch  in  folgender  Weise  zei- 
gen. Aus  den  Gleichungen  (7)  oder  (8)  folgt,  dass  wenn  {xjgi) 
ein  Punkt  der  Evolvente,  (aßy)  der  entsprechende  Punkt  einer 
Evolute  bt,  man  haben  mues: 

welche  Gleichungen '  man  nach  x  differenziren  darf,  indem  man 
0,  ß,  y  als  Funktionen  von  x  ansiebt. 

Man  zieht  zunSehst  aus  der  Verbindung  der  drei  Gleichun- 
gen (10): 

lx~«)  +  (y-^)^  +  (*-r)  %=0.  (U) 

Ana  den  zwei  ersten  Gleichungen  (10)  zieht  manf 

8>«,      ,  .  8«8s       ^, __8j., 

w&biend  die  dritte  giebt: 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  die  Weithe  v>^ä^>^^'  ff^x^S^» 
atw  den  vvrlgcn  zwei,  so  erhSH  man: 
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d.  h.,  wenn  man  (11)  beachtet: 

Setzt  man  hier  die  Werthe  von   r-,  ^  aus  den  zwei  «raten  Glci- 

öa    Ott 
cfaongea  (10),  so  erhält  man: 

<»-^)0  +  <'-.)^+(l)"+(l)'+'=o,(>., 

iodem  zufolge  der  dritten  Gleichnng  (10): 

SäSx     3k  Sr 

ist. 

Di«  Gleicbnng  (11)  zeigt,  dass  der  Punkt  (ojffy)  in  der  Normal- 
ebene  an  die  gegebene  Kurve  im  Punkte  (xifi)  ist. .  Da  (12)  erbal- 
tea  wird,  wenn  man  in  (11)  nach  x  differensirt,  aber  u,  ß,  y  als 
constBRt  ansiebt,  an  Toigt  aus  (II)  und  (12),  dass  der  Punkt  (aßy) 
in  der  Durchscbnittslinie  zweier  unmittelbar  auf  einander  folgender 
Normalebeneii  enthalten  ist.  Eiiminirt  man,  unter  Zuziehung  der 
Gleichungen  der  gegebenen  Kutta,  x  zwischen  de»  Gleichungen 
(11)  und  (1-2),  «o  erhält  man  die  Gleichnng  der  wickelbaren  Fläche, 
weiche  der  Ort  aller  dieaer.DurchscbnittsTlnien  ist.  Verbindet  man 
mit  dieser  Gleichung  die  aus  den  zwei  ersten  Gleichungen  hervor- 
gehende  Gleichung  (nachdem  man  x  eliminiTt),  so  sind  diese  zwei 
Gleichungen  die  einer  Evolute.  Da  aber  dieselben  Differential- 
gleichungen sind,  so  fnlgt  daraus,  dass  es  unendlich  viele  Evolu- 
ten gebe. 

Dass  dieselben  Sätze  auch  (Sr  ebene  Kurven  hesteben,  ist 
klar;  die  mehrfach  angefdhrte  abwickelbare  Fläche  ist  dann  eine 
ZylinderBSche,  die  auf  der  Ebene  der  Kurve  senkrecht  steht,  and 
die  in  1.  vorzugsweise  sO  genannte  Evolute  ist  «hen  dt«  Kurve 
der  Krfimmnngsmiltelpnnkte. 

Dass  bei  doppelt  gekrümmten  Karven  die  Kurve  der  Krüm- 
niungsmittelpnakte  nicht  Evolute  der  Kurve,  ist,  folgt  daraus  schon, 
dass  die  auf  einander  folgenden  Krammungshalbmesser  (erster 
Krflnimung)  einander  nicht  schneiden,  wie  dies  leicht  nachgewie- 
sen werden  kann.     Sind  nämlich  «,  ß,  y  die  Koordinaten  des  dem 

Punkte  (f,3r,i)  entsprecheDdeDKrfimmangamittelpunlita,  so  r" 

Thell    XX. 
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difrielbflD  kataer   deu  Gleichnof^n  (II)  und  (12)  noch  der  GltA- 
cfaung : 


Sind  X,   T,  Z  laufende  Koordinateo,  »o  sind  also  die  Gtei- 
ehongen  des  KrSmmungsbalbroesaers : 


j-»===^(z-=),   r- 


J-=), 


LSsat  man  x  am  Öx  wachsen,  wodurch  y,  i,  a,  ß,  j  resp.  m 

^  9.r, ,  hrd'  werden,  so  erhält  man  die  Gleichuog  des  nSchst- 

liegenden  Krflmqungsbalbmeesets.  Damit  beide  sicti  acbneiden, 
muss: 

d.  b.  nach  leichter  Reduktion: 

sein.  Zieht  man  ans  (U),  (12),  (13)  die  Werthe  von  f—i,ß-.y,a~a 
nnil  8iibsliuirt  sie  in  (H),  so  erh&lt  man  nach  Jeicliter  Keanktion 
die  Gleichung; 

DilFerenzlrl  man  nun  die  Gleichung  (13)  nacti  ar,  indem  man  ä,  ß,y 
als  Funictionen  dieser  Grüsae  aDaiebt,  ao  erhält  oian,  wenn  man 
(IS)  beachtet: 

und  wenn  man  hier  wieder  die  Werthe  von  a— «,  y-^ß,  x — y  aob- 
stltüirt  und  redusirt: 

W^ha  Gleichung  bekanntiiA  «udrilGkt,  diM  die  belracht«te  Kurve 
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eben  bt,  so  iIosA  also  ein  Schneiden  der  KTfiminungsbalbineaMr 
nur  bei  solchen  Kurven  statt  hat 


III. 

Sei  A  ein  Punkt  einer  brummen  Uberfl&the,  deren  Glelcbunf; 
ti=:0  aei;  man  nehme  die  Tangentialebene  im  Pankte  A  als  Ebene 
der  x^i;  A  zum  Anrangspunfct  der  KooTdinaten  und  die  Normale 
in  A  zur  Axe  der  i ;  zugleich  seien  die  Axen  dei  x  oftd  y  bo 
gerichtet,  dass  die  Ebenen  der  xi  und  «t  zusammenfallen  mit  den 
beiden  Uaupt-(krf]mtnangs)-schnitten  der  krummen  OberSfiche  im 
Punktet.  Alsdanu  ist  bekannllitjh  ;E=y^2=;0,  d.h.  ira  Panktev4: 

ox  oy  Sxdg  Sx  ^    ' 

Man  gehe  nun  vom  Punktet  aus  auf  der  krummen  OberflScbe 
nach  einem  (unendlich)  nahen  Punkt«  B  bo,  dans  AB  mit  der 
Axe  der  x  den  Winkel  9  mnche  und  mithin  die  Gleichungen  der 
Tangente  an  AB  in  A  sind:  t^O,  ji  =  xtg<p.     Sind  nun  Ax,  Ay, 

^i  die  Koordiniiten  tod  B,  so  int  2^  =  tg9>  fSr  ein  unendlich  ab- 
nehmendes Axi  sugleicb  sind  die  Gleichungen  der  im  Punkte  B 
an  die  krnmme  Oberfläche  gezogenen  Normäe: 

du,   8^    .     ,  3^  >    ,  S'«  .■ 


tfenn  man  in  deii  rorkommenden  Uifferentialquotienten  x=y=t=:0 
setzt,  wobei  dann  die-  Gleichungen  (H)  "*  beachten  sind. 

Man  lege  nun  durch  die  Axe  der  z  und  die  Tangente  AB  im 
Punkte  A  eine  Ebene,  so  ist  deren  Gleichung  jf  —  xte^^Q,  und 
die  im  Punkte  A  auf  dieser  Ebene  senkrecht  stehenoe  Linie  hat 
SU  Gleichungen; 

,1=0,    x  +  tf;<p.y=0.  (18) 

Ist  nnn  f  der  Winkel  der  Normale  an  die  FIfiche  im  Punkte 
B  und  der  durch  di«-Axe  der  i  und  AB  gelegten  Ebene;  t"  der 
Winkel  zwischen  eben  dieser  Linie  nnd  der  Lmie  flH),  so  ist 
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lat  Don  fj  der  KriimmurfshEtlbmesaer  des  ScbDitts»  de*  di« 
Ebene  der  xi  in  die  krnmine  OberDäche  macht,  ^  der  für  den 
Schnitt  mit  der  Ebene  der  yi,  so  ist  beknoDttich 


8»      Vpa       Pi/ 


ein  SalE,  den  hekanDtlich  schon  Bertrand  im  Liouvllle'echen 
JoDrnale  (1844)  bewieMn  hat,  und  worin  9t  die  Lfinfte  des  Ele- 
ments  AB  bedeutet,  dessen  Richtung  dorch  den  Winkel  qp  gege- 
ben ist. 

Ist  AB  ein  Element  einer  auf  der  krummen  ObeTflfiche  Von  A 
aas  gezoBenen  kflrzesten  Linie,  so  ist  die  Ebene  durch  AB 
und  die  Normale  in  A  eine  Krümm ungsebene  dieser  Kurve,  ao 
wie  I  die  KrOiaraungsebene  derselben  in  B  durcfa  Hie  Normale  in 
B  an  die  Oberfläche  gebt.  Der  Winkel  t  ist  alsdann  der  Winkel 
zweier  unmittelbar  auf  einander  folgender  Krammungsebenenfn-Sh 

rend  —  der  Werth  des  Halbmessers  r  der  zweiten  Kidramnng  im 
Punkte  A  Ist  Demnach  ist,  im  Falle  einer  kflrzesten  (geod&ti- 
schen)  Linie; 


""(ei-Pi)sin29>' 


(20) 


wdchen  Satz  Tortolinl  in  seiner  Abhandinng:  Sulla  determi 
nazione  dellrf  Linea  Geodesica  etc..  (Atti  deil'  Ac- 
cademia  pontificia  de  nuovi  Lincei,  anno  IV.  —  Sea- 
sione  VI  deir  U.  »laggio  1851)  S.  33  ff.  angewendet  hat, 
um  den  Halbmesser  zweiter  Krümmung  der  geodälucheo  Linien 
auf  einem  dreiaxigen  Ellipsoid  zu  finden. 

Fflf  Pi  =  ^  sind  alle  kürzesten  Linien,  die  durch  den  Punkt 
^gehen,  eben;  dessgleichen  sind  diejenigen  eben,  deren  Richtung 

in  die  Richtung  der  Hauptschnitte  fällt  (qi>=0,  oder  .j).     Die  blc- 
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xesten  Linien  anf  einer  krummen  Fiadie  sind  also  nnr  dann  dun^- 
eHngifi;  ebene  Kurfen,  wenn  die  betreffende  FISche  eine  Kagel 
ist.  In  keinem  andern  Falle  irerden  alle  kürzesten  Linien  eiiene 
Kurven  sein,  ja  oetbst  dann  iiicbt,  irenu  aucb  einer  der  beiden 
Uauptkrümrouneshalbmesner  beständig  unendlich  gross  ist.  Eben 
so  wenlen  aucn  die  Krümmungslinien  einer  brnnimen  Linie  nur 
in  fo  ferne  kiirzeste  Linien  sein  kOnnen,  als  sie  ebene  Kurven 
sind.  Untgeltebri,  wenn  die  Krümmung«! in ien  ebene  Kurrm  sind, 
■0  mtlssen  sie  nptbwefldi);  kürzeste  Linien  auf  der  Oberfläche  sein. 
Die  KrQmmungs ebene  einer  solchen  Kurve  (die  Ebene  der  Kurve 
selbst)  enthält  nämlich  immer  die  ?iormale  der  krummen  Fläche 
in  demselben  Punkte,  mithin  ist  die  Kurv«  eine  karzeste  Linie. 


IV. 

Sei  u=ß  die  Gleichung  einer  krummen  Oberfläche;  2=171+^, 
v=a'x-i-b'  die  Gleichungen  einer  Geraden,  welche  auf  diese  Ober- 
fläche projizirt  wird:  man  verlangt  di^'Gleichungen  der  Projektion 
dieser  Geraden  auf  die  gegebene  Oberfläche. 

Die  GleicbvDgen  der  Normale  an  die  gegebene  Oberfläche  hn 
Punkte  (xyi)  sind: 

Bu    .  du 

dt  da 

Da  dieselbe  ann  durch  einen  Punkt  {ae'y'i')  der  gegebenen  Gera- 
den gehen  soll,  so  muss  folglich;. 


«'-^=^(''-»).  !»■-«=£<''-').  »■=«!'+*.  ,'=oV+4'     (21) 

87  S 

min.    DarauB  Tolgt; 

Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  für  g-,  ^.  ^  ihre  Werthe 
aus  der  Gleichnng  der  krummen  Oberfläche  und  eliminirt  z'  aus 
denselben,  so  erhält  man  eioe  Uleiohung  in  x,y,t,  die,  verbanden 
mit  »~0,  die  Gleichungen  der  gesucotea  Projektion  ausmacht. 
Demnach  8tnd  dieselben: 
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"=0-  ^(s-«'»-*')+a<'»+*-*>+^f'''*-''y+«*'~'''*>=***  (^ 

wie  man  leicht  findet. 

Will  man  den  Punkt  (^c'v'iO  faaben^  d«r  dem  Pankte  [xyt)  der 
Kurve  (22)  entspricht,  d.  fa.  dessen  Projektion  letiterer  ist,  tio  wer- 
den drei  der  Gleichungen  (21)  diese  Aufgabe. iDaen. 

Fflr  den  Fall  der  Kogel  *a+y«+*''=r»  iat  ^=2*.  f=^f' 

^=2i,  also  die  streite  Gleichung  (32): 

by—&'x  +  (ab'—a'b)i=0, 

d.  fa.  itie  Projektion  gehOrt  etnein  grüs»ten  Kreise  der  Kugel  an, 
wi«  das  zu  erwarten  war. 


Sei  g  die  Beschleunigung  der  Schwere,  t  der  Bogen  einer 
(ebenen)  Kurve,  längs  der  herab  ein  schwerer  Körper  f^llt,  so 
dass  wir  uns  die  Ebene  der  Kurve  vertiltal  denken,  wobei  der  Bo- 

gtn  vom  tiefsten  Punkte  der  Kurve  ans  gerechnet  werden  soll, 
ie  Vertikale  durch  diesen  Punkt  sei  Axe  der  i  und  eine  in  der 
Ebene  der  Kurve  liegende  Horizontale  durch  jenen  Punkt  Axe  der 
X,  80  Ut,  wenn  die  Bewegung  im  leeren  Räume  vor  sich  geht: 

wenn  t  die  Zeit  bedeutet.  Wir  wollen  nun  die  Kurve  so  zu  fae- 
stimmen  suchen,  dass  si»  eine  Tauto.chrone  sei,  d.  h.  eine 
Kurve,  in  der  ein  fallender  Körper  immer  in  derselben  Zeit  nach 
dem  tiefsten  Punkte  gelangt,  von  welchem  Punkte  er  auch  ausge- 
hen mSge,  in  ss  ferne  seine  Anfangsgeschwindigkeit  Null  ist 

Aus  (23)  folgt: 
nad  da  für  z^h,   a~^'- 
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Nun  soll  »  als  Fanlction  von  t  Bo  bestimmt  werden,  dam  letz- 
teres Integra]  einen  konstanten  Werth  erhält,  was  auch  h  sei. 
Man*  setze  desshalb: 


J    Vi(*-;)    >/    V7(l-.j 


8«in  milssen.    Nnn  ist 


/•^-<<'v 


nenn  ösWiacben  0  und  1;  also  niuss,  vtas  auch  immer  A  sei, 
y(kß)  konstant  sein,  d.h.  man  wird  offenbar  ^(i)  selbst  gleich  einer 
Koustanteo  haben  mlusen.     Demnach 

was  bekanntlieb  eine  Zykloide  ausdruckt,  welches  somit  die  Tan- 
tocbrone  im  leeren  Räume  ist. 


Wenn  auf  einer  krummen  OberflSche  eine  eeodatische  Linie 
Bezogen  (f^emessen)  werden  soll,  so  geschiebt  dies  in  folgender 
Weise : 

Man  lässt  die  Messefanfie  AB  auf  die  Fläche  auflegen  (wo- 
bei wir,  wenn  wir  uns  z.  B.  die  Erde  ala  die  krumme  Fl&che  den- 
ken, wohl  annehmen  dürfen ,  die  geradlinige  Messstauge  liege  in 
ihrer  ganzen  Lfinge  wirklich  auf,  d.  h.  AB  sei  als  ein  Element 
der  entstehenden  krummen  Linie  zu  betrachten)  j  in  dem  End- 
punkte B  errichtet  man  eine  Normale  an  die  krumme  Flüche,  legt 
sndann  eine  zweite  Messstange  BC  (etwa  gleich  AB)  in  die  Ver- 
längerung von  AB  und  dreht  nun  diese  BC  so,  dass  sie  bestän- 
dig in  der  Ebene  bleibt  welche  durch  die  Normale  in  B  and  AS 
geht,  und  sich   anf  die  krumme  Fläche  legt;  in  C  verfahrt  man 
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vrteder  nie  in  B  n.  s.  t.').  Daraus  fol^,  dass  die  darcb  dieEle- 
meot«  AB,  BC  gebende  Ebene  zugleich  die  Normale  der  linim- 
men  Fl£che  in  ß  in  sieb  entbSIt,  aus  trelcber  Eigenscbaft  es  eebr 
leicbt  sein  wird,  die  GleicbangeD  der  gemlStiscben  Linie  abzuleiten. 

Sei  ufimlich  u  =  0  die  Gleichung;  der  Itrammen  OberflScbe.  so 
sind  die  Gleicbun^en  der  Normale  in  demPunltte  {nyi)  derselben, 
Trenn  X,  ¥,  Z  die  laDfeDdea  Koordinaten  bedeuten: 

|(^-)=s<^-).  &''-»)=|<^-)-        (^) 

Beziehen  «ich  die  Differentialquotienten  "jS"'?^*  ö"' fl^'ä^'ÄS 
anf  die  geodätische,  durch  (;tyi)  gebende  Kurve,  worin  St  das  Ele- 
inent  derselben  bedeutet,  so  ist  bekanntlich  die  Gleichung  der 
durch  zwei  auf  einander  folgende  Elemente  gebenden  Ebene  — 
der  Krümm  ungsebene : 

Zi«bt  man  nQn  aiw  (34)  die  Werfte  von  X  —  x,  Y—g  and 
»etat  sie  in  (25),  so  ninss  diese  Gleichung  erfaljt  sein,  wa«  auch 
immer  der  Werth  von  Z  —  z  eei,  d.  h,  man  mosa  bal>en; 

(26) 

Da  die  geedBliaclie  Kurve  al)er  auf  der  IcmmmeD  Oberfläche  lieet 
ao  lat  auch: 

8«ai     8«8jr     fe8=  (ii\'     /8j\.      /8,\" 

8*^«     äj8",^8r8%     „ 
8.  8i«  ■'■S?S?  +  8,3?="i 

(reiche  letzleren  zwei  Gleichungen  aus  einem  bekannten  alli^emei- 
neo  Satz  der  analytiacben  tievmcirie  ataromen.    Eliminirt  mäh  rep- 


•^1.81 8,a -5 


*)  "EsSliömml  die*  daiaaf  hi.iau«,  verrailtelit  dea  Ferorohr«  einea 
ThflodaUiben,  dai  sich  liloa*  In  einor  Ebene  bewegt,  die  einee  Nonnal- 
aehnitt  der  Erde  bildet,  dar  Anlegen  der  Heiuinngen  an  regeln,  indem 
man  den  Theodolithen  jeweili  in  B,  C, ...  aufitellt. 
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mittelst  der  ersten  dieser  Gletcbvngen  g-   ans    (36),    so    erhält 


r/aiy^a!     SxBt8h     Sx8^8^      fdvyc^~\3u  _^. 
d.  h.  woDD  man  die  zweite  beachtet: 

rS»«     /dx\*8*x     SxBtS^     8xdj/3*y-\du 
oder  eodlich,  wenn  man  die  dritte  beachtet: 


BeLanntlich  ist  (27)  auch  die  Gleichang  der  kürzesten  Li- 
nien auf  einer  Icnimmcn  Oberfläche,  so  dass  siso  die  geadfitiMiheii 
Kurren  diese  Eigenschaft  haben. 

Für  den  Fall  der  Erde  ist 

""     O»    ■""fia     ''  ^""a*'  3x-o»' 
also  die  Gleichung  (27): 

S'x      S*ii     „         Sa      Sx     ~ 

«o  dus  die  Gleichungen  einer  geodätischen  Linie  auf  der  Erde 
sind: 

(oder:  x^—g£=:C). 

.      DiqilizedDy  Google 
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Sei  a  di«  balbe  grosse  Axe  des  Erdellipsoids ,  6  die  halbe 
kleine,  «*^ — 5—;  ferner  B  die  geographiscbe  Breite  eiaes  Pnofc- 
tes  Jtf  äts  Erdellipsnids ,  dessen  Meridian  wir  als  den  ersten  an* 
nehmen  wollen,  B'  die  geO|;raphische  Breite  eines  zweiten  Punk- 
tes  JV,  und  der  LSiigenunterticnied  beider  sieicb  i'}.  Auf  den  ip 
Jlf  und  A^  errichteten  NoriBalea  denken  wir  unn  zwei  Punlile  JU', 
N',  deren  Entferniingen  von  JU  und  TV  A  und  A'  seien.  Alsdaoa 
sind  die  Koordicaten  des  Punktes  Jtf': 

\      V^l-AinäÄ/  V      V^l— ««siüäB/ 

Von  N': 

(  A'+--7^=4^=^T^  JcosB'cosl,  f  A'+r>i=^==  )  cosÄ'siol, 
\        Vi— e^sinafi*/  \        Vi— eaBin»Ä'/ 

(Vergleiche  Archiv,  Tbeil  VII.,  S.  73.)  Die  Grnssen  A 
und  h'  pflegt  roaii  geivüiintic/b  die  Hüben  der  Punkte  M',  N'  über 
der  Meereen&cbe  zu  beissen.  Cm  nun  das  Aziraulh  der  eeodü- 
tischen  Linie  JfflV  zu  bestimmen,  pflegt  man  in  dertiendäsie  den 
Winkel  zn  messen,  der  gebildet  wird  von  der  Projektion  der  Ge- 
raden JS'JS'  auf  die  in  M'  auf  J^!U'  senkrecht  gestellte  (Horizon- 
tal-) Ebene  und  der  Durchschniltslinie  der  Meridianebene  durch  M 
mit  derselben  Ebene.  Dieser  Winkel  ist  aber,  strenge  genommen, 
nicht  das  wirkliche  .^zimutb,  das  man,  aus  den  so  eben  gemach- 
ten Angaben,  berechnen  könnte,  und  wir  wollen  nun  jenen  Win- 
kel ttestiranien,  um  ihn  dann  mit  dem  wahren  Azimuthe  zu  ver- 
gleichen. 

Die  Gleichungen  der  Normale  jtf  jtf'  finden  sich  leicht: 

ae'sinß 
«=0,  i=xtRB ^L     %-T7} 


*)  Die  Breite  voin  Aeqaalar  am  nncli  Korden  ron  0  bis  M<*,  nach 
8ädeD  *on  0  hi«  — BQO;  die  Lance  von  Woden  nerh  Oalen  von  0  bia, 
360°  f^iählt.  Zugleich  iil  der  Hittelpnnkt  der  Erde  Anfangspnntit  der' 
Kaordinaten,  die  Ebeoo  des  Aeqaalnr*  Eliene  der  Xff,  die  nach  dem  Nord' 
^1  gerichtete  KrdnM  Aie  der  s;  die  Axe  der  x  liegt  im  Oten,  die  der 
f  in  VOiten  Meridiangrad. 
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trenn  ^,  y,  i'  die  oben  angesehenen  Wertfae  der  KoorHioatea  von 
y  sind.     Soll  diese  Ebene  die  Gerade  JHM'  enthalten ,  so  mos«. 


gesetzt  wird,  diase  Cleichanit  identisch  erfblK  Min.    Darana  Tolgt: 


'  5 


DiaiioiGoOglc 


93 


2.       Osi 

a 
'S, 


PS 


M 


»Google 


91 


«1* 

4- 

•< 

r 

^^1 

*■ 

» 

•f       1 

K 

^ 

^ 

T 

^^-^ 

« 

a 

's". 

E. 

3 

1 

% 

6 

s. 

Co 

ai^        2-1 

1 

5 

'          1 

g 

* 

r 

s 

1 

i 

i 

n            " 

+ 

i      E 

•>. 

'S       * 

i 

i-      s 

t« 

« 

,  + 

5^ 

<; 

s 

! 

T 

2. 

i^ 

3' 

l 

£. 

1 

» 

s 

ä 

bl 
1 

£ 

CO 

< 

« 

e 

t 

l 

2. 

/      1 

£. 
1 

l 

1 

1 

•4 

» 

» 

&■ 

^ 

+ 

1 

<, 

T*! 

2. 

L 

«9 

^ 

i 

5 

Cd 

1 

"b 

g 

£. 

to 

2. 

£ 

»i. 

b) 

S 

n 

+. 

<,s 

T  " 

il 

s  < 

tS   B 

« s 

1   £ 

J" 

&  < 

|s 

1 

»Google 


»5 


nird  veraacfalSssigen  kDnnen,  eben  so  wird  es  mit 

det  Fall  sein,  wenn  H  und  B',  wie  gewübnlich,  wenig  t<m)  einan* 
der  verijcfaieden  sind. 

Will  man  aber  nicbts  vernacfaläasi^n,  so  wird  man  nach  (26) 
immer  den  betreffenden  Winkel  berechnen  fcSnnen.  Wrr  wollen 
den  Fall  unterBuchen,  da  B=B'.    Alsdann  wird  (28)  zu: 


co8iS.ini 

2.i"äC..S 

-±                     1     — 

•inB.2.in>!l 

cotgj 

-*-  sinficoaA(l— cosl) ' 

Wir  wolUn  nun  1  =  2«,  ß=  IS2»42'2»-53ai*) 
Winkel  danach  berechnen. 

nnd 

Es  i>t  alsdann: 

legcntgjl: 

=11711807853« 

-log«nB: 

=  0-0993-02321 

logtgÄ=ll-8S74487634 
Ä=89012'16"-16124. 

Wir  wollen  nun  das  A^irouth  der  gendfitischen  Linie  MN  di- 
rekt berechnen,  indem  wir  dabei  von  den  Gaussiscben  Formeln 
(a.  a.  O.)  ausgeben. 

ZunScbet  baben  wir  nnn  die  Punkte  M  and  N  auf  die  Kugel 
fiberzutrai^en.  Die  Breite  der  ibnen  entsprechenden  Punkte  ATi, 
Ai  auT  der  Kugel  ist  52040' (T 00000  (Gauss,  S.  8,). 

Was  den  Längenunlerschied  Ibi  der  Punkte  JV,,  N^  auf  der 
Kogel  anbelangt,  so  ist: 

1i''=b1''(S.6),    log«=l 


oy  Google 


M 


logJ"=3S1733249M 
log  11=0  000196(>593 


logJ,"=3-8576IS1517  . 
»,»=7203-26I09=2»(C3"M109. 

Man  hat  also  ein  sphfirisches  Dreieck  aufzulüseD,  in  dem  ZfT'ei 
Seiten  nleich  9ty-6^iiy,  und  der  reo  ilinen  gebildete  Winkel 
2eü^'-26109  ist.  Der  Winkel  i,  welcher  der  einen  der  gleichen 
Seiten  eolgegenstebt,  wird  folglich  erbalten  aus  der  Gleicnung; 

_cotgl<O'r-l}3064 
**'"       ain8'.>o40' 


_  logcotgl«0'l'-630M=117578818321 
.  — logaln52040'=  0<I9»66Ö8873 

log  tgr=Il  8571487194 

welcher  Wertb  von  dem  oben  fSr  x  gefundenen  erat  in  der  vier- 
ten OezimaUlelle  der  Sekunden  abweicht  Es  ergiebt  sich  dar- 
ans,  das«  man  den  beobachteten  Winkel  x  unbedenklich  iür  den 
sn  anchenden  i  annehmen  kann. 
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T. 

Heber  FoncanU'g  PendelTersncli  zuni 

Bewetee  für  die  Umdrehongr  der  Erde 

um  Ihre  Axe 

dem  Heraasgeber. 


I. 


zn  den  Zwecken,  deren  Erreicbung  diese  Zeitschrift  sich  T07^e> 
setzt  bat,  gehört  namentlich  auch  die  Besprechnng  aller  der  Er- 
scheinungen auf  dem  Gebiete  der  'Wissenscnalt ,  welche  in  irgend 


•iner  Reiiehung  zil  besoodeTer  Geltung  gebnmmen  sind;  

zu  diesen  Erscheinungen  recht  «isentlicfa  Foucault's  buchst 
merkwOrdiger  Pendelversucfa  znm  Beweise  für  die  Umdrehung  der 
Erde  um  ihre  Axe  aehßrt,  n>ird  gewiss  Niemand,  am  wenigstens 
ich  selbst,  iil  Abrede  zu  »teilen  geneigt  sein.  Dieser  Versuch 
dürfte  aber  um  so  mehr  eine  Bes^rechnne  im  Archire  fllr  sich  in 
Anspruch  zu  nehmen  berechtigt  sein .  weil  man  deoselhen  beliannt- 
lieh  auch  vieUach  vor  das  grosse  Publikum  zn  bringen  zweck- 
inSssig  ge^nden  hat  Oh  man  damit  recbt  getban  hat,  will  ich 
hier  nicht  untersuchen,  will  aber  auch  nicht  verhehlen,  dass  die 
Bererbtiguoi:  zu  der  bereits  so  vielfach  versuchten  Öffentlichen 
Zurschaugtellung  des  wisse nschaftliGh  so  überaus  merkwQrdigen 
Foucaul fachen  Versuchs  vor  den  Augen  des  grossen  Publikums 
mir  wenigstens  sehr  zweifelhaft  scheint,  und  dass  ich  darin 
allerdings  mehr  eine  eines  wissenschaftlichen  MaHtematikers  oder 
Physikers  nicht  sehr  wOrdige  Escamotage*},  als  einen  selbst  für 


')     InmifaM    nämlich    das    grosie    PabUknm    leidit    ta    der    Hei- 

-'-'-titet  wird,  etwa«  tod  dal  Sacke  lU  verstehen,    waa   ia  dieaem 

nicht  mfigUch    tat,    nnd   doch  leider  oft    in  dergleichen  FiUen 


SSW  verUitet  wird,  etwa«  von  dal  Sacke  lU  veratehen. 
Faff»  «. -    ■     ■ 


Tbs»  XK. 
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'das  sogenannte  gebildete  groxae  Poblikom  wirkUcb  . 
abeneugeoden  Versuch  eu  finden  geneigt  bin.  Uasa  icb  flbrigena 
mit  dieser  Ansiebt  keineswegs  isolirt  daslebe,  beweist  mir  ao 
eben  zu  meiner  grossen  Freude  die  Art  und  Weise,  wie  der  von 
mir  hochverehrte  treuliche  Quetelet  in  Brfissel,  durch  dessen 
ununterbrochene  Freuiidscbafl  ich  seit  langer  Zeit  mich  so  sehr 
beglückt  und  geehrt  fflhie,  steh  in  dem  „Rapport",  welchen  er 
als  bestfindiger  SekreCair  der  Künigticfaen  Akarleniie  der  Wissen- 
schaften in  B  r  Sssel  über  die  Arbeiten  der  „C  lasse  des  acien- 
I  Jahre    1851   der  Akademie  erstattet  hat,  Qber  den  Fan- 


dm  Foicaiilt'febeD  Vervaeh   Bang   genou^ea  ist   Bitfr  Que- 
telet sagt: 

„M.  Sohaar  a  ^tudi^,  k  l'aide  de  l'analyse,  ud  problime  Id- 
MreBsaot,  qui  a  eu  le  priVU^ge  d'occuper  pendant  plusieors  roai« 
rattentioD  de  l'Europe;  je  veuz  parier  de  Texpärience  de  M.  Fou- 
caalt.  A  en  croire  les  premiers  t^motns,  on  n'avait  qu'  ä  ouvrir 
les  yeuz  pour  voir  loumer  la  terre;  et  quant  ä  Texplication,  eile 
<tatt  k  la  portrie  de  tnutes  les  intelligences.  M.  Sctiaar  est  venu 
nons  dire,  et  non  satfs  raison,  que  cette  exp^rience  et  son  ex- 
plicalion  sont  loin  d'ötre  aussi  simple  qu'  on  le  pense ,  et  que  des 
savants  fort  habiles  s'y  sont  trompes.  II  a  soumis  ce  probl^me 
de  mäcanique  k  un  examen  apprnrondi.  et  il  a  rendn  compte  de 
petites  particularitös  qui  avaient  ^1^  signal^s  drija  par  les  meil- 
leurs  observateurs ,  et  m^me  ä  une  äpoque  recul^e,  par  les  djsci- 
ples  de  Galilee;  car  il  s'est  trouve,  coiame  il  arri?e  frequeinment 
dans  les  sciencea,  que  l'experience  nouvelle  avait  M6  siKnal^e 
depuis  longtempa.  Une  pareille  rencontre,  du  reste,  ne  diminue 
en  rien  le  m^rite  de  celui  qui  montre  l'importaace  d'im  Tut  que 
toste«  Im  autres  ont  m^ceonu  ou  perdu  de  vue." 

Der  Gmnd,  warum  das  Archiv,  mit  Ausnahme  eines  Auf- 
Mtsea  von  Herrn  Director  Escbweiler  in  Culii  in  Tbl.  XCL 
Nr.  IV.,  deBsen  Darstellung,  wie  ich  gehört  aber  nicht  selbst 
gesehen  habe,  auch  in  eine  von  Herrn  Garthe  in  CCin  beraos- 
geigettene  Siibrift  übergegangen  ist,  Über  den  Foucaul fachen  Ver- 
such bisher  geschwiegen  hat,  ist  der,  weil  ich  die  Aden  über 
denaelbe*  noch  lange  nicht  fSr  vollständig  spruchreif,  viel  weni- 
ger ßr  geecUossen  halte.  Eine  sehr  tiefgehende  analytisch -ma- 
äemaliscbe  iBebandlung  scheint  mir  jedenrulla  nüthig  au -sein, 
weok  «an  sich  eine  volfstfindige  Einsicht  in  die  eigen thämlicbe 
Natur  die«««  Barkn-Ordigen  Versuchs  verschaffen  will,  und  icb 
kann  in  dieser  Bexiehong  die  Leser  des  Archivs  auf  nichts  Bes- 
seres verweisen,  'als  auf  die  schon  oben  erwähnte,  nach  dem 
Urtheil  competenter  Richter  sehr  ausgezeichnete  Abhandlung  von 
Herrn  Schaar  in  Gent,  die  in  den  „Memoire«  de  l'Acade- 
mie  des   sciences,   des  letlres   et   des  besux-arts   de 
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Belgiqae"*)  nXchcteni  eracheinen  wird  oder  acboR  «rwMeneB 

Mt;  and  auf  eine  frefSicbe  Abha»dlun(t  von  Herrn  Hofrath  Clsnsen 
in  Dornst,  die  unter  dem  Titel:  „Ueber  den  EinDusB  der 
Umdrehnng  der  Erde  auf  die  »cheinbaren  Bewegnn> 
f^et  sn  der  Oberfläcbe  derselben;  von  Herrn  Observa.- 
tor  Claneen  In  Dorpat"  aicb  in  dem  „Bulletin  pbys.  ma- 
Ih^m.  T.  X.  Nr.  2."  der  Kaiserlicben  Akademie  der  Wiaaen- 
Mbaften  in  Petersburg  abgedruckt  findet. 

So  sehr  ich  aber  ancfa  aua  vollkomtnenater  Uebensengnog 
Dur  dem  Studium  dieser  tief  gehenden  analytiecben  UntersDcbu»' 
gen  das  Wort  reden  kann,  so  sebeint  mir  doch  bei  dem  vorlie- 
genden Gegenstände,  selbst  für  den  Mathematiker,  und  namentlicb 
rar  den  LehrzH-eck,  eine  vorlSufige  einfacliOTe  Darstellnng  veüa- 
achenswerth  zu  sein,  was  auch  schon  vielfach  gefQhlt  worden  ist, 
wie  a.  B-  der  schon  oben  ermahnte  Aufsati  des  Herrn  Director 
EKcbweiler  in  Cütn,  und  noch  mehr  zwei  andere  ganz  neuer- 
lich erschieuene,  trelflicbe  Mathematiker  und  Physiker  in  Ver- 
fassern habende  Abfaandlnngen  beweisen.  Die  eine  dieser  beiden 
Abhandlungen  rührt  von  Herrn  Crabay  in  LOweti  her,  und  fin- 
det sieh  in  dem  „Bnlletin  de  rÄcad^mie  Royale  des 
Sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belglqne. 
Tome  XIX.  —  I"  Partie.  1882.  p.  537."  unter  dem  Titel: 
Demonstration  ^IrimentBire  de  la  vjtesse  de  deriation 
doplan  d'oscillation  du  pendule,  ä  diverses  latitudes] 
pnr  M.Crahay,  Memhre  de  l'Academie";  die  andere,  welche 
unter  alten  dher  diesen  tiegvnstand  mir  bekannt  geivordenen  Ar- 
beiten die  neueste  ist,  hat  Herrn  Pai;ani  in  Lilweu  Bom  Ver- 
fasser, und  findet  sich  in  demsellien  „Bollelin.  Tome  XIX,— 
n'Parte.  p.  161."  unter  dem  Titel :  „Sur  le  th«or*nie  d'Eo- 
ler,  retatiri  la  dricomp  ositien  du  mouvement  de  rola- 
tion  des  corps.  Note  par  M.  Pagani,  Membre  del'Aea- 
dömie."  Herrn  Crahay  s  Darstellung  tckeint  sich  der  von 
Berm  Director  Escbweiler  gebrauchten  Darstellung  einigerma- 
ssen  zn  nShern,  ohne  dass  ich  im  EDtfemtesten  die  Absicht  habe, 
nüeh  bi«'  an/  ein  ürtheil  Aber  diese  Arbeiten  einzulassen.  Herr 
Pasani  gebt  aoT  Euler's  Theorem  Ober  die  Zerlegan;;  der 
Unarehungsbawegiing  eines  Kiirpers  zurück,  nod  leitet  seinen 
Aufsatz  mit  den  folgenden  Worten  ein:  „Las  experiences  rdcen- 
tes,  nar  lesquelles  on  a  constal^  la  d^lioalson  du  plan  d'oscilla- 
tion du  pendule,  ont  ramenä  l'attenlion  des  g^omMres  sur  le  beau 
thtforime  d'Euler,  au  nioyen  du^uel  ou  petit  expliquer  assea 
simplement  la  loi  de  cette  declinaison.  Mais  pour  raettre  lexpli- 
cation  de  ce  phenomene  ä  la  portee  de  ceux  qui  ne  sont  point 
fiainiliarisds  avec  les  caiculs  supMeura,  il  manquait  k  la  science 
noe  demoostration  .^lämentaire  de  ce  theor^me ,  que  l'on  doit 
eonsidtfrcr  comrae  le  corrälatif  de  celui  qui  porte  le  nom  de 
paralldlogramme  des  forces,  et  qni  aert  aossi  ä  la  contpo- 


")     Bis  Jetzt  iat  Tone   XXTI.  enehieneD,   dea  ich  aliec  auch  nicht 
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«ition  ei  il  I«  d«caiii|i08ition  du  mouvaaient  i'nn  yaiiat  lualiäriel*). 
Uieebei  ist  iv  erH'Sfaiien,  das»  uuch  Herr  Ulrector  v.  Littrotr  iil 
Wien  ia  tlertrerBicben  viertenAuÜBge  der  „  Wo  nilei  des  Him- 
mels von  J.  J.  V.  Littrnw.  S.  55.".  von  nekber  bis  |«bd  die 
beiden  ersten  Liererungen  ersdiienen  mnd,  ira  (üfunde  ei^itlüob 
(Uft  Euler'evbe  Tbeotem,  auf  welches  Herr  Pagaoi  hiDvteist^ 
in  sebr  scbUner  und  wabrbait  populärer,  aber  doch  wissensohafl- 
licber  Weise,  zur  Erkl&runi;  des  Foucault'Mchen  Versuchs  beonUt 
hat,  ohne  natOrllch,  dem  Znecbe  seines  Buch»  [^anz  gemäss  und 
entsDrecbeiid ,  dasselbe  auf  Seinen  kürzesten  matfiematis eben  Ans* 
drucK  zu  bringen,  ivesbalb  wir  uns  iychcd  dieser  populäTen  llai^ 
stdIuMg  hier  aoT  das  genannte  au »jie zeichnete  Werk,  das  populÜTf 
dabei  alter  dpch  äcbt  wissensch artlich  ist,  zu  verweisen  erlautten, 
wie  wir  auch  schon  im  Literarischen  Berichte  Nr.  LXXIV. 
S.  940.  gethan  haben. 

.Wenn  wir  nun  aber  auch,  nie  schon  oben  ernShnt,  die  Acten 
Sber  deu  Foucault'schei)  Versunb.  uanienflich  über  die  beste  müg- 
Liehst  elamentar-mathematiäche  Darstellung**)  der  GrQooe 
desselben,  nooh  keincKwegs  Tür  vollkoniuien  spruchreif,  viel  we- 
niger für  geschlossen  erachten,  und  »enn  wir  auch  zu, glauben 
Ursach  haben,  das«  in  dieser  Beziehung  die  Ansichten  der  Ma- 
thematiker und  Physiker  noch  vielfach  aus  einander  »ben,  na- 
mentlich auch  was  die  geeignetste  Darstellung  (Sx  die  Zwecke  des 
mathematischeD  und  physikalischen  Unterrichts  betrifft:  so  sind 
wir,  wenn  wir  die  bisherigen  literarischen  Eischeinuaften  Über 
den  genannten  merkwürdigen  Versuch  betrachten,  doch  der  Mei- 
nung, dass  jetzt  die  Zeil  gekommen  ist,  wo  das  Archiv  über  den- 
selben nicht  mehr  schweigen  darf.  Wir  glauben  aber  km  Meisten 
im  Interesse  unserer  geehrten  Leser  zu  bandeln,  und  am  Meititen 
den  Zwecken,  welche  das  Archiv  zu  erreichen  strebt,  zu  dienen^ 
wenn  wir  ihuen   nanieutlich  die  uns  faemerkenswerth  scheinend«! 


*)  HerrC.TVhcntitonein  «IPBr  )d  ArmPhlloiophteal  Ma^a- 
siil«,  fnnrth  aeriea,  Vol.  I.  p.  612.  befi^nd1ie]i«n  AUJumdlung,' dieman 
*iieh!iiKr«ni^«  J  bnrnal  f  Qr  Phyi  ib  Dod  r hy  dk  >li«che  Chcnia 
ites  AimlBDilea.  Band  H.  B«fl  .1.  S,  Ab».  oberMlit  flndat,  ugt 
S.  3<2.  anch:  „Nach  der  zoerat  Ton  Friai  aufgealelllen  und  durch 
Knier  Dfld  Painaot  «ollatündigcr  enCiticlieltcn  Thtinric  der  Diehnn^ 
kasD  die  Iliita(iflnagearh«iadigkelt  der  Erd«  nla  die  Retultantn  tob 
Bwei  Winkeigcschwüidi^keitea  betrachtet  werden,  »»  die  eine  Dreh- 
ao^  um  die  Vxrtikal«  dci  Punktes  erfiilpct.  an  welchem  licli  der  Benb- 
Bchler  liefiodet,  und  die  andere  um  den  Meridian  oder  die  nach  '  Norden 
und  Süden  g-eriehtete  Hnrianntnilinie  —  ..(welche*  Iietzter«  ireilirlt 
ttwRa  Undemtinh  nnd  nneh  aieht  ganz  riehti)^  ia>)."  —  III« entere  Con- 

Snnente  iat  gleich  «lainr  —  ,.("■  unten  II.  13)  und  I3*)>**  —  md  da  die 
d>wingung»ebene  un  dieaer  Bvmegmg  nicht  Theil  nimmt,  ao  bleibt. «i^ 
in  BcEiift  Bnf  dieiclbe  In  Kühe,  and  einen  mit  jenem  Funkte  aich  b«-' 
wcgeuden  Benbuchter  acheinE  aie  deafaalh  mit  deraelben  Geachwiudig- 
keit  in  der  entgegen geaeiileo  Richtuog  sich  in  drehen.*' 

icheu   Oaraleltnugea   rede  ich 
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elementar-aatbflmatischfrD  itehan^iagra  diitaes  Vetsdcbs^ 
insbesondere  wenn  sie  von  anerkannten  Mathematikern  \md' 
Physikern  herrflbren,  in  möglbbst  unveränderter  und  unverküri- 
ter  <iestalt  »aeb  und  nach  nittheUen,  was  von  nun  an  ge- 
scbehen  soll.  Dab«  bevorworteit  vtir  aber  ausdfiiekKch ,  dass 
wir  uns  bnl  diesen  Miltheilungeo  jeder  Kritik  «ntbatten  werden, 
was  wir  bei  diesem  Gegenstände,  d.  b.  naUrlich  ha uptallc blieb 
nur  in  ßereg  aufweine  ninglicbst  elementare  Üarstel- 
lung,  wo  „adhuc  «iib  judLoe  Its  est"  Mi  das  die  tiache 
am  Meisten  fürdemde  Ve'rrahren  halten,  indem  wir-  aucli,  hier 
des  „Iudex"  sbEu^ebeti,  t'fir  jstat  weiteste ns  uns  noch  nioht 
herbeilassen  wollen  und  darren.  .  Aus  diesem  ü  es  leb  tsp  unkte  bit- 
te» wir  die  Leser  die  übet  den  Feucaulfschen  Versuch  im  Ar- 
chive von  jetzt  an  erscheinenden,  von  uns  mitcretbeilten.  Auf- 
sfltie  aufiuraseen ,  und  ihr  Urtbeil  über  dieselben  sich  selbift' 
zu  bilden.  —    PrAfet  Alles  und  das  Beste  bebnltetl 

Indem  i«A  nun  nach  dieser  voriäaügen  etwas  weillKufigenv  im 
di«*eai  Falle  aber  svu  uüi  für  hüthig  Kebaltenen  l£xpiectorslian, 
mich  insbesondere  ku  dem  vorliegenden  Aufsatze  wende,  mit 
welchem  ich  die  Reibe  der  Aula&lze  ilber  den  Foucault'acfaen  Ver- 
Buch  eröffne,  so  bemerke  irh,  daes  dereetbe  ira  Kaleenden  eine 
von  mir  seihst  herrQhcende  miiglichst  elementar  ^ehaftene  analy- 
liscb-georoelniiche  Darstellung  des  in  dem  oben  erwähnten  Auf- 
sätze von  Herrn  Pagani  in  Erinneruiii; '  i^ehrachten  Euler'scben 
Theorems  enthalten,  und  daran  eiuige  BenierkunKen  über  die  Art 
und  Weise  anschliesseo  wird,  wie  man  dieses  Theorem  zur  Er- 
kUrung  des  FoucBalfscben  Versuchs  benutjit  bat.  Ich  gehe  da- 
her jetzt  sogleich. EU  der  Entwickelung  des  Euler'«chen  Theorems 
in  der  erw&hDleu  Weise  fiber. 


II. 

Wir  denken  uns  einen   festen  KCrper  und  drei  auf  einander 

senkrecht  stehende  Axen  der  x,  y,  i,  die  sich  bi  de»  P nahte 
O  schneiden  mögen,  der  aUo  der  Anfang  der  Coordinaten  ist. 
Diesem  Körper  werden  gleichzeitig  um  die  drei  Axen  der  x,  y,  t 
drei  Win keleesch wind it^keiten  ertheilt,  die  wir  respective  durch 
Vi,  Ca,  Vt  bezeichnen  wollen,  wobei  wir  unter  Winkeleeschwin- 
digkeit  den  mit  der  Längeneinheit  als  Halhmes^er  beschriebenen 
Kieisbogen  versleben,  welche«  jeder  von  der  betreffenden  Ureh- 
vngsaze  um  die  Längeneinheit  entfernte  Pnnkt  des  Körpers  in 
der  Zeiteinheil  beschreibt.  .Diese  Winkelgeschwindigkeiten  v,,  Vtt 
V|  sollen  aber  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet  werden,  je- 
nachdeta  ihnen  respective  um  die  Axe  der  x,y,  t  eine  Drehung 
respective  in  der  Richtung  von  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der 
«an  durch  den  rechten  Winkel  (yx)  nindurch  nach  dem  positiven 
Tbeile  der  Axe  der  x  bin,  in  der  Richtung  von  dem  positiven 
Tbeile  der  Axe  der  i  an  durch  den  rechten  "in kel  (u;)  hindurch 
Bach  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  x  hin,  in  der  Richtung 
von  dem   positiven   Tbeile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten 


lovCgoglc 


Winkel  (xw)  hlodirch  nach  Atta  pMitiven  Thelte  der  Axe  itfi  y 
hin  eotsprlcDt. 

Fassen  wit  nun  einen  beliebigen,  aber  bestimaten  Punkt  ns- 
eers  Körpers  in's  Autr«,  dessen  Coordinatoi  in  Bezug  auf  die  drei 
Axen  respectire  r,  p,  ;,  sein  mügen.  .Die  Entfernung  dieses 
Pnnktes  thti  der  Axe  der  ;r  sei  r|.  Dann  ist  mit  gehikiger  RSck- 
sicht  auf  das  Voneicben  der  tio  geradlinig  zu  betrachtende  Weg« 
welchen  in  der  uoendÜGh  kleinen  Zeit  c  der  Punkt  (jrtrf}  bei  der 
Drehung  des  Körpers  dm  die  Axe  der  x  vermöge  der  WinkelKe- 
schwindigkeit  ri  zurücklegen  wacde,  oder  die  der  als  Zeiteinheit  be- 
trachteten unendlich  kleinen  Zeit  t  eatsprechende  Geschwindigkeit 
des  Punktes  (ri)}),  nffeabar  T,T,t.  Bezeichnen  wir  den  apilzea 
Winkel)  unter  welchem  die  aut  ti  senkrecht  steheode  Rjcfatiing 
der  Bewegung  des  Punktes  (rtff)  gegen  die  Ebene  der  x,v  geneigt 
Ict,  durch  fi|i  so  siaJ,  wie  mittelst  einer  einTacheu  geametrischen 
Betrachtung  ans  Taf.  11.  Fig.  1*.,  welche  eine  Darstellung  aller  mSg- 
lichen  Fälle  liefert,  auf  der  Stelle  erhellen  wird,  die  Gemposan- 
ten  ron  r^eiT  nach  den  Azen  der  y  nnil  s,  mit  gehöriger  Kd^- 
•icht  auf  ihr«  Vorzeichen, 

im  Isten  rechten  Winkel: 

~r,Bi«osÖ,,  -|-rjeiTBind|; 

im  2teii  rechten  Winkel: 

— r,t)iT0DSl9i ,  — fiOitsin  d,j 

im  3len  rechten  Winket: 

+rii!itccwöi,  — TiPirsinÖt! 

im  4ten  rechten  Winkel: 

+  rir|TC08fl|,  +rii)iT8iDÖi. 

Fwner  ist  aber  offenbar 

im  Isten  rechten  Winkel: 

tf=+ris\nßi,  |=:  +  riC08Öi; 

im  2ton  rechten  Winkel: 

p^ — f^sin^,  I=  +  »-,cosit,; 

im  3ten  rechten  Winket : 

?:=— risinfl,,  j=— -t'i'cimö,; 

im  4teD  rechten  Winkel: 

if  =  -Fr|8ind|,  1= — r^cosd,. 


itzü^oyCoOglC 


103 

'HiUaMadtM'iuit  4etaab!g*nuMMtQiiii,.a««ergfiitll  iri»b»  <d«M 
gmz  «l|gen]«ia  die  ConiBOB^iitfiD  yon  r^t^c  nagli  den  Axea  der 
jf  and  >i  mit  gcbüriger  Rücksicht  auf  ihre  Vorzcicheo,  rcapecliTe 

Bind. 

Stellt  man  eine  ahnDcbe  Betrachtung  Aber  den  PatAt  (tm) 
rOcksichtiich  der  beiden  äxen  dery  ond  x  an,  und' bezeichnet  die 
Euiremungen  de«  Punktes  (rp;)  von  diesen  zveeX  Axen  Tettpectire 
darch  r,  nnd  r,;  so  ist  ans  dem  Vorhergehenden  klar,  dass  die 
Compaeanten  ron  fß'V  '*^'^^  ^B"  Axen  aet  :  und  «,  mit  gebS- 
riger  ROcIcsicht  aui  ibie  Vorzeichen ,  respoetive 

—  tv%t  and  -f  K&'; 

die  CompoHanten  von  r.v,r  nach  den  Axen  der  x  nnd  y,  mit  ge- 
hCriger  ROcksicht  anf  inre  Vorzeichen,  respective 

—  tfvgx  nnd  -|-n)|T 

»ind.    Alan  sind  offenbar  die  Geschwindigkeiten  dea  Punktes  (ttf}) 
nach  den  drei  Axen  der  x,  g,  t  respective: 


+  ri),t-|PiT_,^ 


Hittelat  dieser  Fotaein  lassen  sich  nun  die  falgenden  FragOD 
leicht  beantnorten. 

ZnnBchat  Ifisst  sidi  fragen,  ob  bei  der  Bewegung  unseres 
KBrpers  gewisse  Punkte  desselben  in  Ruhe  bleiben.  Soll  aber 
derPnnkt  (fiM  in  Rabe  bleiben,  so  mnaa,  wie  auf  der  Stelle  er- 
hellet,  zugleidi 

irt~it»i=0,  w,— jüi  =0,  ijo,— n!j=0; 


oder 

sein;  und  man  aiahtalso,  dasa  Oberhaupt  alle  die  Punkte  unser« 
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KSrpers  (d  Rnlie  bteibm,  weMe  loder  darch  den  gmoelnachaft- 
licben  Darcbachnittoponkt  O  der  drei  Axen  (ehMideo.  darah  die 

Gleichungen 


charakteriairten  geraden  Linie  Hegen,  «o  dass  folglich  die  Bewe- 
gung unsere  Kürpets  gerade  so  vor  sich  geht,  als  wenn  er  sich 
um  die  durch  diese  Gleichungen  charakteriairte  gerade  Linie  nie 
um  eine  feste  Axe  drehte. 

Bezeichnen  irir  die  180**  nicht  flbersteigenden  Winicel,  welche 
der  eine  der  beiden  Theile  dieser  durch  die  Gleichungen  J)  cha- 
rakteriairten Aze,  in  welche  dieselbe  durch  den  Punkt  O  getheilt 
wird ,  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,p,  i  einscfaliesst, 
respective  durch  «,  ß,  y,  so  sind  nach  den  Lebreo  der  analyti- 
schen Geometrie  die  Gleichungen  der  in  Rede  stehenden  Aze: 

'  cosn      cosp      COS}' 

Vergleicht  man  diese  Gleichungen  mit  den  derselben  Axe  ent< 
sprechenden  Gleichungen  1),  indem  man  diese  beiden  System« 
von  Gleichungen  auf  die  Formen 


cos^  cosv 

w= X,  a= — •*  X 

^      Gosa  coso 

bringt;  äo  erhKIt  man  auf  der  Stelle  die  titeichnngen: 


Nimmt  man  nun  za  diesen  beiden  Gleichungen  noch  die  bekannte 
Gleichung : 

4)  coan^-t-cosjS'-f  co6}^=l, 

so  erhSIt  man,  mittelst  eines  hinreichend  hekannten  VerfahreM, 
BOgleich  mit  Besiehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  in  den 
tollenden  Formeln  auf  einander : 
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I  COMI  =  ± 


V  •■'  +  ».'+•.'' 


S) 


Bvseichnen  wir  die  wirkliche  Winlcplgescb windigkeit  anaers 
Körpers  in  Bezug  auf  seine  durch  die  Gleicfauni^en  1)  charakte- 
risirte  Drehurigsaxe  durch  c,  die  Entfernung  des  beliebigen  Punk- 
tes (ri)|)  des  Körpers  von  dieser  Drehungsaxe  durch  r.  und  die 
ISO»  nicht  abersteigenden  Winkel,  welche  die  Richtung  der  Bc 
wegung  des  Punktes  (ttf})  mit  den  positiven  Theilen  der  Azen 
der  X,  jf,  I  ein  (ich  Messt,  respective  durch  p,  •tf),  %;  so  ist,  wenn 
t  wieder  eine  unendlich  kleine  Zeit  bezeichnet,  nach  dem  OUgen 
ofenbar: 

ITt.cOB9)=s{|iia  — ?o,)»,  i 

rr».  co»»C  =  (»»>— lPj)t, 

'_    rttt .  COS); = (ijPi  —  «a)» ;        ' 


«ICO»'^'= »1  —  J»i  , 

rocosx=iji)i  — fBa- 

Ans  diesen  Gleichungen  folgt,  mit  Rflcksicbt  auf  die  Glri- 
ebang 

•"  Gosq^-f  eosip^-|-cosj*=:l, 

«ttf  der  Stolle: 

7)  «.=  V  ftua  -  vW  +  (rrj  -  jcTJ»  +  (ifp;  -^  f  r»)». 

Weil  aber  r  das  von  dem  Punkte  (rpj)  auf  die  durch  die  Glei- 
chongen  1)  charakterlairte  Drehungsaze  des  Körpers  geAillte  Per- 
peüdikel  ist,  so  ist  nach  den  Liebreo  der  analytischen  Geometrie: 

K\  ^_  V"(?Ctt— '''^)*  +  ('P3— tPiJ'-KffOi  — »Ca)*. 

aiso  ist  •nach  7): 

9)  o=V^»+t.,»+P>^. 
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Ferner  ist  nach  8): 


VTji, — ije,)«+ (f  r,  -  Kt)'+ (ijBi  -  »a)* ' 


V  (i!>,-ini,)«+(re,-je»)"+(uei-w»)«* 
i?B,-fPa 

In  den  rarhe^ehend«o  Fonneln  Ut  das  Theorem  von  Euler 
eoUialten,  Hrelches  man  in  niüglichster  KSrze  auf  folgende  Art 
aawprecben  bann : 


Lekrgatx, 

Wenn  einem  KSrper  nm  drei  in  einem  fcemeln^chaft- 
liehen  Punkte  O  steh  rechtwinlciv  durchschneidende 
Axen  Kleichzeitig  drei  Winkelgeecnwindigkeiten  rj,  v^ 
Vf  ertbeilt  werden,  so  dreht  sich  derselbe  mit  der 
Winhelgeschwtndigkeit  e  =  V^Hi'-f  t^'-^oa*  »m  eine  durch 
den  Punkt  O  gehende  mittler^  Aze,  deren  Lage  gegen 
die  drei  ersten  Axen  durch  die  der  Proportion 

cosa:  coa^ :  CO«]' = ci :  0| :  «1 

genSgeuden  Winkel  a,  ß,  y  bestimmt  wird*). 

Warum  Herr  Pagani  dieses  Theorem  „le  corr^latif  de 
eeini,  qui  porte  le  nom  de  parallSlogrammt  det  for- 
üei"*')  nennen  konnte,  erhellet  jedem  Kundigen  nun  gewisss 
auf  der  Stelle,  und  bedarf  einer  weiteren  lürlSuterung  hier  nidit. 
Man  kann  mittelst  dieses  Theorems  allerdings  drei  drehende  fte- 
w^nngen  eines  Kßrpers  um  drei  senkrecht  auf  einander  stehende 
Axen  in  eine  drehende  Bewegung  um  eine  mittlere  Axe  zusam- 
mensetzen, und  aurh  sowohl  die  Lage  dieser  mittleren  Axe  ge- 
Sen  die  drei  ersten  Axen,  als  auch  die  Winkelgeschwindigkeit 
er  mittleren  Bewegung  aua  den  gegebenen  Wi nkelgMch windig- 
k«ten  der  Bew^ungen  um  die  drei  sich  rechtwinklig  durcliachnei- 


*^  So  iaiet  lich  dar  Sttx  s.  B.  an«g«drär]ft  In  dem  swar  älteren, 
■ber  immer  nock  lehr  empfehlenawMlheD  Syitem  dar  reloen  asd 
aDgnwaolten  HBchsnik  faiter  Körper.  Von  J.  J.  A.  Ida. 
Zweiter  Theil.  Berlin.  IBOS.  S.  S34.  $.  S»0.  Asf  nenere  Leht- 
bicher  der  Hediaaik  will  ich  abeiehilicb  nicht  weiter  Terwdica. 

**)  Oder  rleiu ehr  aodi  allgemeioer  le  eorrälatif  de  celal, 
<|ni  porte  lenom  de  faratlilipipid«  äei  foreet. 
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dendeo  Axea  leklit  bcstinmca.  Eben  «o  fcabs  luia  «bar 'no«  DA*' 
tSriicb  Avch  anijKafcebrt  eio«  drehende  Bewegwu;  um  eioe  Axe  in 
drei  drebeude  Befreguagea  um  drei  sieb  io  fiiistn  Ptankte  di««T 
Ax«  reehtwiDtlig  durcbscboeidende  Axen  zerlegen,  waa  einer  woi- 
tereo  Erlluternng  bier  nlcbt  bedarfen  wird. 

Wie  wollen,  oDaerm  eieentiicbei)  Zwecb«  jetzt  niber  treteedt 
hier  nar  noch  den  fol^^enden  besonderen  Fall  etwas  genauer  b»-  ' 
trachten.  In  Taf.  II.  Fig.  II*  sei  der  um  O  als  Mittelpunkt  in  der 
Ebene  des  Papierti  beschriebene  Kreis  ein  Meridian  der  als  eine 
Kugel  betrachteten  Erde,  deren  Halbmesser  wir  durch  r  bezeich- 
nen wollen.  Der  Duri-hschnilt  der  Ebene  des  Erdäquators  mit 
der  Ebene  diese«  Meridians  eoi'  AB,  die  Erdaxe,  um  welche  die 
Erde  sich  dreht,  sei  PQ,  und  P  sei  der  Nordpol,  Q  dasegen  sei 
der  Sßdpol  der  Erde.  Ein  unter  dem  in  Rede  stehenden  Meri- 
diane in  der  nördlicheB  Hälfte  der  KrdoberflSche  liegender  Ort, 
dessen  geographische  Breite  wir  durcb.Xi  beteichnen  wollen,  sei 
M,  so  dass  also  Ox  die  Vertikale  dieses  Orts  ist;  die  Mittaes- 
linie  desselben  sei  IVS,  und  Oy  sei  durch  den  Mitteipunitt  O  der 
£rde  mit  PIS  parallel  gezoi^en.  Die  Linien  Ox  und  Oy  wollen 
wir  als  die  positiven  Tfieile  der  Axen  der  f  und  g  eines  darcb 
den  Hittelpunlct  O  der  Erde  als  Anfang  gelegten  rechtwinbJigen 
Cooidionimsyetema  der  arvi  annehmen,  dessen  drilt«  Aue  der  S 
in  dem  Mittelpunkte  O  der  Erde  auf  der  Ebene  des  Meridiane 
des  Orts  itf  senkrecht  steht,  und  wollen  nun  nach  dem  EnUr'schen 
Theorem  .die  Rotations  he  weguni;  der  Erde  um  die  Erdaxe  PQ  in 
drei  Bewegungen  nm  die  Axm  tler  x.  y,  i  zu  zerlegen,  oder  jene 
eine  Befregung  durch  diese  drei  Bewegungen  zu  ersetzen  su- 
chen, wäbei  wir  uns  der  im  Torhergehenden  entwickelten  For- 
meln bedienen,  und  allen  dort  gebrauchten  Symbolen  ihre  frOher» 
Bedeutung  lasaeu,  indem  die  Coordinaten  r,  q,  }  sieb  jetzt  auf 
den  Punkt  Sl,  dessen  geographische  Breite  L  ist,  beziehen. 

Wenn  wir,  was  nach  dem  Obigen  offenbar  verstattet  ist,  die 
Winkel  b,  B,  y  jetzt  dem  nach  dem  Nordpole  P  der  Erde,  ge- 
richteten Toeile  OP  der  Erdaxe  entsprechen  lassen,  so  ist 
offenbar : 


co»(r:=sliLlJ,  GasJI=cos£,  coa/^0; 
folglich  Dachs  ): 

sinL=±- 


tt-J.  ,     ^ 

Vei«  +  V+V 
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Weil  sId£  und  co»L  beld«  posiiir  sind ,  nnd  In  dies«»  Forinato 
sich  beksontlrch  di«  oberen  und  unteren  Zeichen  ftuf  «Insnder  be- 
ziehen, 80  haben  c,  und  r,  ofenbar  ^jleictie  Vnrzeichen,  und  man 
mnes  in  diesen  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmeH, 
jenavhdem  Cj  und  c,  beide  positiv  oder  beide  nentiv  s^nd.  Aus 
der  dritten  der  drei  vorh  ergeh  enden  Gieichungen  Toigt  Dj^O,  eine 
Betregnng  um  die  Axe  der  x  findet  aiso  nicht  Statt,  und  mit  der* 
selben  Bedingung  wegen  der  Vorzeichen  nie  vorher  Ist: 


11)  Vi=^miaL,  i!«  =  ±Dcoei<; 

bnuar  mit  derselben  Bedingung  w«;en-  der  Vsnnohen  wie  vother. 
'  Offeobar  ist  im  votliegeaden  Falle 
-  K=r,  tj=0.,  }=,0.         .  ' 

AW  ifit  nach  10)  >  wenn  man  beachtet,  dass  auch  Ci—Q  ist: 

cob^säO,  c<»»^=0,  co8j;=  — -yi=== 


COSCp  =  0,   COS1|'=0,  C06X=—  -j.^^=- 

Ist  nun  in  Folge  der  Richtung  der  Beweenng  der  Erde  am 
ihre  ^xe  2=0  zu  setzen,  so  ist,  wie  uns  diedritte  der  drei  vor- 
stehenden Gleichungen  zeigt,  r«  negativ,  da  cosj  positiv  ist  Also 
mu«9  man  nach  dem  Obigen  in  diesem  Falle  in  den  Formeln  II) 
die  nnteren  Zeichen  nehmen,  folglich  ,        ,      . 

12)  t!i  =  — esinjt,  ri= — pcosL     > 

setzen. 

Ist  dagegen  In  Folge  der  Richtung  der  Bewegung  der  Erde 
um  ihre^Aze  j^ISO''  zu  setzen,  so  ist,  wie  uns  die  dritte  der 
drei  in  Rede  stehenden  obigen  Gleichungen  zeigt,  c^  positiv,  da 
cosr  negativ  ist  Also  muss  man  nach  dem  Obigen  in  diesem 
Falle  in  den  FwaielB  U)  die  oberen  Zeichen  nehmen,  und  daher 


DMzüdoyGoOglC 


Ob  man  in  Folge  der  Richtung  der  Bewegung  der  E>de  um 
ihre  Axe  z=Ü  oder  j;^=I80'>  zu  setzen  hat,  häng?  natGr lieh  vou 
der  Annahme  des  positiven  Yheila  der  Axe  der  i  üb,  worQhet 
im  Vorhergehenden  iiichlH  Testgesetzt  worden  ist,  und  nichts  fest- 
geisetzt  2u  werden  brauchte.  Bei  der  Annetiduiig  der  obigen  Ke- 
geln niuss  man  sich  aber  den  poMtiven  Theil  der  Axe  der  i  iniiiier 
ID  einer  bestimmten  Weise  angenommen  denken,  worSber  ein 
Jeder  die  ihm  selttst  am  Meisten  zusageade  Bestimmung  fest- 
setien  mag. 

Im  AngemeiDen  sieht  man  auK  dem  Vorhergehenden,  das« 
man  eich  dTe  Bewegung  der  Erde  nm  ihre  Aze  immer  durch  swel 
Betregungen,  die  eine  um  die  Vertilcale  Ox  des  beliebigen  Orta 
Jlf ,  die  andere  um  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  mit  seiner 
Mittagslinie  gezogene  Parallele  Ou,  ersetzt  denken  kann.  Die 
iiiiheren  Umstände  dieser  beiden  Bewegungen  werden  durch  die 
obigen  Formeln  bestimmt 


ni. 

Zur  Erklfirung  des  Foucault'achen  Versuchs  bat  man  nun  dos 
Euler'sche  Theorem  auf  folgende  Art  benutzt)  wobei  ich  im  Allge- 
meinen der  von  Herrn  Director  v.  Littrow  a.  a  Ü.  gegebenen 
Darstellurrg  folge,  natürKcb  mit  Weglasttung  alles  Dessen,  was 
Herr  v.  Littrnw  dort  in  sinnreicher  Weise  zur  möglichst  popa< 
lären,  aber  doch  wisse nechaftl ich  gefaalteneu,  f^rl&uterung  des 
Ealers'cben  Theorems  selbst  beigebracht  Lat,  da  es  mir  ja  jetzt 
uur  noch  auf  dessen  Anweoiiung  xur  Erläuterung  des  merkwBrdi- 
gen  Poucault'schen  Versuchs  ankommen  kasn,  nachdem  ich  vor- 
ber  einen  müglicbst  elementaren  analytischeo  Beweis  des  geoanu- 
ten  Tbeoients  lu  gflben  versucht  habe. 

Wir  denken  uns  zuerst  einen  Beabachter  in  einem  der  bei- 
den Erdpole,  grSsserer  Bestimmtheit  wegen  etwa  in  dem  Nord* 
pole,  und  das  Pendel  so  auTgehfingt,  dass  sein  Aufhüneepunkt  in 
der  Verlängerung  der  Erdaze  über  den  Nordpol  hinaus  fiegl ,  aber 
an  der  Bewegung  der  Erde  um  ihre  Axe  nicht  Theil  nehmen 
kann.  Unter  diesen  Voraussetzungen  wird  nun  natürlich ,  auch 
wenn  sich  die  Erde  nm  ihre  Axe  dreht,  die  ächwingnngsebene 
des  Pendels  feine  unveränderliche  Lage  im  Räume  benalten;  den 
Beobachter  aber  auf  der  um  ihre  Axe  sich  drehenden  Erde,  der 
von  der  Bewegung  der  Erde  nichts  fühlt  und  dieselbe  als  rnfaenA 
voranssetzt,  musci  die  Schwingnngsebene  des  Pendels  sich  B«lb- 
wendig  um  seine  eigne  Vertikale  mit  derselbe«  Winkelgeschwin- 
digkeit wie  die  Erde  um  ihxe  Axe,  nach  einer  der  Richtung  der 
Bewegang  der  letzteren  entgegengesetzten  Richtung  hin ,  zu  dre^ 
ben  scheinen.  So  stellt  unter  den  gemacfateo  Voraiissetzangan 
das  Phinomen  unter  einem  d*t  beiden  Erdpole    in  der  allerein- 
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fachstell  W»ise  sich  dar.  Nehnan  wir  ddii  aber  tSt  ti^end  einen 
anderen  Punkt  auf  der  Erdoberfläche,  grüaserer  Bestimmtheit  wegen 
in  der  nördlichen  Hälfte  der  Erde,  dessen  geograuhische  Breite 
L  ist,  da»  Euler'sche  Theorem  zu  Hülfe,  so  ist  klar,  dass  di« 
Sache  im  Allgemeinen  und  im  Wcsentücht-n  für  jeden  Punkt  aaf 
der  Erdoberfläche  ganz  dieselbe  ist  und  bleibt  wie  für  die  beideii 
Erdpole.  Nur  ist  die  scheinbare  Winkelgeschwindigkeit  der 
Scbwin^iigsebene  des  Pendels  jetzt  nicht  mehr  wie  vorher  der 
ganzen  \Vinbelgeschivindii{keit  der  Erde  hei  ihrer  Axendrehung 
gleich,  Böodern,  wenn  jene  durch  p.,  letztere  durch  e  bezeichnet 
TCird,  80  ist  nach  dem  Euler' sehen  Theorem  der  absolute  Werfb 
von  »1  gleich  vsidL,  d.  h.  man  muss  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Axeodrehung  der  Erde  mit  dem  Sinus  der  aeographiticbea 
Breite  des  Beobachtuitgsortamuitipliciren,  um  den  ahsoluten ^'ertb 
von  o,  zu  finden.  Was  die  Richtung  der  scheinbaren  ßawegung 
der  Scbwingungsebene  betrifft,  so  lasstsicb  dieselbe  nach  den  oben 
TOQ  mir  gegebenen  Rege lu  auf  die  einfachsfe  und  sicherste' Weise 
hestimniem  Ist  nämlich  in  Folge  der  Bewegune  der  Erde  um 
ihre  Axe  x=f  ^u  setzen,  so  ist  d^  negativ;  ist  dagegen  in  Folge 
der  Bewegung  der  Erde  uro  ihre  Axe  j[=:18ü''  zu  setzen,  so  ist 
ffi  positiv.  Für  den  Mathematiker  bedarf  die  Anwendung  dieser 
ganz  bestimmten  Regeln  keiner  weiteren  Erläuterunj^,  und  ein 
Jeder  wird,  wenn  er  die  Anwendung  dieser  Regeln  nur  einmal 
versucht,  sogleich  Oberseben,  dass  auch  in  Beziehung  auf  die 
Richtung  der  scheinbaren  Bewegung  der  Schwingungsehene  dea 
Pendels  Alles  auf  jedem  Punkte  der  Erdolierfläche  im  Allgemei- 
nen und  Wesentlichen  ganz  eben  so  vor  sich  geht  wie  wir  oben 
unter  den  Polen  gesehen  haben. 

Alles  Obige  beruhte  nun  aber  lediglich  auf  der  Annahme,  dass 
das  Pendel  so  aufgehfingt  aei,  dass  sein  Aufhlngepuntt  an  der 
Belegung  der  Erde  selbst  gar  nicht  Theil  nehme,  eine  Fordet 
rung,  die  natürlich  in  der  Wirklichkeit  niemals  erfüttt  werden 
kann.  Nun  haben  aber  von  Fnucault  wirklich  angestellte  Ver- 
suche  gezeigt,  was  wir  nicht  für  das  geringste  Verdienst  dersel- 
ben von  ihrer  praktischen  Seite  halten,  dass,  wenn  nur  der  Ptif 
delfaden  rund  und  homogen  ist,  man  ibn  beliebig  rasch  nm  sieb 
selbst  drehen  lassen  kann,  ohne  dadurch  einep  wesentlichen  Ein- 
fluss  auf  die  Lage  der  Schwingungsebene  ansznSben,  so  dass  das 
Experiment  an  jedem  beliebigen  Beobachtungsorte  gelingen  riusb, 
ITeoer  das  bei  den  Versuchen  anzuwendende  praktische  Verfah- 
ren erlaube  ich  mir  im  Interesse  der  Leser  des  Archivs  hn  Fol- 
genden Herrn  v.  Littrow  sprechen  zu  lassen. 

„Foucault  hat  in  dem  höchsten  Punkte  eines  GewSlbes  ein 
starkes  Metallstück  angebracht,  welches  als  AufhAngeponkt  fät 
den  Pendelfaden  dienen  sollte.  Dieser  geht  durch  eine  kleine 
Platte  von  gehärtetem  Stahl,  deren  freie  Oberfläche  genau  hori* 
zontal  ist     Der  Pendelfaden  seibat  ist  von  Eisendraht,  s^  Dur«^« 

mflsser  im  Mittel  ^^  Millimeter  und  seine  Länge  2  Meter.-  Am 
onteren  Ende  trigt  er  eine  polirte  Messingltngel  von  6  Kilogram- 
men Gewicht,  imch  unten  mit  einer  Spitze  versehen,  die  gewis- 
8«nnä»een  die  Verlängerung  des  Pradelfadens  ist. 


itzü^DyGoOglC 


111 

WHI  num  n  du  Ezpttiment  {i«b«i,  m  wird  mun  siierct  di« 
ctwatve  Tcnion  de«  Fadens,  so  t*te  die  drehenden  OscilUti«nen 
der  n^gel  wegznbrinfi^en  suchen.  Um  dann  dae  Pendel  aus  der 
tileicheenicbtJiage  beranszubringen ,  nmfaeet  man  die  Ku^el  mit 
einer  seblince  aus  Bindfaden,  dessen  anderes  Ende  an  «neni 
Punkte  der  Malier  in  einer  gerinften  Hübe  über  dem  Boden  be- 
festigt ist.  tjiebl  nan  dem  Faden  die  geborige  Läng«,  ho  wird 
man  die  Amphtude  der  !:k-hwingnn);en  des  Pendela  nach  Belieben 
abändern  kOiinen.  Bei  Foucault's  Eyperimenle  umlasHteii  die 
Sehn-ingunKen  In  der  Re^el  Anfange  einen  Bogen  von  15  bte  20 
Uraden.  Hat  man  alan  mit  Hflife  de«  Fadens  und  da  äcblin^a 
das  Pendel  ans  der  verfikalen  Lage  entfernt,  und  ist  die  Kugel 
lur  Ruhe  gekommen,  so  brennt  man  den  Faden  ab,  wodurch  die 
Sehtinge  tur  Erde  ßllt,  und  das  Pendel  sich  in  Bewegung  setst. 
nach  einer  halben  Stande  ist  der  Betrag  d«r  Drehung  in  nnsero 
Breiten  schau  9'*.39',  so  das«  diece  deutlich  in  dis  Aegen  fülib 
Um  sieb  an  fiberzeugen,  ob  diese  Drehung  wirklicli  mit  Continsi« 
tSt  vnr  sieb  geht,  wie  es  sein  ^11,  kann  man  sich  eines  vertika- 
len Stiftes  bedienen,  den  man  so  aufstelH,  dass  die  nach  abwärts 
gerichtete  JSpitie  an  der  Kugel  des  Pendels  bei  der  grffssten  Aus* 
«reichnng  desselben  von  der  meichgewichtriaee  jenen  Stift  fast 
berührt.  In  weniger  als  einer  Minute  findet  das  genaue  Zutum- 
mentreffen  beider  ISpitzen  nicht  mehr  Statt;  die  Spitze  an  de* 
Pendelkuget  weicht  auf  der  dem  Beobachter  zugekehrten  Seite 
der  Scbwingnng  immer  mehr  gegen  die  Linke  des  Beobachters 
ah,  was  darauf  hindeutt'.t,  dass  die  Drehung  der  Schwingifiign- 
eben«  im  Sinne  v^n  SOd  gegen  Westu.  s.  w.  erfolgt,  wie  es  auch 
sein  soll.  Die  mittlere  GrÖBise  jener  Drehunz,  mit  Rücksicht  auf 
die  Zeit,  zeigt  Gberetnatimmend  rait  der  Theorie,  dass  die  Schwin- 
gnngsebene  anter  der  geographischen  Breite  von  Paria  in  21  Stun* 
den  einen  Winkel  von  -2710  zurticklegt*).  Foucault  hat  s^Kter 
das  Experiment  im  Saale  des  Pariser  O bser rata ri ums  mit  einem 


•)    Pdr  ParU  Ut 

Iofiin£  =  0,87«T«24— I . 


Iogp=a,sa6302& 
«tiea.      Daher   iit    für  Paria    der   Logarithmai   du    aliuloteit    Wcrtb» 

=      0,8167024—1 

-t-2,lt56a025 
=     2,48aOM9 

irdchea  des  sbaoluten  Werth  von  Ti^STl^jOa  giebL 
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'  ■''«ndei  von  11  Meter  LSnsxo  Bns)i«fiBbTt ;  wo  üeh  Khm  o»cb  zvrei 
Schwingungen  «Ine  Ablenhang  d«r  SchwiaftoiigsebcDe  erkennen 
liMs." 

Herr  r,  Litlrow  benterkt  noch,  daes  man  schon  im  Jahre 
1661  In  Florenz  bei  Gelegenheit  von  Pendelvermtchen  die  hier 
beap^ebene  Ablenkung  der  Scbwingangaabene  beobachtet  hat, 
ohne  jedoch  eine  Erklärung  davon  zu  geben. 

Was  etwa  naoh  weitet  Aber  daa  bei  den  Versuchen  zu  beob- 
achtende praktische  Verfahrea  za  bemerken  sein  raücbte,  werden 
£e  Leser  in  den  spSteren  im  Archive  mitzut bei! enden  Aufsfitsen 
finden.  In  den  Mflnchener  Gelehrten  Anseigen.  18Q2. 
Nr.  30.  31,'  finden  sich  verschiedene  hierher  gehörende  sehr 
beachtenswerthe  Bemerkungen,  insbeeoDdere  auch  von  Her^  Coa- 
■ervator  Lamont,  der  sich  mit  diesem  Versach  mehrfach  prak- 
tisch beschäftigt  hat 

Schliesslich  bemerke  ich,  dass  der  Foucault'sch«  Varench 
natQrlich  anch  ein  ganz  neues  Mittel  zur  Uestimmung  der  geo' 
«aphiseheo  Breite  an  die  Hand  giebt,  und,  so  viel  ich  gehört 
Enbe,  beschnnigt  man  sieb  auch  scbon  mit  der  Consiruction  dazn 
diotender  Apparate.  Aber  auch  diese  AnwendunK  wird  eine  bis 
in  dss  kleinste  Detail  gehende  Eutwicketung  der  Theorie  des  se- 
Btanteo  schSneo  Versuchs  voraussetzen,  wenn  sie  wirklich  frucht- 
bar werden  soll. 


llDtor  dem  Aequalar  llut  tiA  dar  Veraar.li  ^sr  nicht  mehr  aiatrilles, 
da  dort  P,^=0  iit.  UebcrhBiipt  wird  denelüe  deito  amichMer,  dnto 
«Biiijrar  anicbanllch,  jemehr  man  «ich  dem  Asfaslar  aiheit.  Je  niber 
am  Pol,  daatu  bauer. 
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VI, 

Apparat  hu  IndactioBSTemuchen  mit 
der  üTelbenbatterie. 

Von 

Herrn  Director  Knochenhaaer 

■u  MeiDiftfteii. 


DU  nmi«D  V«rmche  ab«r  Sie  Indoctionserscbehiungen  an  der 
Nebenbatteri«,  die  icfa  Im  Teinngeoen  Sommer  «nKenteUt  hab« 
■■d  demnSchst  publicireo  wetde,  haben  micb  die  Bediof^nngen 
keDoen  gelehrt,  unter  welchen  diese  Indactionen  aia  stärksten 
berrortreten  und  mit  der  Entferanng  der  InductordrShte  am  lane- 
Hinaten  abeehmen.  DIece  Bedingnnsen  sind:  lan|;e,  ^t  leitende 
Inductordräbte,  ktirter  Schliesanngsdraht  dei  Ha apt hatten e ,  Fla- 
schen von  sehr  starkem  Glue.  soigßiltige  Verbindung  derihfihta 
nüt  den  Bele^ngen  der  Flaschen.  Fflr  diejenigen  «Amnacb,  die 
die««  ErscbeiBUnsen  nnr  auf  eine  bequeme  Weise  sehen,  aber 
kein«  strengee  Iflessungen  anstellen  wollen,  erlaabe  rch  mir  den 
folgenden  Apparat  zu  beschTeiben,  der  ihren  Wflnschen  eotspre- 
CMt  wird.  —  Zum  Ausspannen  der  IndnctordrShte  verwende  man 
awei  hSlzeree,  zerlegbare  Rahmen,  wie  einen  Taf.  U.  Fig.  1. 
darstellt;  die  Seitenwangen  AC  nnd  BD  seien  lO*  hoch,  ans 
4  Zoll  breiten,  *U  Zoll  stsrken  tannenen  Brettchen  bestehend, 
gegen  welche  nach  aussen  drei  l'/s  ^H  breite,  */•  ^'"  *ta<'l(e 
Latten   In  gimchen  AbsUedeo  ron  einander  mit  den  hohen  Kau- 


welcbe  nach  aussen  drei  l'/s  ^H  breite,  */•  ^'"  *ta<'l(e 
In  gimchen  AbsUedeo  ron  einander  mit  den  boheo  Kau- 
ten geleimt  nnd  mit  Stiften  befestigt  sind;  die  8*  langen  Qner- 
stftbe  JVJf  und  OL,  roa  denen  der  unterste  2*  Aber  C  nnd  D 
steht,  bilden  2  Zoll  breite,  */■  Zoll  starke  Latten,  gegen  deren 
Hltle  man  andere  1%  Zoll  breite  wie  vorher  befestigt.  Die  bei- 
den Qoersiabe  endeu  mit  2  Zoll    im  Quadrat  starken  KIStzen  E, 
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F.  G,  H,  die  io  Ho)z8cbraiib«ii  flbergehen;  man  legt  den  obem 
Stab  in  einen  karsen  Schlitz  zwischen  deii  beiden  vordem  Quer- 
leisten auf  den  Waneen  AC  ond  BD,  den  nntern  dnrch  einen 
ifingern  Schlitz  zwiscEen  denselben  Querleisten,  und  zieht  die 
Schraubmutter  ■  an.  In  den  KIStzen  £,  F,  G,  H  stecken  starke, 
etwa  um  2  Zoll  nach  vom  hervorragende  Gla«pflScke,  zwei  dn> 
Cleicben  etwas  kürzere  in  den  2*  von  einander  abstehenden  Holz- 
klötzen J  und  K.  Die  zwei  letzten  haben  vorn  eine  Messingfas' 
sunü  A  (Taf.  IL  Fig.  2.),     gegen   welche  dr%  mit  PISttchen   endi- 

f  enden  Drähte  C  und  D  sieb  niittelet  der  Druckschraube  B  Test 
lemmen  lassen^,  die  andern  1  GlaspflOcke  sind  vom  mit  einigen 
gefirnißten  FRden  uroniclcelt.  Die  SO*  langen  Inductordrähte  von 
etiva  %  Linien  starkem ,  ausgeglSbtem  Kupferdraht  werden  mit 
ihren  Enden  bei  J  und  K  festgeklemmt.  Ober  die  Glaepflücke  ge- 
legt und  darauf  durch  Uerabdriieken  von  GH  mSsstg  stark  ange- 
spaonL  —  Flaschen  wird  man  4  gebrauchen ;  man  lasse  sie  zu 
iV  bis  l'/j  Quadr.-Fuss  äusserer  Belqsungans  sehr  dickem,  etwa 
3  Linien  starkem  CUaee  ait  senkrecAten  Wänden  wie  ASCO 
(Taf.  II.  Fig.  3.)  anfertigen,  und  einen  kurzen  Messingstab  auf 
dem  Boden  einer  jeden  mit  der  Belegung  durch  Ankitten  und 
Ueberkleben  eicher  metallisch  verbinden;  die  Druckschraube  F 
dient  dann  zur  Befestigung  des  Schliessungsdrahts  FGH.  Mit 
einer  Flasche  der  Nebenbatterie  verbindet  man  den  Funkenmesser 
NM;  in  ihm  lanfen  zwei  MessinKstSbe  NP  und  MQR  auf  4  Zoll 
Distanz  neben  einander  und  werden  durch  die  in  Hülsen  fest  ein- 
gekittete Glassäule  JK  getrennt;  etwa  4  Zoll  «ber  JK  Uip  der 
eine  Stab  die  Kugel  N,  der  andere  an  einer  Schraube  h  die  Ka- 
gel  M,  beide  mindestens  von  %  Zoll  Durchmesser.  Die  Schraub- 
mutter zu  L  ist  durchschnitten,  um  sie  mit  der  Schraube  O  fest 
anzuzieho.  Der  innere  Messingstab  drflckt  mit  der  Platt«  Psegen 
die  innere  Belegung,  durch  den  äussern  geht  die  Schraube  Q, 
welche  die  an  einen  Draht  gelütbete  Platte  W  an  die  Süssere 
Belegung  andrückt.  Um  den  Stand  dieses  Funkenmessers  siche- 
rer zu  machen,  greift  das  obere£nde  des  Stabes  LQ  m  die  Hülse 
bei  R  ein.  Wenn  sich  zwei  Flaschen  In  der  Nebenbatterie  hefiR^ 
den,  so  wird  die  zweite  mit  einem  ähnlichen  Apparat  armirt,  dem 
nur  die  Kugeln  M N  nnd  der  Fortsatz  QR  fehlen;  man  verbindet 
sie  durch  DrShte,  die  zu  den  Klemmschranben  J  und  K  fOhren, 
natürlich  so,  dass  die  beiden  Innern  und  ebenso  die  beiden  Sna- 
eern  Stibe  mit  einander  znsammenkommen.  Die  Neb«nbatterie 
steht  am  besten  Isotirt  auf  einer  Glastafd  V,  an  die  unten  4 
StandglSser  {T,  TJ ...■)  gekittet  sind.  Da  fSra  Maximnm  der  In- 
ductioQ  bei  nnveränderlem  Scfaliessungsdraht  der  Hauptbatterie 
die  Linge  des  Schliessungsdrahls  der  Nebenbatterie  durch  Pro- 
fairen  ermittelt  werden  muss  (denn  starke  Flaschen  sind  selten  an 
Kraft  einander  gleich),  so  ist  es  beqnem  zwei  an  GlassSnlen  be- 
festigte Klemmen  H  und  5  anzubringen,  die  erste  verbunden  mit 
dem  Draht  inr  innem  Belegung  HUF,  der  bei  zwei  zur  Neben* 
batterle  combinirten  Flaschen  sich  bei  G  spaltet,  die  andere  ver- 
bunden mit  der  HOlse  R  und  einem  ISogern  Metalls trei fen ,  auf 
welchen  die  eine  oder  beide  Flaschen  gesetzt  werden.  —  Von 
der  nicht  iaolirten  Haoptiiatterie,  die  durcn  Znleitang  der  Elektri- 
ciUU  uf  rin<mi  tinlge  Tnss  langen  Draht  geladen  wud,  führt  der 
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mit  der  innera  BeJegnng  verbundene  Schliesaiingsdraht  (überall' 
der  Klcicbe  Y4  Liaiän  starke  Kupferdraht)  zur  Klemmschraube  D 
fTaClI.  Fig.  4.)  des  Aiistaders  ABFG;  in  diesem  sind  die  bei- 
aen  Kugeln  A  und  B,  diese  fest,  jene  durcb  die  Schraube  C  ver- 
ateilbar,  auf  die  gläsernen  Säulen  F  und  G  gekittet  und  Kur  Si- 
cberang  ihres  Standes  durch  den  gläaemen  Querstab  ED  ge- 
statzL 

Bei  den  Versocben  müge  i:uerst  jede  der  beiden  Batterieo 
3  Flaschen  enthalten.  Man  stellt  die  Rahmen  AB  und  CD 
(Taf.  II.  Fig.  5.J  parallel  zu  einander  um  etwa  '2'  getrennt  auf; 
die  Hauutbalterie  J  erhält  vom  Conductor  K  ihre  £iadung;  ihr 
Schliessungsdraht  filhrt  zur  Klemmschraube  D  (Taf.  II.  Fig.  4.) 
oder  EU  den  Kugeln  h  des  Ausladers,  von  da  nänilich  von  des 
Klemmschraube  £  (Taf.  II.  Fig.  4.)  in  einer  horizontalen  Draht- 
ISnge  Ton  3'  nach  M  (der  Schraube  K  Taf.  II.  Fig.  1.),  geht 
durch  den  Inductordraht  bis  iV  und  von  hier  in  etwa  4'  zur  fius- 
«eni  Belegung.  Von  den  Schranbeh  Fund  W  U ,  K,  Taf.  II. 
Fig.  i.)  des  zweiten  Rahmens  laufen  die  etwa  o'  lan!;en  Kupfer- 
drähte FS  und  WU  horizontal  aus,  die  bei  U  und  Q  durch  die 
Klemmscbraubeu  {H,S  Taf.  11.  Fig.  3:)   hindurchgehen  und  fest 

Kfasst  nerden.  Man  schraubt  nun  die  Kugeln  M  und  N  (Taf. 
Fig.  3.)  des  Funkenmessers  nach  und  nach  so  nahe  an  ein- 
ander, bis  sivischen  ihnen  in  dem  Moment,  wo  sich  die  Haupt- 
batterie  über  L  entladet,  der  Inductionsfunken  erscheint.  Hier- 
auf rfickt  man  die  Nebenbatterie  P  nfiher  oder  weiter  vom  Rah- 
men AB,  indem  man  die  Urahtlänge  VR  und  WQ  verkürzt  oder 
verfSngert,  bis  man  bei  unverändertem  Stand  der  Kugeln  L  den 
längsten  Funken  zwischen-  N  und  M  erhält.  Ist  die  Lance  des 
Sehtiessungsdrahts  der  Nebenbatterie  fflr  das  Maximum  der  In- 
duction  auf  diese  Weise  festgestellt,  so  kann  man  die  Rahmen 
näher  an  einander  bringen  una  nach  und  nach  tvieder  von  einan- 
der entfernen;  dies  zeigt  die  allmäfalige  Abnahme  der  inductrterr 
Ladnng  der  Neben  battetie,  und  man  wird  sicher  die  Rahmen  bis 
anr4'  BUS  einander  rOcken  müssen,  ehe  die  Länge  des  Inducir* 
ten  Funkens  bis  auf  Vz  Linie  herabknmmt,  sofern  die  Distanz 
zwischen  den  Kugeln  des  Ausladera  gegen  2  Linien  betrügt.  — 
Will  man  sich  ferner  von  dem  Gesetze  überzeugen,  dase  die 
Längen  der  beiden  Schliessungsdrähte  sich  nnigekehrt  wie  die 
Zahl  der  Flaschen  in  beiden  Batterien  verhalten,  so  lasse  man 
die  Hanptbatterie  aus  2  Fluschen  bestehen  und  setze  in  die  Ne- 
benbatterie  nur  eine;  man  wird  dann  hier,  wo  der  Schliessungs- 
drafat  der  Hauptbatterie  ungeföhr  38'  lang  ist,  jeden  der  DrSnte 
¥R  und  WQ  noch  etwa  um  10'  zu  verlängern  haben,  ehe  die 
Sebenbatterie  das  Mazimnm  ihrer  Ladung  erlangt.  Eine  kleine 
Stürang  tritt  dadurch  ein,  das»  die  Drähte  VS  und  WV  einan- 
der zu  nahe  sind  ;  indess  lässt  sich  das  Gesetz  deshalb  doch  nicht 
verkennen.  Auch  kann  man  3  Flaschen  in  die  Hauptbatterie  neh- 
men und  den  Nebendrabt  bis  zum  Maximum  der  Induclion  noch 
nm  etwa  38'  verlängern.  In  den  beiden  letzten  Zusam  nien stell un- 
een  der  Batterien  hat  man  die  überraschende  Erscheinung,  dass 
bei  kleinen  Distanzen  der  Inductordrähte  von  einander  (1  bis  2Zoll) 
der  inducirle  Funke  über  NM  (Taf.  II.  Fig.  3.)  länger  ist  als  der 
Fanken  über  L  (Taf.  11.  Fig.  5.)  und  viel  stärker  schallt. 
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VII- 

ntecellen. 


Den  In  Tbl.  XIX.  HeltlV.  Nr.XXXIU.  abKedruckteo  «cfaünen 
AiifKatz  übersendete  Herr  Lector  Lind  man  mir  mit  dem  folgenden 
Biiefe.  Die  buchst  liebenswürdige  Bescheidenheit,  mit  welcher 
Herr  Lindman  sich  in  diesem  Briefe  Gher  seine  Leistungen 
anespriuht,  veranlasst  mich,  denselben  ganz  abdrucken  2ulassen,weil 
ich  dadurch  zugleich  den  durch  die  Worte  :  „Si  in  Archivo  mentjonem 
hujuH  rei  facere  Tibi  placuerit,  gratisislrauro  mihi  erit."  ausgeepro- 
ebenen  Wunsche  meines  verehrten  Freundes  am  Besten  ku  ent- 
sprechen hoffe.  Wa^  derselbe  am  Schluss  seines  Briefes  v«a 
Sich  Selbst  sagt^,  ist  nur  der  Ausdruck  der  liebenswürdigsten 
Bescheidenheit;  denn  wer  schon  mehrere  so  schCne  Arbeiten  se- 
liefert  hat,  wie  Herr  Lindman,  hat  nicht  nCthig,  sich  „nufla 
ratione  divitem"  zu  nennen;  wSre  doch  schon  eben  diese  an- 
spruchslose Bescheidenheit  ein  grosser  HeichthumI  Was  aber 
mein  verehrter  Freund  in  diesem  Briefe  über  mich  sagt,  nehme 
'  I  den  Ausdruck,  seiner  freundschaftlichen  Gesinnungen 
■        "         —     -  .    -.  j^ui  herzlichsten  Danke  ver- 

I  mir  stets  xu  bewahren. 


gegen  mich  anf,    wofür   ich  ihm  zu  dei 
pflichtet  bin  und  ihn  bitte,  dieselben  mi 


„Johanni  Angnsto  Gninert 
Christianns  FrederiCns  Liüdman,  Lecflor  Strengoeseosbi  8.  P.  D." 

„Ut  in  Archivum  Tuum,   »  niaceat,    recipias,  problemata 
quaedam  geometrica  nunc  mitto.     Quod  ad  primum  attinet,    dod 


;dby  Google 


poBsniD,  qoin  mlrer,  me  id  nucqnam  reiicrire  pohilMe.  Qood  si 
Tu,  qat  aoctriDa  Ternmqn»  cojjDitione  rae  milliea  snpnraAt  hoc 
Problems  ante«  vidisti,  ora,  ut  icl  aupprimas.  Probleinata  tortiuia 
«t  qaartam  roelins  forsttaa  ac  rectiua „Uebun|;saurgabeR  fiTr  Scho- 
lar" apellaotnr,  qnamquani.  in  utroque  est,  qaod  initio  eupe- 
ctandam  non  videatur. 

Posteriores  Archivi  Tui  tomosiperlegens  qpaedam  aDimadverti, 
qnae  et  ad  Te  et  ad  me  pertinent  In  tom.  XVI.  pam;.  424.  aeoq. 
Da*  SchefTler  Brunsricensis  solDtionem  problematis  Malfattioi  ae- 
dlt,  qua«  a  Tua  in  suppl.  Leiicl  Klflgeliani  (Pars  prior,  pag.  29. 
seqq.)  vix  «t  ne  vix  quidem  ilifferat.  In  tnnit  XVlII.  paj^.  31). 
seqq.  Doctor  Werner  theorema  de  dlffcrentiatioiie  «üb  signo  / 
»petita  proposnit,  qaod  a  me  quattuor  fere  abhitic  annis  ie  dls- 
sertslione  pro  munere  Lectorrs  propositum  est  posteaque  usnrpik 
tarn  in  traclatu,  cor  Refpa  Acddemia  Scient.  Holmiensia  in  ÄcHs 
sais  iocnm  dare  dignata  est.-  Rogo  Ta  ut  opuscnia,  eptstolam 
seqnentia  tsoiquam  documentum  hojus  rei  acetpias.  Si  tu  Ar- 
chivo  mentionem  bujus  rei  facere  Tibi  placnerit,  grstiasimum  mihi 
erit.  Fortssse  nnia  venit  Tibi  in  mentem  Horatianum  illud : 


.    „Mnlti  rixantur  de  Isna  saepe  caprinft" 

scd  memineris,   eum,    qui  non  multnro  habet,   nihil  sine  damno 
perdere  meqne,    nulla  ratione  divitem,    hac   esse   pauperrimum. 

/-"  Sin":E 
— ^dx  adjeci.  Valeas." 


Was  die  Ton  Herrn  Lindman  in  dies en  Briefe  mir  gentacb- 
ten  Mittheilungen  betrifft,  so  erlaube  ich  mirzuerst  su  bemerken, 
dasB  ich  allerdings  rftcht  gut  wtuiste,  dassdie  von  HerrnScheff- 
ler  in  Braunscbneig  in  Tbl.  XVI.  S.424.  gegebene  Auflösung 
des  MalfattiVben  Probienis  mit  meiner  eignen  Auflösung  in  den 
Supplementen  zum  Klfigelschen  WOr lerboche.  ThI.  I. 
S.  'iö.  im  Wesentlichen  fibereinstimmt.  Ich  bin  aber  eben  so  sehr 
fiberzeugt,  dass  Herr  ScbeTrier  diese  Autlüsung  gans  selbst- 
ständig  gefunden  hat,  und  meine  eigne  AuQiisung  gar  nicht  ge- 
kannt bat.1  Einestheils  deshalb,  anderntbeils  aber  auch,  um  diese 
Auflösung  bekannter  zu  machen,  lieits  ich  Uerrn  Scheffler's 
Aufsatz  im  Archiv  a  a.  O.  ahdruciien,  ohne  das  zu  bemerken, 
worauf  mich  jetzt  Herr  Lindman  aufmerksam  macht.  Herr 
Scheffler  wird  mir  das  nicht  übel  nehmen,  indem  es  ihm,  wie 
Ich  wenigstens  hoffe,  wohl  nicht  geradezu  unangenehm  sein  wird, 
bei  einer  kleinen  wissenschalUicben  ünteisncbung  mit  mir  zusam- 
mengetroffen SU  sein. 

Ferner  bemerke  ich,  dass  das  von  Herrn  Werner  in  Theil 
XVIIl.  Nr.  IV.  5.  39.  gegebene  Theorem  allerdings  schon  früher 
TOD  He^m  Lindman  gefunden  worden  ist,  wie  aus  den  heideu 
fügenden  mir  mit  obigem  Briefe  gutigst  übersandten  iSchriften 
deutlich  hervorgeht: 
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Tfcesfl«  quas  pro  monere  LectAria  pnhlleae  een- 
avrae  modeste  sobitcit  Mas.  C.  F.  Liodmaa,  Ad  Rae. 
Acad.  Ups.  Docena.  tpsaliae.  1848.  4. 


leinnad  d.  31.  Januarii  1851. 

(Aus  den  Schriften ,  der  Stockbolmer  Akademie  der  Wisaen- 


(Aus  < 
ineo.) 


schal 

Leider  habe  ich  diese  beiden  Schrillen  nur  erat  jetzt  kennen 
gelernt,  indem  Herr  Lindman  dieselben  mir  gütisat  übersandt 
^at;  hütte  ich  frOher  von  denaelben  Kenntnias  eebabt,  eo  wflrde 
ich  Datürlich  bei  dem  Aufautze  dea  Herrn  Werner  bemerkt 
haben,  daea  Herr  Lindmaa  die  betreffenden  Sätze  achan 
frfifaer  gefunden  habe,  n-elcbe  Schuld  Herrn  Lindman  nun  nach* 
trSglich  abtragen  zu  kOnnen,  mir  zur  grüaaten  Freude  gereicht 

G. 


In  seinen  „GrOsslentheils  neuen  Aufsahen  aua  dem 
tiehiete  der  Grinm^trie  descriptive.  ZQrich.  1845." 
die  wir  ala  sehr  empfebienstverth  den  Lesern  des  Archiva  bei 
dieser  Gelegenheit  wieder  inErittnerunsbriDgen.theill  HerrPrefeaanF 
L.  Hossbrngser  in  Aaran  auf  S.  l'iS.  folgende,  ihm  aeibst 
von  Herrn  Pro^sor  Rytz  in  Aarau  nitfcel heilte  Constraclion 
der  Achsen  der  Ellipse  aus  zwei  ffeifehenen  conjugirten  Durch-  - 
messern  mit,  für  welche  der  analytisch«  Beweia  tod  Herr» 
Maaabrngger  aelbal  herrfihrt. 

Es  seien  Taf.I.  Fig-Ö.  Am  und  Bm  die  der  Lage  and  GrSssa 
nach  gegebenen  zugeordneten  Darchmeaser.  Wir  errichten  im 
Durchschnitt  m  beider  Durcbmesaer  auf  den  grOasem  -Am  ein 
Perpendikel  mD^n^Am,  verbinden  D  mit  B  durch  die  Linie  BD, 
halbiren  BD  in  M  und  beschreiben  aus  jlf  mit  der  Entfernuni; 
Mm  einen  Halbkreis,  welcher  die  Linie  BD  in  zwei  Punkten  E 
und  F  schneiden  wird;  ziehen  endlich  durch  m  und  E,  m  nnd  F 
die  Linien  mEHG,  mFLN,  so  dass  mL=:DF  und  mU=BF 
ist,  an  sind  mL  die  halbe  grosse  und  m/f  die  halbe  kleine  Achae 
der  Ellipse  in  ihren  erforderlichen  Grüasen  und  Lagen.  Die  De- 
duktion dieser  Constmktion  ist  folgende: 

Es  Ist  ra  feigen,  dass  DF=a  und  BP^=i  Ist,  wenn  2a  und 
S6  die  grosse  und  kleine  Achse  der  Ellipse  bezeichnen.  Es  seien 
daher  Am~f,  Bm-:^g,  ^NmK=^AML=tp,  ^LmB=tB, 
DF=x,  BF—S,  •"  »'= 
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(*+äl)«=/'+y«-S!/Sp:«<9l)»-K»+»)] 
oder 

(»+S)'=/'+J>+2/i>«lli(,.+») . 
i>«  aber  nach  den  Eigensehaßen  der  Ellipae 

o'+6»=/^tj«,    i.4=/s»in(9>+to) 
isl,  80  folgt  Bogleieb,  daoo 

(ar+s)'=«"+2o4+6«=(i.+J)«, 
also 

*+»=<■  +  » I) 

Ist.    Ferner  ist  in  den  Dreiecken  FmB  und  FmD 
y  :  3=a\mo  :  sinBFC 
p  :  /■=sin(!)0»+?i):ain(180»-«*'6') 


h:f= 

CO«» 

:  sin-BfC 

milliin 

smBFC^^ 

■iiiie , 

und    siaB  FC =^coaip; 

folglich 

X      fcos<p 

,    Oder  anch  |ä  = 

.  «"»in«'  .' 

nnn  ist 

aber  nach  den 

Eigenscbanen  der 

Ellipse; 

singjcos^i 
siniecosto ' 

daher  n 

iid 

•neh: 

i: 

=(gytg«. 
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Endlich  ist  «bmbll«  aua  den  Elfenschaften  der  EUipM  be- 
kannt, doss 

b* 


mithin  ist  auch 


s—t 


2) 


Ans  1)  nnd  2)  folgt  aber,  dass  y=6  nnd  x^a  ati,  was  in 
B«zlehnn|^  auf  di«  GrSsse  dieser  Linien  ed  beweisen  war.  Ans 
der  Constrnktion  selbst  gebt  aber  hervor,  das«  diese  Linien  aof 
einander  senkrecht  stehen;  mithin  haben  we  auch  unter  sich  die 
erforderlicfae  Lage. 


Drackfehler. 


In  Tbeil  XIX.  8.  44L  Z.3.  mnss  die  Gleicbimg  .lO)  brissen: 


2  '^  1X2      "*■      3J.2.3.4  5.1.2..6       +" 


nnd   auf  derselben  Seite  Z.  31. 


=-jC+2ig- — rrä~+  AXiU — 
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'rm. 

ITelber  die  Iiehre  von  den  imagrlnftren 
CtrSgsen,  als  ForteetzanK  nnd  weitere 
AosniiruiiK  der  AbliandlunK  ÜTr.  Xü. 
m.  8.295.  Im  erstenThelle  desArdilya. 

dem    Heraasgeber. 


S-1- 


In  der  Abhandhing   Aber  den  Siiiomiscben  Lehrsatz*)  (49.) 
i«t  gezeigt  irorden,  daas  fflr  jedes  reelle  er  uod  ß 


1) 

'  ..(CO,?  +  .in/lV^l)  =  1  +  it£^' 

+  <'+?t"^^ 

+  «^±1^- 

* 

+'"ir^^ 

+ 

*)  llioniDtiir  wird  immer  die  Abhandlan^  Uli.  VIII.  Kr.  XXV.  ver- 
■tuden,  hl  welcher  (S.  2T3.)  achnn  aaf  die  foriie^ende  Abhandlnng 
■ber  dia  insgittSran  GrSncn  hinrewiBson  worden  i>t;  der  Abdruck  der- 
Mlben  iai  Teripitet  worden,  weil  eine  gröaiere  AnsiJil  iiad(ir«r  Abband* 
InMgm  vorlag,  doran  Abdruck  dringeoder  enchien, 

TheU  XX.  S 


n,„iz.d.,'Co(lg[c 


1» 

ist.    Also  ist,  wenn  a  eine  beliebige  peeitive  GrSoee  bezeichnet: 

■     3)    e<U|eos(^iii)  +  sin(#ie).V^I 

_,.(«±lV3)ln 
—  1  +  1 

.  i(«+gV^ri)i,|. 

.  |(n+^V~l)ln|' 
+  1.2.3 


+ 


1.2.3.4 


+ 

Weil  nun  nach  dem  aligemeinen  BegrilTe  der  Logaridmien 

und  folglicli 

ist,  wo  unter  allen  Potenzen  deren  reelle  positive  Werthe  zu  Ter- 
stehen  sind,  so  ist  nach  der  Abhandlung  über  den  Binomischen 
Lehrsatz  (44.)  Itir  jedes  reelle  a;: 

3)    «.=H-^  +  V^+-j^+.jj^j-j-  + 

Vergleicht  mAn  di«  beiden  Reihen  auf  den  rechten  Seiten  der 
GIeichun);en  2)  und  3)  mit  einander,  s»  bemerkt  man  auf  der 
Stelle,  daea  die  er»te  aus  der  zweiten  herrorgcht,  wenn  man 
«f+pV — t  (ÜT  X  setzt.  Deshalb  versteht  man  der  Analogie  ne- 
ge»  unter  der  Potenz 

der  positiven  GrSase  a  mit  dem  imaginären  Exponenten  tt-f-ßV  — 1 
die  Summe  der  stets  convergirendeu  Reihe 

fg^-py-I^)!«      t(a+)jV^)la|a    |(«+pV-^t«l' 
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und  setit  also  tn  Folge  der  Gleichnis  3):  :    -     . 

wo  den  Grüssen  cc  und  ß  alle  reetlen  Weitbe .  lieigelMt  Ti>eTd6B 
kSnnco,  die  GrSsse  a  aber  nur  positiv  genommen  werden  darf. 

Für  v=0  erhSU  man  uu  der  votbergebenden  Gleichung 
■»)'■     «i»V=T=cos{(JIo)  +  «inflJlii).V— 1, 
und  (Qr  ß=:0  erglabt  sieb  atu  dvr«elbes 

6)    ii''=e^». 
Atso  ist  offenbar  immer 

Weil  nach  4) 

««+^-<  =  c«l-|a>8(pla)+*io(|Sla).V"^,    ' 
or-HfV=r=^loicoa(iI(i) +sin(ffla) .  V^^Ti 
ist,  80  ist  nach  dem  Hotvre'acben  Theoreme 

=  e('H-T)i-{cosC{p+a)la)  +  rin((ß+d)lii)  -V^; 
nnd  weil  nnn  nach  4) 

=  c(H^)l-tce8((^+ö)(o)+8in((ß+3>lB).V^n"l 
iet,  so  ist 

Für  a=e  ist  nach  4) 

9)      e«+?V^  =;  «"(cosp  +  sinjSV^), 
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vDd  folglich  Dir  a=0: 

10)     rfV=I=awp+»in|SV=n. 
Also  ist,  wenn  wir  ßss^x  aetxan: 

11)     «t»V^=sc«sjdfcsiB«V"-^. 
Durch  Addition  und  Snbtraction  der  beidm  GleidiaogeD 
cos« +«liKr  V^=s  ««V^. 
cofu:— siiueV  —l=e-'^^—^ 
erb&U  man; 


ä<^=i    ■ 


13) 


■(,i.v-i+,— y  - 1)  V=T" 


U)  < 

/  ^  fV-Ht-^'^'.,—, 


»Google 
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16) 


"(i_,uva)V":n' 


L    =   ^f^i  +  JviU. 


Aefanliche  Formeln  TrSrden  sich  auch  f3r  die  QbrigeD  gonio- 
flwlrisch«)  Functionen  entnit^eln  lassen,  wobei  wir  jedocn  hier 
ODB  nicht  aufhalten  wollen,  weil  die  Sadie  gar  keine  Sdiwierig- 
keit  darbietet 


5.2. 

Dnter  dem  natOrlichen  Logaildinins  der  Ima^nSren  Crüase 
«  +  |SV  —  l,  d.  I,  in  der  ans  der  Abhandlung  Aber  den  Binomi- 
Bcben  Lcbraatg  bekannten  Bezeichnung  nnter  der  ürGase 
l(a-(-|JV — 1),  Ttfsteben  wir  eine  Gr&sse  roa  solcher  Bescbaffen- 
hdf,  das« 

17)'      elt»+#V^l  =  o  +  pV^l 
ist.    Setzen  wir  nun 

18)    H'«+ßV-i)=p+9yf~i> 

so  mnsa  alao 

folglich  nach  9) 

eP(coB9+sin9V"irT)  =  «+  ß^'^ 

sein,  woraus  sich  zur  Bestimmung  der  Grössen  p  und  9  die  bei- 
den  Gleich  ongen 
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19)      etcoa^—ai ;  afsin^s^ 

ergeben.    Quadriit  mao  diese  beiden  GleichnngeD,  and  addiit  Mit 
dann  za  einaDdet,  so  erhält  man 

20)    ««?jccB«+/I», 

lolglich  2p=l(aS-f  j!*)  oder 

21)    p=|l(<,»+^.  __  , 

Alaobt 

d.  i.  nach  dem  allgeineiiien  Begriffe  der  Lc^aritbineii: 

und  wegen  der  Gleichangen  19)  moss  folglicli  9  so  bestimmt  wer- 
den«  dass  zugleich 

C0H9.V'a"+ß«=a,    siBj.Vö«+p*  =  ß 


oder  dass 

ist,  welches  offenbar  jederzeit  mSglieb  ist,  weil 

ist.    Uebrigens  kann  man,  da  nach  SS) 
24)     tang9=J 
ist,  9  auch  mittelst  der  Gleichung 

Ä)    9=ArctaDg  — 
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bastimmen,  bat  daSB  aber  an  bemerken,  dass  sieb  der  Bogen  tf 
im  ersten,  zweiten,  dritten,  vierten  Quadranten  endigen  muss, 
vrenn  respective  a  positiv  und  j3  positiv,  nr  negativ  und  |3  positiv, 
a.  negativ  nnd  &  negativ,  a  noaifiT  nnd  3  negativ  ist,  weil  nur, 
wenn  diese  Bedingungen  erfüllt  sind 

9=Arcco8 


sein  bann,  nie  es  nach  dem  Obigen  erfordert  wird, 

Ist  nnn  q  eehürig  bestimmt,  so  ergiebt  sich  aas  demVerhet- 
gehenden  uomittelbar  die  Gleicbung 

Anf  Efanliche  Art  wie  vorher  versteben  wir,  wenn  B  eine  be- 
Gebige  positive  GiSsse  bezeicbnet,  überhaupt  unter  dem  Logarith- 
mus der  imaginären  Grösse  a-f-PV  —  1  iür  die  Basis  B,  welcher 
dnrch  log(«+p V  —  1 )  bezeichnet  werden  mag,  eine  Grösse  von 
solcher  Beschaffenheit,  dass 

'  ist. 

Setsen  wir  nun  e=B",  so  ist 

also  nach  26) 

Nach  4)  Ist  aber 

(B«)Jl(«'+i>'H-flV^ 
=cUt'''+|S*)-*l«|co8(Jf9lB)  +  sio(jMvlß)-V"^l 
nod 

=  eJ"H'"+P'>-l«!cos(3fylß)  +  sin(»7lfi).V"^l. 
so  dass  also  offenbar 
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(B*)ll(»'+(J*)+iV^  =  Bl«i(«'+(''l+-**V^n'. 
and  folglich  nach  dem  Varhergehenden 

ist.    Weil  DUD  aber  nach  17) 

lat,  so  ist 

Vergleicht  man  diese  Gleichnag  mit  der  GlelchuDg  27),    so  er- 
giebt  sich  aof  der  Stelle 

28)     log(«+(JV^)  =  |j!fl(a»+(J*)  +  W9V^ 
odet 

W)      l0g<tf  +  (J^^=l)=Äi^l(B«+^  +  9V-^|. 

also  nach  26): 

30)     Iog(a+(S\^=I)=  jtfl(«+ |J  V"^) . 

Die  GrSflse  Jtf,  mit  welcher  man  hiernach  den  natOrlichen 
Logarithmus  l{a  +  fiV^  1)  multiplicireii  muss ,  um  den  Lo- 
garithmus loe(«  4-  ^  V— 1)  für  die  Basis  B  zu  erhallen,  nennt 
man  den  Modulus   des  It^ritb mischen  Systems,   dessen  Basis 

Weil  nach  dem  Obigen  bekanntlich  e=B^  ist,  so  Ist 
\e^\=M\B,    log«=iWlogfi=J»; 
also 

31)    JW=|^=loge. 

Setzt  man  also  natürlich  auch 

log(«H|3')=«l(«*+^). 
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32)     kg(cr+pV^l)=i|og(«"+/J«)+Wy^-I. 

Da  q  oSmbu  imendlleh  Tide  TAnchiedeoe  Werthe  hahn» 
kann,  ao  hat  auch  log(nfßV~-^)  jedeneit  unendlich  vMe  ver- 
schiedene Werthe. 

Fflr  R— -1-1  und  |3=:0  BUt  9  so  hestiinmt  wwdcn,  dam 

f =Arcco8(-t-l)  =:  Aresin  0 

ut.  Dies  Rieht,  wenn  k  eine  bdiebige  positiTe  oder  negative 
gu»e  Zahl  bezeichnet,  ^  =  Hm. 

F6r  «= — 1  iud'|9=0  mnra  f  so  bestimmt  werden,   daw 

f=ATCGOs(— I)=:ArcrinO 

ist  Dies  gtebt,  nenn  k  wieder  eine  beliebige  positive  oder  ne- 
gative ganze  Zaiil  bezeichnet,  q  =  {'2Ji-{-\)n. 

Also  ist  noch  der  Gleichang  32),  wenn  man  nnr  bemerkt, 
das«  man,  in  dieser  Gleichung  fQr  log(a*-f  1^)  natürlich  immer  den 
reellen  Werth  dieses  Logarithmus  setzen  muas,  welcher  iZta=±\, 
|3=0  bekanntlich  0  ist,  Rir  jedes  positive  oder  negative  ganze  A: 

33)      log(+l)=2Ä««V^ 

nnd 

34)      log(-I)=(2Ä+l)»«V^=r. 

Uebeifaatipt  erhUt  man  ans  der  Gieichnng  32)  Nr  /9^U: 

35)    Iog«  =  |-log.a»+W9V^. 

wo  lo^'O*  den  reellen  Werth,  wdchen  dieser  Logarithmus,-  wdi 
1^  positiv  ist,  nothwendi^jederzeit  bftbeiimuss,  bezeichnet  Auch 
erhellet  leicht,  dass  in  diesem  Falle 

9  =  Arccos(J:l)  =  ArcsioO 

ttnd  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  jenachdera  « 
positiv  oder  negativ  ist,  welches  darin  seinen  Grund  bat,  dass  in 
den  allgemeinan  Gleichungen 
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die  Quadratwurzel  Va*+^  immer, positiv  genommen  werden  rnnss. 
Ist  also  0  positiv,  so  ist  g=2kx;  ist  dagegen  a  negativ,  so  ist 
9=(3A-fl)n,  wo  k  immer  jede  beliebige  positive  od«  n^^tive 
ganze  Zahl  bezeichnet.    Ist  also  a  positiv,  so  Ist 

36)     loga=^log.^-f2tytf«V^; 

ist  dagegen  a  negativ,  so  Ist 

37)     Iogo=|-log.oH{2A+l)Jf«%^^. 

Hieraus  sieht  man,  dass  der Logaritbmns  jeder  reellen  Grüsse 
unendlich  viele  verschiedene  Wertbd  hat.  Ist  diese  reelle  Grüsse 
positiv,  so  findet  sich  unter  den  unendlich  vielen  vetscbie denen 
Wertben  ihres  Lagarithinus  immer  ein  reeller  Wertb,  welchen 
man  aus  der  Gleichung  36)  erhSlt,  wenn  man  k=0  setzt.  Dage- 
gen sind  alle  Werthe  des  Logarithmus  einet  negativen  reellen 
Grüsse  fanaginir. 

Ist  nicht  ß=0,  so  bann  wegen 


offenbar  nie  9=0  sein,  und  aus  der  aus  dem  Obigen  bekannfm 
Gleichung 

.    log(o  +  K^)=|-log(«»  +  |3«)  +  Jf,V^^^l 

geht  also  hervor,  dass  die  uneodllch  vielen  verschiedenen  Werthe, 
welche  der  Logarithmffs  einer  imaglnSren ,  Grüsse  haben  kann, 
jederzeit  sSrnnituch  imaginär  sind. 


Nach  dem   vorhergehenden  Paragraphen   ist,    wenn  wif  der 
Ktfrze  wegen,  die  Quadrativurzel  nattirlich  positiv  genommen, 

38)      fl=V"i?+6« 
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40)     ,l(<i+6V-l)=lj+9.y^. 
Also  Ist 

Nach  S.  1.  ist,  irie  ans  der  VeTgleicbang  der  Cleichangpn  2)  und 
3)  aal  der  Stelle  berroi^ebt: 

_]  .  »Ig— gT+(^lct«iy)V^  ' 

|«lg-^ip-f(lil(+»()i)^-J|' 

"        ~~~ 

i«it-gT+(/iin-.y)^f:=ri' 

+  1.2.3 


+ 


i.lt-(iy  +  (|il»4-«T)V^II* 


1.2.3.4 

+ 

uad  folgHch '  nach  dem  Verhergeheoden 
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-'+ r 

.  |(«tCV^)  l(a  +  tV^>l' 
+  1.2 

■        i(.+(iV^)i(a  +  tv:=l)f 

,  u«+i»v=i)i(»+tv^=r)i« 
+ 

Setsen  wir  nun  der  Analogie  mit  der  bekannten  Gleichung 

"'='+Tr+ TT"+ TSS"  + 1333+— 


+ Ej 

.  1(1.4  g^^=l)l(<i+*V^I)l' 
"''  1.2.J 

l(.+|iV:^)i(»  +  tV^l« 


■o  erhtiten  wir,  wenn  wir  dies  mit  dem  Obigen  vergleichen,  die 
Glelchnng 

i.  i.  nach  7)  die  Gleichung 

41)     (o+*V^)-«V-l  =  «(-/!».  e«llft*V3. 
Nach  11}  ist  aber 


»Google 


und  folglidr 

42)       (o  +  AV^)»^;V^» 
=se^f-;f[co»C|3lj+cry)  +  am(jSlp-Hitg.).V"^|, 

wo  die  Werthe  von  Q-anA  ip  uu  38)  and  39)  bekannt  alad. 

{■*• 

Wir  wollen  jetzt  die  beiden  Reiben 

jj+£v^3!    wvyi)*     (.-mv^i)« 


i«4/— r      («+/'V=1)'  (»-HiV^'      fetöES' 


In  der  Abhandlung  Aber  den  Binomiachen  Lehrsatü  (43.)  Ist 
^esdgt  worden,  dass  iSr  jedes  s 

e"^|Gos<;rsis0)-f  idn(«sin6)  .V^t 

=  1 -1- ^  (cocd -f  sin^^) 

+^(«w29+»n2eV=i) 

+li  («»»3(H<in3flV^) 

+134  (ew*«-N*B^V^) 


Ist    Setst  iDBo  in  dieser  Glelcbnng  znersf  assQ,  dann  x= 
so  »rhSK  man  die  beiden  folgenden  Gleicbonj^n: 
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+  j|^<oca3«+»iiia«V^^) 
+  j^  <c«s48+»iii4eV^) 


g-fMM  j  c68{^ind)-ain(eBinö).  V^  ( 

+  ^  (C(»29+«iii2»V^3 ) 
—  j^  Cc6i39+»ill3«  V"^ ) 


Durch  Addition'  und  'Sobtraction  dieser  Ijetdeii  Gleichangen  eriiSlt 
man  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


+  ,^Wn«in2«V=I)' 


+  jS-j(cos49+sin49V^) 


+  I^(c0869+ sln69  V"  —  1 ) 
+ 


DwiioiGooglc 


U3 

44)      '^^~'~^ eoa{QHiiie)+'^''\'~'^ B\n(^io8)  .V^' 

+Y3  (c<w8e+wnßeV^T) 
+ : . 

Setsen  wir  nun,  was  offenbar  ycntattet  Ist; 

tt  +  iSV^l  =:  p(c<»«+*In»V"^), 
ß  +  aV^=  p(coafl  +  «neV^); 

80  ist 

ffCQsiD=:tt,    psinu^^;    (itosB=:ß,    psind^ir 

oder 

(t  fi    '  ß.  a 

C08w:=  -,    Binu  =  -  )    «»6='-- ,     flioÖ  ä  - ; 
P  ?  9  9 

foii^ich 

eos$— etnm,    BiD&=costo. 

Also  Ist 

co«(S4-w)  =  Gosdcosoi — siiidsina>=0, 

8tn(6-f  (o) =8iii9co8i« -f  cosd8ina)=  1 ; 

nnd  folglich ,  Indem  £  eine  beliebige  positive  oder  negative  gtnse 
Zahl  bezeichoet: 


oy  Google 


136 

I 

29  =  ('U-fl)»-2(D, 

7Ö  =  (1M  +  ^)«— 7», 
8«=(läA-|-4)»— SM, 


and  folglicb 


Gosds=-f  eino,  8in6=4-cosdi; 
coe2d:=  — Coa2(D,  siD2d;;=-|-">>)2i»; 
co836^— bIdSo),  8iD3d= — cosSv; 
co«4d=-|-co64D>,  siii4d:=~BiD4(i>; 
.c<»66  =  -|-siu5a>,  sin6d^-f  CMfii»; 
C(w6d=— coeßu ,  8infld=-f  sinO»; 
co87ö=  — Bio?«,  8m7ö=— C087«; 
G086d=4co88m,  8i»86=— 8ln8i»; 
a.  8.  w.  u.  8.  w. 


Also  Ist  nach  43)  und  44) 
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Folglich  Ut 


-C08(^««»)  + ^ HD  ((GOSn)  .  V^ 

IS  1 


+  j-^  (C094«—  8in4a  V  — 1 ) 


=:     T-(8in(o+cos(oV"— 1) 

—  fj^  Cein3o»  +  coaSwV"—  1) 

+ 1^  (sin5»+co85iB  V^) 

— j^  (8id7« + co*7fl)  V^-T) 
+ 


2 
=  1  —  ^C(«2«  +  j^  cos4u  —  j^cos6oi+... 

5 8m(^C08ID) 

=  |^8iii3a—  2^Bin4«-f  j^8iii6n— 
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5 ein(gc(w») 

also 
^ gos(pcmid) ^ sm(pco8oi) -V — 1   ' 


»»  , 

—  rj.  (co«2ia -f  «dBo  V  —  I) 

~T^  (cos6(»+«iii6»  V^l ) 
+  .'. 


a mn((icos»)+  • g *"'  (pcos«) .  V  —  I 

—  1^  (co63a>+ «taSia  V^  ) 
-4-  |^(cQB5ithMiD6»V^) 
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und 

ftUo  für  jedes  poilttve  gaDie  n 

(n+jäV  —  I)"^  p"(co8n(o+siDiio>V— -I 
ist;  so'isl  nach  dem  Vo'rbei^ehendeD  fQr  jedes  reelle  «  und  f 

**)  -s CO" 5 — siouV—l 

_l -^ + j-^  j_g + 


46) 

=  «  +  pV-T j;2:3 +  j;;;5 TZrf"^" 

Der  Analogie  mit  den  beiden  in  der  Abbandlang  fiber  den 
Binomischen  Lehrsatz  (47.  und  48.)  bewiesen»!,'  für  jedes  reelle 
X  gdtendeo  Gleichungen 


~1.2+l...4~13+- 


"*""=*-iB+o-i:::t+ - 

nvgcn  setzt  man  nan: 

=' 1:2 — +  — o rr—  +•• 
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und    erhlilt   also   oacb  45)   and  46)    die    beiden  folgenden  Glei- 
cliongen: 

47)    co.(.«V=I)=^— eo»_!^?^'.in«^f=l,- 
4S)    .in(a  +  \rn)=-S?±El.l„»+:i=fI?co«rt^ri. 

UebertrSet  man  femer  die  bekannten  Buniffe  der  übrigen  go- 
DiometrischenTunctiooen  aach  auf  imacinlre  BogeD,  so  erbllt  man 
aud  den  beiden  vorhei^ehCDden  GieicEuiigeD; 

48)  ..■sw^^^)='';t''.y"-^fr'''^;°.'°*S. 

{eP+e~P)coaa—(eP—-e—P)mjiii\  —I 

^  ^^'^       '    (rf+r-^«ti«+{*?-e-/f)cosBV^ 
and  folglidi,  n-enn  man  ZSfaler  und  Nenner  des  ersten  Brucbs  mit 

(rf+  e-i^coBa+  ieß  -  «-^ainoV^ , 
Zähler  irod  Nenner  des  zweiten  Brachs  mit 

(ef  +  e-i*)gi'""  -  {eP—e-P)cogaV—l 
multiplicirt: 

M).„.(.+,^^)=Bfl^^-^5. 

Ferner  findet  man  leicht: 
53,    .e.M.^^,=«Ö^±^^=!$^g^B!^, 
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Auch  ist  endlieh: 
6«)  ci»«(«+/lV^I)  =  l-5^'^«h«-?^^ci»»V^. 

§.8. 
Weil  nach  dem  vorbergehenden  Paragraphee 

.in(«  + 1!  V^)  =  5^^  «im-H- 5^^^  C.V'^I , 

und 

d.(,+dV^,='-:!^-'.i.,+£^'e™,v^i,- 

coiKy+dV  — J)= 5 eos)' ff —  »iD/V— 1 

ist;  so  erhSIt  man  leicht  durch  HuItiplicalioD 
•llKa  +  (>V^)eoa()i+ J  V^)  +  eo«<i.+  (iV=l)ein(,  +  J  V^) 

=     1— 3— •— j— +— ä— • — 2;-|«»<«+r) 

+  J— 2 ^+ 2 5— ieo.(a+).).V-l 
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C(»(.+/!  V^)  co«(r+JV"^)  -i>ln(«+ ^  V^)«liKy  +  SV^ 
=      i— % ^ — + — 5 j— |oi«(«+)') 

also,  wie  sich  hieraus  ferner  leiclit  ergiebt: 
sine«  +|S  V^)oi>B(y + «  V^^l)  +  cos(o+/!V^)8in(y + »V^l 


cos(iH-jV^)cos().+«V^="l)-8iii(«+pV3)siii().  +  JV^) 


Weil  nun  nach  dem  Torhergebenden  Paragraphen 
sin|«+7+(?+<)\^^l=shiK«+?V"^)  +(7+J\^=l)l 
= ^5 sin(i.+7)+ 2 coa(«+y).V^, 

eosl«+r+tf  «)V^=I|=cos  K«+|!V^  +  (r+«»^=l )  1 


ist;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

57)  rin|(irf(!^^~I)  +  (,+  äV:r-l)| 
=sin(n+?>^^)co.(,+aV"::n)+coe(«+|JV^I)sinOrtJV^I), 

58)  cosUi+^V^^lj+ö+dV^)! 

^c«s(o+/lV"^)coB(f+aV^)— sin(«+|jV^)siaö'+dV^). 

Aas  dem  rorhergehenden  Paragraphen  ergeben  sich  aber  auch 
leicht  die  beiden  folgenden  (ileicfaungen : 

68)     sin(— o-/(V^n)=— 8in(irt?V^), 


»Google 
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alw  ist  nach  S7)  nnd  58),   wena  man  — y  nnd  —8  ttr  y  mnA  4 
settt: 

61)  «int(«+(lV:=T)-(,+i^^t 

=  MD{B+ijy^T)C08()'+«V^)— co8(iH-|SV^l)Bln^^JV"— l). 

62)  cMi(«+|3V=T)  -  (y+aV^^X        . 
=:«»(«+?  V^l)  C08()(+a  V^l)  +  sin(it+(SV— l)«in(7  +Ä  V^I) . 

Setzt  man  indieaer  letzten  Gleicbnvs  a-f^V— l=rf^V-^ 
und  bemerkt,  daes  naob  47)  nnd  48)  ownbär    - 

68)     cosO^],    wiO=:0  , 

ist,  so  erhält  man 

64)     (sln(«+py"-^))»+(cOB(«H-?*''-l))»  =  l. 

Auf  ähnliche  Art  e^bt  sieb  a«8  57)  (nd:E!^ 

66)  ■  abi2{«+^V^l)=28m(«+ßV^)co8{a  +  ßV^^) , 

66)  .cos2(<H-(JV"=^=  (coa(tt-f/lV^^)j«-(8infK+pV^^^))». 

Es  ist  hier  nicht  meine  Absiebt,  die  Zabl  dieser  Relatinnen 
KU  erachüpfen,  und  man  bat  das  Vorhergehende  nyr  als  eine  An* 
ieitung  zu  betrachten,  irie  die  ans  der  Goniometrie  bekannten  Re- 
lationen zwischen  den  goniomntriscben  FuDctionen  reeller  Bogen 
aoT  die  so niometri sehen  Functionen  imaginSrer  Bogen  erweifert 
werden  können. 


5.». 

S«lzM  mt  jetzt 

67)     Atcsiii(«  +  ?»^^=jr+,\f^T, 
so  inius 


cw.üäi.CdOglc 
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i.  i.  nach  46) 

6»)      s «lll*  =  II,   5 CfMX—p 

oder 

ö9)    («*  +  r-»)sfa«=a8o,    («»— «-«)co«t=2(J  I 

■ein,  weshalb  ee  jetit  also  darauf  ankamidt,  die  GröBseD  x  and  { 

y  SO  zu  bestimmen,  das«  diesen  bmden  GleidinngeD  genQgt  wird. 


Quadrirt  man  die  Gleichungen  OB),  so  eihSit  i 


-i: 


<  (e«t+«-%+^Biiia«coÄr»=*A»s««, 
t  («%+«-%— 2)sinj^08ic"  =  4jS«slna:*; 

nnd  folgliGh,  wenn  man  snlrtrahirt: 

72)    «iiu:*cosa^=«'co*4;'  —  /JHinx*, 

woraiu  sieb  Iticht  die  Gleichung 

73)    sin««— (l+a*+(S>in«*+««=0, 

folgUch 


74) 


ergiebt. 
Weil 


.,„,.=i±^±^(i±^y_^ 


»Google 


146 

(l+irH(l»)«-*i?=(l-«V+2P(l+«'+|W 
ist,  so  ist  di«  tirüsse 

(•±^'_^ 

•Cmbar  üur«  positiv,  also  die  Grüsae 

stets  reell. 

Ferner  ist  immer 


welcbee  sieb   auf  foteende  Art  beweisen  IGsst.    Die  Torsteben 
Bedingung  ist  nSmlica  jederzeit  erfQllt.  wenn  die  Bedingung 

d.  I.  frenn  die  Bedingung 

erfBIIt  ist    Diese  Bedingung  ist  aber  offenbar  jederzeit   erffil 

ist  Wenn 
ist,  so  ist 
und  die  Bedingung 
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ist  erßillt,  wenn  die  Bedingung 

d^d  +  ^  +  ß^'-W'^l—^-f 
oder 

(I  +.«+^«-4««  =  (l-«»-W. 
d.  i.  wenD  die  Bedingung 

l+o4+|S"— 2o«  +  2P  +  2b'P 

^  1  +i<«+|S'— 2<,"— 2p  +  2o'p. 

TTelche  mit  der  Bedingung 

idontiach  ist,  erttillt  ist.    Da  nnn  diese  Bedingung  offenbar  jeder- 
ztit  erftlUt  ist,  so  ist  auch  in  dem  Falte >  trenn 

ist,  die  Beding;uDg 

«s  +  ^  +^  {!+«•  +  /J»)«-4«»  =  1 

immer  ermilt.    Hieraus  ergiebt  sich  nun  mit  vüliiger  Deutlichkeit, 
dass  immer 

ist,  wie  behauptet  wurde. 

Eben  so  leicht  ISssl  sich  zeigen,  dass  immer 

ist,  wobei  man  niuht  zu  fiberseben  bat,  dass  die  tirüsse 

DwiioiGooglc 
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offenW  hnmer  potitiv  ist    Die  Bedtngnng 

Ut  nSmltcb  jedenelt  erRlHt,  jreoa  die  Bftlliiigmig 

.  l  +  «'+|S'-^(l+i.«+^)'-4«'^2, 
(L  i.  TrenD  die  Bedingung 

erinllt  ist.    Diese  Bedingung  ist  jederzeit  eHtiUtf  nenn 

ist.    Wenn 

«•+/>■>  I 
ist,  se  ist 

«"+P-l>0, 
und  die  Bedingung 

«»  +  ^-^(l  +  <,«  +  P)'-4««=I 

ist  efl^t,  wenn  die  Bedingung 

o'  +  P-l^y  (l  +  o«+m«-4«« 
oder 

(.•  +  (l«-l)«=a  +  n'  +  (l«)'-4.', 
d.  i.  «renn  die  Bedingung 

I  +  «•+|S1  -  2o' -  2P  +  2«"|!' 
^1 +.<.«  +  ^-2««+2J'+2..«^, 


»Google 
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welche  mit  der  Bedingung 

identlach  ist,  erfüllt  Ut.  Da  noD  diMe  BediDgnng  offenbar  immer 
ermilt  ist,  80  ist  oucli  In  dem  Falle,  neon 

ist,  die  Bedingeng 


'f-P  -^(l  +  ««  +  P)'-4««  ^  I 


i±jn^_yf^Ej'_„,  =  , 


ist,  irifl  bebanptet  wurde. 
Well  nun  Immer 


«ein  moM,  ho  ersiebt  sich  ans  dem  Vorhergehenden,  dasa  maii 
bn  Obigeo  im  AlTgemeinen  die  nntem  Zeichen  zu  nehmen,  und 
felgllch 

oder 

76}    sin«*s 


also 

77)    sin»  =  ± 


W(2?^"-r 


zu  setzen  hat,  mo  sich  nun  noch  Trügt,  wie  in  dieser  GIdchung 
das  Zeichen  zu  nehmen  ist,  was  «ich  leicht  auf  folgende  Art  be- 
stimmen ISsst.    Da  nHmlich  nach  69) 


oy  Google  , 
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(e»+e-»)8iiu:=2*i 


nad   e>  +  e-i   stete  «ioe  positWe  Grüsse  ist,    bo  hat  sin^  mit  «  ' 
gleiches  VorsEeichen ,    itod  man  inuss  also   in  der  Gleichung  77) 
das  obere  Zeichen  nehmen,  d.  h. 


setMo. 

Mittekt  der  Gleichung  '^)  erhBlt  man  sogleich 

oder 

d.  i.  nach  gehöriger  Enlwickelaug 

oder 

80)    cosa:*=a " 

und  irir  bähen  also  jetzt 


oy  Google 
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l°-^?=^+v^C-¥±-')'--i 


wo  wegen   des  doppelten  VorzeicheDs  in  der  zweiteo  dieser  b«- 
dcn  Gldchungeb  noch  die  folgenden  Befltiniiiiaii|;effl  zu  geben  stad. 

WcDD  der  Bogen 


sich  im  ersten  oder  vierten  QnadranteD  endigt,  so  niu«s  man  in 
der  zweiten  der  beiden  obigen  Gleicbungen  das  Zeichen  so  neh- 
men, dass  j:^posltiv  wird,  d.h.  man  muss  das  obere  oder  untere 
Zeichen  nehmen,  jenacbdem  ß  positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  der  Bogen 


^ch  im  zweiten  bder  dritten  Quadranten  endigt,  so  mnss  man  in 
der  zweiten  der  beiden  obigen  Gleichungen  aas  Zeichen  so  neh 
nen,  daas  Jc.ß  negativ  wird,  d.  fa.  man  muss  das  obere  oder  ■■• 
tere  Zeichen  nehmen,  jenachdem  ß  negativ  oder  positiv  ist. 


sin;r  '  coaa: 


DiaiioiGoOgIc 


Blax       eos« 

«der  Att  Kflne  w^^d       \ 

■^+~^  =  M+]V. 
siiLE  '    eaes  ^ 

SIIWC         cosx  * 

Weil  aber  nach  ÖS) 

O-fc-Hi    ■      a         en  —  e-y  ß 

2       ~  skx '  iE  cosx 

and  folglich 

suuE       ctMX  max       co&r 

ist,  w  Ut 

\siiu;       co8x/\smx       cosxy 
alao  nach  d«m  Vatbt^ehenden 


i(Ä+jrv)+i(w— iv)=:0. 

fblglicfa 

«rg^ebt.    Daher  ist 

and  fo^Ilch  nach  dem  Obigen 


oy  Google 


1S2 

d.  i. 

y=±l(i»+iy) 
od«r 


+  [=^'+V"(^¥^)"— ]'! 


Nebmen  wir  dtea  mit  dem  Obigen  zneammeD,  so  ergiebtaich 
die  folgende  Gleicbnog: 

82)     Arc«in(«+jJV^  '' 

=  ArcsiD— 


in   nelcber  luan, 
Arcsin- 


sieb  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  das  olwre  oder 
untere  Zeichen  nehmen  muss,  jemchdem  ß  positiv  oder  negativ 
ist,  dagegen,   wenn 


sich  im  zvreiten  oder  dritten  Quadranten  endigt ,  das  obere  oder 
-  untere  Zeidien  au  nehmen  hat,  jeoaehdmi  p  negativ  oder  posi- 
tiv ist 


DK!,tzü.DyG00gIC 


Auf  Xhnlicbo  W«i8«  wia  im  vortiergebeiden  Paragraphen  wol- 
len wir  nna  aacb 

83)     Arcco8Co+  ?V^^)  =  a+yV^^ 
bebandeln.    Ana   dieser  Gleichung  ergiebt  alch 

d.  i.  nach  47) 


1  Folglich 


88)    (es  +  r-^coex^ia,    {«»— r^aina:=— 2)J; 

wo  es  also  jetzt  wieder  darauf  ankommt,  dioGrösseo  x  und  jr  so  zu 
'"■*'"""'"*i  daM  diesen  beiden  Gleichungen  genügt  wird. 


Qnadnrt  man  die  Gleichungen  85),  so  erhült  n 
l  (e*>  +  e-%  -  2)sin:r«=4)S* ; 


C  (e»!+«-' 
ST)    <    • 


f  (e»!+«-'*+2)sina:»ciJSJ:*=4(Aniu;«, 
1  (fi»s'4«-%— 2)sina:»cos:i:«=4^0M^; 
und  folglich,  wenn  man  subtrahirt: 

88)    »tna^aBx' = «■sina!"  —  /S*e«s«* , 


oy  Google 


woraaa  «ich  leicht  die  Gleichung 

89)    cosjr*— (l+n»+(S«)coea:'+««=0, 
fo^llch 

ergiebt. 

Hieraus  leitet  mau  anf  ganz  äbniicbe  Art  wie  im  vorbergehen- 
den  Paragraphen  die  beiden  folgenden  Glelcbungeo  ab: 


r-^*i+f(=^f±^)'-W'' 


bei  denen  die  folgeodeD   Bedingungen  wegen  der  Vorzeichen  sn 
beachten  sind. 

Wenn  der  Bogen 


sich  im  ersten  oder  sweiten  Quadranten  endifft,  so  miUB  man  in 
der  zweiten  der  beiden  obigen  tileichungen  das  Zeichen  so  neh- 
men, dasa  ^^positiv  wird,  d.h.  man  rauss  das  obere  oder  untere 
Zeicbea  nehmen,  jenacfadem  jS  pnsitiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  der  Bogen 


V(^ 


|H£+1\« 


sieb  im  dritten  oder  vierten  Quadranten  endiet,  so  muss  man  in 
der  zweiten  der  beiden  obigen  Gleichungen  das  Zeichen  so  neh- 
men, dass  ±^  negativ  wira,  d.  fa.  man  muss  das  obere  oder  un- 
tere Zeichen  nehmen ,  jenachdem  ß  negativ  oder  positiv  ist. 

Femer  ist  nun  auch 
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.: L 


coaa:  "**  Binx 

=i'^ip-' 

wc^r^r- 

-l' 

±1^^' 

4/"/'^+fHlY 

m' 

' Vi,  f   ; 

oder  der  Kürze  wegen 

CO««" 

-ij=*T^' 

^  +  ^=^±^: 

Weil  aber  iwd.  84) 

2       ~ 

cpm:  '          2       ~ ' 

-^ 

ond  folgtich 
lat,  eo  ist 


r'-! e_v_i_+_L'\=i 


also  Dsch  dem  Vorhergehenden 

(Jif+J¥)(jtf— jr>=i, 

woruu  sieh 

l(itf  +  A)  +  l(vtf-iV)=0, 


oy  Google 


1«6 

l(*-;V)=-l(Jtf+iV) 
ergiebt    Daim  ist 

und  folglich  mdi  dem  Obig«D 

'(c-S?-iC-)==FI(«+JV), 

i.  I. 

oder 


+r-^^:='+V"(=¥±^;-']'! 


Nehmen  wir  dies  mit  dem  Obigen  zosammen,  sb  ergiebt  sieb 
die  Toigende  Gleichung: 

92)    Arccos(B+/!V^ 
=  ArccoB— 


in  welcher  roati,   wenn 
Arccoav 


sich  im  ersten  oder  sweiten  Quadranten  endigt,  das  obere  oder 
untere  Zeichen  nehmen  mnas,  jenaehdem  ß  positiv  oder  pegatfv 
ist,  dagegen,  wenn 


j=^+^(=!+ai)-_^j' 


DKützMDyGoOt^lc 
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rieh  im  dritten   oder  TierteD  QnsdranteD  eDdiirt,   das  obere  oder 
untere  Zeichen  zu  nehmen  bat,    jenacfadem  ß  Df^attv  oder  potfi- 


j.  8. 

Wir  wollen  oun 

93)    Arotang(«+ßV"^)=ia:  +  yV"^ 
betrachten.    Ans  dieser  Gleichung  folgt 

tang(a:+yV^l)=</+^V^^, 
d.  i.  nach  51)  , 

2aln2j4-(g«!>-e-'»)\^31_  ^-j 


"2coa2(c +  ««»+«-■*  • 
_  e^ — g"^  : 


Au«  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  eich 
a  28in2:r 


DK!,tzü.DyG00g[c 


M) 


IS8 


97)  «-«»= 


^  sin  2x  ±  Vn^-f  ^ina^s 


Folglich  ist 


88) 


,*_.-*=?2?l"??i 


nit  der  BestimmnDg ,  dass  maa,  weil  «4-|-e-%  offenbar  immer 
fliBe  positive  Grüsse  ist,  \a  der  ersten  dieser  beiden  Gldchnn- 
geo,  und  also  natflrlich  ancfa  aberhanpt  in  nllen  vorhergehenden 
UlelchunBen ,  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  mii8a,jenaGh- 
dem  B  eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist. 


ocosiciVo»  +  |S«sin2a^ ' 


,  sin'ix  -  ÄC082a:=  ±  V(iH?*iE2^, 

oder,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  qnadrirt,   nach  einigen  leich- 
ten Verwandln  Dgen : 

taDg2x— 2o=((^+^  tang2ar, 
und  folglich 

99)    tanga;g=gj_J"^^  ■ 


DK!,tzü.DyG00gIC 


ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 
100) 


4B«+(I_««_,J»)a' 
(1-°*-^')' 


-4«»+(l— «»—(?«)«■ 
Nach  dem  Obigen  war  aber 

sin'^  —  acon^ac  =a  ±  V  a'+^i  nie* 

oder 

C0B2a:CtaDg2a:— «)=  ±V«H^inic«, 

daa  obere  oder  untere  Zeichen  genoinmen,  jeDacbdem  a  poaitiv 
oder  fl^ativ  ist.    Also  ist 


•Ki3^-«)=±V^ 


d.i. 


l—«-,!»   "'^  =  ±  V  4«»+(l-»'-|l')'- 


_     -  C082iX  =  ± 

and  folglich 


101)  c»i.=±'-=^v'i 


4«"+(l— o^|)»)« 
oder  nach  99) 

102)    c..ib=4j^V^=Ig5I^.. 

Weil  nnn 

■st,  so  ist 

108)     >l-i^  =  iAf^^^^=p^- 


»Google 


Da  man  aber  iwkanntlicb  in  dieser  Glelcftnng  das  obere  oder 
untere  Zeichen  aebinen  nrass,  jenacbdem  a  positiv  oder  negativ 
ist,  so  ist  offenbar 


und  folglich,  wtil 
ist: 

'""   '"'''  =  V4.H(l-^^)>- 

Wir  mfissen  also,  damit  die  Gleichnng 

giBÄar— «cosir = ±  V^a"+(S«sin2a:* 

zugleich  mit  den  oben  rücksichtlich  der  Vorzeichen  ausgesproche- 
nen Bedingungen  erfallt  werde,  den  Bogen  :r  so  (leBliininen,  dass 
zugleich 


106)     x^öArcsin 


ist,  welches  bffeobar  immer  mißlich  ist. 
Weil  nun,  dies  vorausgesetzt, 

aitßx  -  RCos2a:=  ±  V^«'+P*ain2a« 
ist,  so  ist  nach  98) 

_  2(Binäj: — gcosga:) 


107) 


folglich 


«•y-e-*»  =-1- ; 


c«y-f-_g-%i      singa: — <«co82j 
A—r-%"         ^siü2^ 


DMzüdoyGoOglC 


g%-fg-%_l— ftC0l2a: 


Aas  dieser  Gleichung  ethSIt  man 


und  folglich 


«■  +  (H-W' 


IIB,    „_L,5ÜlMfl' 


Also  hat  man  jetzt 

109)    A,cta„g(.+^Vri)=^+i|5±||±|2.V^, 
wo  2  80  bestimnit  werden  mess,  daas  zugleich 


V4o»  +  a-i<»-P)« 
1— »»— y 


=^A,ccos^^^^^,_== 
ist    Uan  kann  aber  offenbar  anch 

'     110)     Arctang(«+|S>f^)  , 

1 ,   .         a»      .  1 ,  «"-Ki+fl'  4/— i 

=  2*"'*"81-ci'-P+4'iM-(l-C)' 


»Google 
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MUen,  went»  mao  nur  den  Bogen 


so  nimmt,  daas  er  sich  im  ersten,  zweiten,  dritten,  rierten  Qua- 
dranten endigt,  jenaclidem  n  positiv  und  I— «"— ^  positiv,  a  po- 
sitiv und  1 — cfl—S*  negativ,  «  negativ  und  1—«^—^  negativ,  a 
negativ  nnd  1— «' — ^  positiv  ist. 


{.9. 

Auf  Shnliehe  Art  wie  vorher  wollen  wir  jetzt  auch 
111)     Arccdt(Ä+|3V^=I)  =a:+yV^ 
betrachten.    Aus  dieser  Gleichung  folgt 

cotCj; +y\^=n)=«  + /J  V^Tl , 
d.  i.  nach  52) 

2ein2j;-(e«y-c-'»)^^~l_     ^  -^^-j 


nnd  rolglich 


~  e%  +  e->>— 2cos2a:  ' 
112)     \ 

-  _  e^— e-% 

Aus  diesen  beiden  Gleichnngen  ergiebt  sich 


2j3sin2y 


_       gfainSa; 
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Onch  AuflüsuDg  disaei  Gleichung  !■  Bezug  auT  e^  als  nabdcamlfl 
tirSsse  erfallt  man 


'  |S  8lP  Sü:  ± V"«"  +jJ*8in23t«. 


116)     J 


wo  wieder  in  der  ersten  dieser  beiden  Gleicbnugen,  und  also  na- 
Hriicb  anch  überhaupt  in  alleo  vorhei^ebenden  Gleichungen,  daa 
obere  oder  untere  Zeichen  genommeo  werden  mmw,  jenachdem  « 
eioe  poaitiTe  oder  eine  negative  GrSsse  iat 

Nacb  112)  bt  also 

<Ain3x 


±  Vo'+|J»ain2a:«— ncoaSS» 
folglich 


sinSa:  +  BCoa2a;=  ±  V«H^äiüä?, 

und,  wenn  man  onn  anf  bädeo  Seiten  quadrirt,  nach  ein'^n  leieh- 
teo  Verwandlungen: 

iangSx  +  2« = («a + |J«)  tang2* , 


oy  Google 
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117)    tang2^  =  -j_^^g.. 


118) 


tc(Ml2«>  = 


Nun  war  aber 
odei 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  geDOiDmen  werden  manm,    je- 
nachdem  tt  positiv  oder  oegativ  ist.    Also  ist 


•2-(-CT::^+«)  =  ±V^i 


itff 


d.i. 

und  folglich 


IW)    co.it=T 


1— g^-^4 


o  »  4<.'+(l— u^/P)«' 

Weil  nun 

iiit,  so  i«t 

120)     ,ioi.  =  ±2V^^5i^3^. 

D„titdD,-GoogIc 
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also,  da  man  in  dieser  Glelchnng  das  oben  oder  nntcra  Zeictien 
nehroen  muas,  jenacbdem  a  positir  od«r  negativ  ist: 

und  folglich,  wtil 

sin22 


IK)    cos2a;  = 


Wir  mfisBen  also,  damit  die  Gleicbung 


sin2a;  +  kcos2*= JrV«^+|S»sin2a:* 

Zugleich  mit  den  oben  rflclcsichtlich  der  Vorzeichen  ansgesproche- 
oen  BedioguDgen  erföllt  Trerde,  den  Bogen  x  so  bestimmen,  dass 
mgleich 


V4«»+(l— ».»-jj*)» 


ist,  welches  offenbar  immer  möglich  ist. 
Weil  nnn,  dies  vorausgesetzt, 

Biii2«.+  ocosSa: = ±  Va»+jS*Bin23:» 
ist,  so  ist  nach  116) 

2(sin2ai+ acosgjr) 


IsSs+e-'J'sr^ 


124) 


2fain2a: . 


folglich 


fe^~e-^  =  — 


e%  +  c-'fl  8in2£-|-Bco«! 
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Aas  dieser  Gleicbnng  erbSIt  man 
d.  i. 

und  fotglich 

■25)    »=4' «2 +(!  +  ?)='■ 
Also  bat  man  jetzt 

126)     Arccot(«  +  ^V"1)=J+4l„^^(l^,p)a-'V- 
wo  «  80  bestimmt  trerden  mnsfi,  dass  zugleich 

^  =  s^  Aresin 


V"4o«+(l— tt»-^» 


=s3-Arccos- 


Ist.    Man  kann  abeT  offenbar  aucb 

127)     Arccot(«  +  ^V"=l) 

=  jArct»,g-j::3^ji  + ji  jrjTiiq:^- V-1 

setzen,  wenn  man  nor  den  Bogen 
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Arctaog  - 


l_^_fja 


ca  nimint,  dass  er  sich  im  erstea,  zr^eiten,  dritteo,  vierten  Qui 
dranten  eaä'igt,  jenachdem  a  positiv  und  I— o* — ß*  negativ,  apo 
sitiv  und  1  — ft*  —  (T*  positiv,    u  negativ  und  1— o^— j3*  positiv, 
negativ  und  1— «* — ß^  negativ  ist. 


S.  Vi. 

Die  EntfvickeluDg  von 

ATCBec(a+ß^~—l)  und  Arccosec(*+ßV^i) 
hat  keine  Schwierigkeit,  Trenn  man  nni  Gberiegt,  dass 

Are  8ec(ii  +  j3V — 1)  =  Arccos 7:=:^. 

«  +  |SV— l 


Arcco8er(B+(JV^— 1)=  Arcsin 


ß+(3V-l 


ArGsec(ce  +  ^V  — l)=Arcco8 — ^  +  ßä~"' 

Arcco8ec(a+jSV  — l)^Arc8iD — 3V  §5— 

sein  ID1188. 

Nach  gehSriger  Entnicbetung  findet  man  leicht: 

128)  Arc8ec(tt+ßV^ 
mit  folgenden  Bestimmungen  negen  der  Vorzeichen. 
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Wenn  der  Bogen 
Atgcos 


sich  im  etsten  oder  zweiten  Quadranten  endigt,  so  muss  map  das 
obere  oder  untere  Zeichen  nehmen,  jenacbdem  ß  negativ  oder 
positiv  ist. 

Wenn  der  Bogen 

sich  im  dritten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  so  moss  man  das 
obere  oder  untere  Zeichen  nehmen,  jenacbdem  ^positiv  oder  nc 
gativ  ist 

Auf  ähnliche  Art  ist 

129)    Arccosec(a  +  (3V^) 
=     Aresin  — 


±'  I L ~w+m ~i 

+  L m+m ^J  i  -^^  • 

ntit  Tolgendea  Bestimmnngen  wegen  der  Vorzeichen. 
Wenn  der  Bogen 


Arcsin- 


steh  im  ersten  oder  vierten  Qaadranten  endwl,  so  mnsa  man  das 
obere  oder  untere  Zeichen  nehmen,  jenacbdem  ß  negativ  oder 
positiv  ist. 

Wenn  der  Bc^t^n 
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sieb  im  zweiten  oder  dritten  Quadranten  end'^,  so  muss  nan 
das  obere  oder  notere  Zeichen  nebiDeo,  jsnachifem  ß  positiv  oder 
negativ  ist 

HitteUt  der  Gleicbnngen 

Arcainv  (a-^ßV^-[)  =  Arccos(l— a— 13  V^^), 

.Ärcco8v(«+|3V^^)  =:Arcffln(l-«— ^^) , 

wSrden  sich  endlich  auch  leicht 

Arc8inv(«+^V"^^  und  Arccosv(a+/JV"^) 

entwickeln  lasaes.  Indem  man  die  entwickelten  Ans  drücke  auf  der 
Stelle  echält,  wenn  jnan  in  den  bekannten  AusdräckM^  von 

■'    Arcco8{tt  +  |JV"^)    nnd    Arcain(a  +  j3V^ 
l—tt  fGr  amä  ~ß  (it  ß  aetxt. 


§.11. 


Es  scheint  nicht  nnxweckmäseig  zn  sein,  dem  Obigen  die 
folgenden  knrzen  Bemerkungen  über  die  DiffereatialqwitieBtBn  ima- 
ginärer Functionen  hinzuzutügen. 


Erklärung. 


wo  9(x)  and  ^x)  reelle  Functionen  von  je  bezeichnen 
■  ollen,  welchen  man  wie  bei  reellen  Functionen  auch 
durch 
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3/(1) 
ST 

XU  bezeicfanen  pflegt,  versteht  man  dietirüsee 

8/!j)     Syjx)     IM")  tr^i 

8«    -    33.    +     Sx    ■''-'■ 
die  man  also  aus  der  Gleichung 

Immer   leiclit-  durch  Differentiatio»  d«r  re«ll*D  Puoc- 

tionen  q>ix)  und  ^(x)  erhalten  kann. 

In  der  That  entbSlt  die  vorstehende  Erltlämn^  Alles,  was 
bd  der  Enbrickelno^  der  Differentialqnotienten  imaginärer  Functio« 
nen  za  wissen  nOthig  ist;  dieselbe  ist  durch  diese  Erklärang  vn- 
mittelbar  auf  die  Entwickelun^  der  Differeatialquotienten  reeller 
Fnnetlenen  KurdckgefOhrt,  mit  welcher  man  nur  die  In  dieser  Ak' 
bandlnng  entwickelte  Theorie  der  imaglnKren  GiOaseu  xn  varfiiiT- 
den  hat,  nm  in  allen  Fallen  die  Differentialquotienten  imaginlrer 
FDDctioncii  mit  Leichtigkeit  and  ohne  allen  AnetoBS  entwickeln  sn 
kSnnen.  Nur  hat  man  wohl  fest  zu  halten,  dasH  die  aus  der 
Gleichung 

abgeleitete  Gleichung 

3gi^3^,^3g,.^, 

oder  in  andevCT  Bnceicbanng 

A*)=v'W+f(*)V=l, 

dnrcbaas  nnr  das  Resultat  der  obigen  ErklSrung  ist,  und  das«  in 
Torstebend«-  Gleichung 

ST- 

seinem  eigentücben,  mit  Willkflhrlicbkeit  in  der  obigen  ErkUmng 
anfgesteUten  Begrife  nach,  durchans  nicht  mit  den  in  obiger  Glei- 
chung in  ganz  ahnlicher  Weise  bezeicbneten  GrOssen 
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verwechtelt  werden  darf.  Als  die  Differenbalquotieoteti  roeller 
FoDctionen  sind  dem  elften  tli  eben  niid  nraprOnglichrD 
Begriff«  des  DifferentialqiiDtienten   nach 

S<pi^)       und       ^*^''* 

die  Gr&Dzen,  dengn  die  DUterenzenquotienten 

gicb  bis  xa  jedem  beliebigen  Grade  nahem ,  Trenn  ^x  aicfa  der 
Null  nShert  Dam  aber  von  einer  wirklichen  AnnSberanjE  an 
eine  bestimmte  GrSnze  nur  zwischen  reellen  GrSsaen  die  Rede 
■ein  bann,  versteht  sich  wohl  von  seibat,  da  ja  dabei  von  wirklichen 
Grüs'setivergleicbnngen,  in  Beeng  auf  das  Grüaaere 
nnd  Kleinere,  immer  notWendig  die  Rede  sein  rouas.  Und 
da  von  «iier  solchen  GrüwenvergietcbnDg  In  Bezug  auf  das  Grtis* 
sare  nnd  Kleinere,  nach  meinen  Begriffen  wenigetens,  bei  oder 
ewischen  imagioSren  GrSasen  gar  kdne  Rede  sein  kann,  so  darf 
nach,  wie  schon  erinnert,  in  der  aus 

nx)=<pix)  +  S'M.V^ 
gezogenen  Gleichung 

gewiss   - 


Begrife'nachf  nie  mit 

-W     "''«'     -8T 

verwechselt  werden.  In  der  That  ist  auch  -4 —  eigentlich  nur 
etwas  Symbolisches,  und  nur  das  Resnltat  «der  das  Product  der 
obigen  an  sich  willhahrlichen  ErhIHrung  der Dlfferential<|uotieD- 
ten  imagin&rer  FunctioDen. 

Die   Erkllrnng   der  Differential qnotienten    reeller  Functionen 
als  derGrlDzen,  daaen  die  enlspteeheDd^  Diflerensenqsolionten 
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flieh  bis  2u  jedem  beliebigen  Grade  nähern,  wjbdd  das  iDCTement 
der  nnabhStigigen  veränderlichen  Grösse  sich  der  C^all  nftfasrt,  Ist 
etwas  ganz  für  sich  Bestehendes  und  bildet  die  eigenthfimlich« 
<iirundlage  der  geaammten  Differentialrechnung.. 

Die  Erklärung  der,  Differential  quo  tieoten  imaginärer  Functio- 
nen, so  wie  dieselbe  oben  gegeben  worden  ist,  'ist  auch  etnas 
fOr  sich  Bestehendes ,  entspringt  aber  erst  aas  der  EAISrung  der 
Differential  quotienten  reeller  Functionen,  oder  setzt  dieselbe  voraus. 

Beide  Erklärungen  dürfen  nicht  mit  einander  rerwechselt  wer- 
den, und  am  allerwenigsten  dürfen 

im  ...,  im. 


jenachdem  f{x)  eine  reelle  oder  eine  imaginäre  Function  I«ti   als 
gteichbedentende  Uinge  betrachtet  werden. 

Wenn  nun  der  verehrte  Verfasser  des  Aufeaties  Nr.  I.  in 
diesem  XXsten  Tbeile  des  Archivs,  Herr  Professor  Dr.  Matska 
in  Prag,  in  diesem  zunächst  gegen  Cauchy,  SchlTimilch  und 
mich  gerichteten  Aufsatze  darauf  besonderes  Gewicht  zu  legen 
scheint,  dass  eine  imagin  äre  Function  in  besonderen 
Fällen  einen  reellen  Differentialquotienten  hab«n 
kOnne,  so  muss  ich  mir  darauf  zu  erwidern  erlauben,  dass  ich 
daran  seit  meinem  ersten  Studium  der  Differentialrechnnng  noch  . 
nie  einen  Angenblick  gezweifelt  habe.  Denn  warum  sollte  denn 
in  der  aus  der  Gleichung 

gezogenen  Gleichung 


nicht  in  gewissen  besonderen  Fällen  der  Differenfialqno- 
tient  —j. —  der  reellen  Function  ^(«)  verschwinden  ItOnnen?  Dm 
aber  in  derKürze  den  Grundfehler  und  denGnindirrthnm  aufzudecken, 
welcher,  nach  meiner  unmaassgeblicben  Ansicht  wenigstens,  der 
ganzen  Auffassungs-  und  Anschauungsweise  des  verehrten  Herrn 
Verfassers  des  oben  erwähnten  Aufsatzes  beiwohnt,  erlaube  ich 
mir  Folgendes  zu  bemerken: 

Eine  imaghiSre  Function  kann  in  besonderen  Fällen  allerdings 
einen  reellen  Differential  quotie  Dt  en  haben  *J,  aber  durchaus  nur 


*)    Woran  an  wenifrten  ich  lalUt  jcmala  gwaireifcll  habe. 
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ia  d«ra  Sinne,    in  welchem  (der  obigen  Erklirnne  su- 

folg«)  eine  imaginäre  Function  überhaupt  llott 
einen  DiffereHtiaiquolienten  haben  kann;  nieuod  nin- 
ncrmehr  abei*  in  dem  Sinoe  eioea  wirklichen  und  eigentlicbeo 
UlfneütialquotienteD  einer  reellen  Function,  als  der  Gränze  uäro- 
lidi,  weldierder  betreffende  Differeutialquotient  eich  bis  zu  jedem 
beliebigen  Grade  nähert,  wenn  die  Veränderung  der  unabhfin^- 
g«i  Teränderlichen  Grüsse  sich  der  Null  nähert.  ' 


Oder  ganz  kurz  gesagt: 

^ff'^y   „„Ä  §G^ 


sind,  jenachdem  f(x)  eine  reelle  oder  iinagiDär«  Func- 
tion ist,  an  eicD  ganz  verschiedene  Dinge,  die  nie 
mit  einander  verwechselt  trerdsB  dOrTen. 

Dass  Herr  Professor  Dr.  Matzka  Beides,  wie  es  mir  wenig- 
ateus  scheint,  mit  einander  verwechselt,  und  Beides  gleicbbe- 
deutend  nimmt:  darin  liegt  der  Grundfehler  seiner  ganzen -Auf- 
fassungs-  und  Anschaaungsvreise.  iVocA  eintnal;  Eine  imagi- 
nSre  Function  kann  sehr  wohl  einen  reellen  Dtfferentialquotienten 
haben,  aber  nur  in  dem  Sinne,  in  welchem  eine  imagi- 
nfire  Function  überhaupt  nur  einen  (sogenannten)  Diffe* 
Tentiali|aotienten  haben  kann,  keineswegs  in  dem  Sinne 
eines  (wirklichen  oder  eigentlichen)  Differentialquotienten  einer 
reellen  Function. 

Biermit  ist  aber  fflr  mich  wenigstens  vollständig  aufgekllrt, 
wie  Herr  Professor  Dr.  Matzka  in  dem  erwähnten  Aufsätze  zu 
den  von  ihm  genachten  sogenannten  Einwflrfea  gekommen  ist. 
Wer  in  die  oben  mehrfach  hervorgehobenen  VerwechHlungen  ver- 
ßillt,  wird  eich  allemal  nothwendig  in  ähnlicher  Weise  ausupre- 
chen  müssen.  Widerlegt  hat  daher  auch  Herr  Proi'essor  Dr. 
Matzkavon  allen  dem,  was  ich  in  der  von  ihm  angeführten  Stelle 
meines  „Leitfadens  fflr  den  ersten  Unterricht  in  der 
fafiheren  Aoalysis.  Leipzig.  ISliS."  und  anderwärts  gesagt 
habe,  gar  Nichts,  vielmehr  dornen  alle  Bemerkungen  aus  einer 
verfehlten  Grnndansicht  hervorgegangen  sein ,  wie  ich  schon  in 
der  seinem  Aufsatze  am  Ende  beigefügten  Bemerkung  anzudeuten 
mir  erlaubt  habe.  Und  deshalb  wira  denn  auch  des  trefflichen 
Canchy  vortrediche  Schreibart: 


n 


rsprüng- 

lichen  Sinne  des  wirklichen  Differentials,  oder  vielmehr  den  Diffe- 
rentialquotienten -  in  dem  eigentlicheo  und  nrsprflngllcben  Sinne 
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deanlrklicbenDiffereDtialqnotienten.als  einer  Grinze.welcbecsbA  der 
Oifferenaenqaotieat  bis  zu  jedem  beliebig«n  Grade  n&bert,  «renil 
^x  sich  der  Nnll  n&hert"),  was  nnt  bei  reellen  Functionen  mSg> 
Heb  ist,  nicfit  in  dem  abgeleiteten  mehr  bloss  symboiiscben SinM 
des  Olfferentialquotienten  eher  Imaginfiren  Function,  der  mit  je- 
nem  an  sich  gar  nichts  eu  thun  bat,  enCTasst,  auch  fortan 
ffanx  unangetastet  Mteken  bleiben.  Weshalb  ich,  obgleich 
ich  Herrn  Professor  Dr.  Matzka's  Ansichten  in  keiner  Weise  thei- 
len  konnte,  seinen  Aufsats  doch  habe  abdrucken  lassen,  findet 
sich  schon  in  meiner  Schiassbemerkung  zn  diesem  Aufsätze  an- 
gedeutet; hauptsäcblich  aber  geschah  es  auf  seinen  mehrmals  in 
sehr  dringender  Weise  gegen  mich  wiederholten  Wunsch.  Auch 
muss  ja  das  Archiv  zur  Austauschung  entgegengeaetiter  Ansich- 
ten Gelegenheit  darbieten.  Nur  darf  ich  als  Herausgeber  im  In- 
teresse meiner  Leser  mir  nicht  erlauben,  dergleichen  Controver- 
«en  zn  weit  auszudehnen.  Daher  betrachte  ich  dlp  Verband- 
langen   über    diesen  Gegenstand   jetzt  auch   Torlänfig 

Seschlossen,  indem  ich  glaube,  dass  dieselben  vollstSnd^ 
inrelchen,  damit  jeder  Leset  sich  selbst  ein  Urtheil  zu  bilden  im 
Stande  ist;  und  weiter  ist  zunächst  nichts  erforderlich. 


*)  Und  daai  nur  dioaer  Sinn  an  ätt  angeführt«!)  Stelle  meine« 
nLaitfadeni"  Tnn  mir  featgehelten  worden  Ut,  hätte  Herr PmfeMor Dr. 
Matulca  »ehon  aus  dem  Orts  nelbal,  wo  meine  BemerknafeD  itelt  Im 
SifMeme  beflndloD ,   entnefamen    können. 
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Vclter  die  FasspunktcnrTen  der  He« 
gelsctanUte- 

•  Herrn  Doctor  Schütte, 

Lrt»«r  an  Htm  niBgtg'mia  an  P«tkni. 


Int  eine  Curve  In  der  Ebene  ^eeeben,  ansaedrflcict  durch  eine 
Gleichnm;  zniecben  ihren  rechtwinkligen  Coorninalen,  und  ansser 
ihr  ein  Punict,  dessen  Coordinaten  seien  a  und  ß;  zieht  mau  fer- 
ner an  die  Curve  alle  nur  möglichen  Tangenten  und  f^llt  von  dem 
festen  Punkte  auf  jede  derselben  Perpendikel,  so  liegen  di« 
DDrcfaBchnittepunkte  der  einzelnen  Tangenten  und  der  respectiven 
Perpendikel  auf  einer  nenen  Curve,  welche  die  Fusspnnktencurve 
genaDut  wird,  und  in  Bezug  auf  welche  der  feste  Punkt  der  Pol 
beiwt.  Die  Ceerdtnaten  des  Fusspnoktea  den  Perpendikels  seien 
£andf];  hat  man  diese  als  Functionen  der  Variablen  x  und  y  und 
ihrer  respectiven  Ableitungen  dargestellt,  so  dass  sie  nnter  dar 
Form 

erscheinen,  so  kann  man  aus  diesen  beiden  Gleicbnngen  und  der 
Gleichung  der  gegebenen  Curve  x  und  y  eüminiren,  so  dass  man 
eine  Gleichung  zwischen  g  nnd  v  gewinnt,  die  gesuchte  Gleichung 
der  Fosspunktcurve.  Es  sind  also  znn9chst  £  und  ij  als  Fnnctio- 
Bsn  TOil  X  usd  y  nnd  deren  Ableitungen  darzuBtelleD. 

Die  Gleichnng  der  Tangente   ist  hebannllich 
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io  welcher  die  Coefficienten  m  und  fi  zu  bestinmen  sind.  Dk  die 
Linie  durcli  deo  Po)  geht,  go  rousa  die  Gleichung  stattfinden 

woraus  durch  Snbtraction  «ich  ergiebt: 

f}-ß=ma~a). 

Der  Coeificient  mwird  semm^:!:— ^>  ff«l  die««  Linie  auf  der 
Tangente  aenlirecht  steht,  so  dass  die  CHeichnng  des  Perpendi- 
kels gefunden  wird: 


Die  beiden  Gleichungen  znr  Beatimmung  dor  Coordloaten  |  and  tj 
kann  man  schreiben: 


Hnttiplicirt  man  die  erste  mit   ^   und  addirt,  so  erhSIt  man; 
woraus  sieb  etgiebt: 


1+ 


m' 


Hnlti|iliciit    man  dagegen  die  zwdte  mit  ^   und  subtrahift,  so 
erhält  man : 
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woraus  folgt 

'°        >^-(©'        ■ 

Nachdem  die  Coordinaten  des  Fusspooktes  auf  diese  Weise  aU 
FanctioDeD  der  Veränderlichen  x  und  y,  und  ihrer  Ableitiin^^eii 
dargestellt  sind,  kSDneD  zwischen  diesen  GleichuDKcn  und  der 
CnrveDsleicbung 

fix,  y)=0 

die  VerSnderlicben  x  und  y  eliminirt  werden ,  so  dass  man  die 
Fusspunktcurve  erhält,  ausgedrOcbt  dutch  eiae  Gleichung  von 
der  Ponu 

F(t,  ,)=0. 

Es  ist  nicht  immer  nüthig,  dieCoordinatendeBFusspnnktes  zo 
recbn  '  "'     ■■-  ■'    ■■    ■     ■'»--         —' 

sehen  i 
s^bei 
Werthe  ßr  g  und  i]  tibgeleitet  waree. 

Die  allgemeine  Gleighung  der  Curven  Eweltea  Grad«s  ist> 

wenn  die  Abscissenaxe  mit  der  Uanptaxe  de«  ICe^lschnitts  sn- 
sammenßlll,  und  die  Oordinatenaxe  durch  den  Scheitel  geht. 
Aps  jeuer  Gleichung  folgt 

_— C+V"c*  — aAy» 


berechnen,  sondern  es  geaOet,  die  VerSD  der  liehen  x  und  y  cvri- 
'len  den  Gleichungen  der  Tangente,  des  Perpendiltels,  und  der 
rebenen  Curve  zu   elimlniren,    da  aus  den  neiden  ersteren  die 


Cm  die  Verla derlichen  zu  eliminiren,  setze  mao  sie  als  Functio- 
nen einer  dritten  Variablen,  wodurch  eleganter«  Formeln  erhalten 
werden.    Man  setze 


-v^" 
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IT* 

woraus  man  durch  DifferentiireD  erhIUt : 

dx'=- — ainqid^,         tig=  —^r=rcMq>dip 
umI 

dx  y  b  aiDtp 

Snlutituirt  man  diese  Wertbe  in  die  Gleichongen  de«  Perpeudikels 
und  d«r  Tangente,  so  gehen  diese  über  in : 

oder ,  wenn  man  die  eistere  mit  ^bsutip,  die  zweite  mit  V^aösip^i 
nultiplidrt: 

3)  -Va(tM')e'»9)  +Vb(£—ii}Bin<p=0. 

4)  ijVafrain5i  +  ((i£+c)cBe9i  — c=0. 

Mnltiplicirt    man   die  Gletchong  4j  mit   £— a,    dt«   tiitich»^  3) 
ab«   mit   ijVa  und  subtrafairt,  se  erblilt  man: 

6)    (6-«)(<i£+c)c«s»-rff-«)  +  «»K';-W«<»^=0; 

nnd  multiplicirt  man  die    eratere   mit    aS-t-c,    die   zweite   tott 
V^a(i) — ß)  nnd  addirt,  so  ei^iebt  sich: 

6)     aiiVT(.j— i3)ßiD9-c^^(»)-(J)  +  V6(J-irKaHc)8inff=0. 

Ana  der  GlflichnD(  5)  wird  gefunden: 

c(j-«) 

'^'^  -oiKi?-/J)+(6-«KaS+c)' 

an«  der  Glelchnng  ö); 

,]^^_  cV7(^^)     

'^      «VTi,(.r-«+VT(£-«)(a{+c)' 
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Stibstituirt  mau  diese  beiden  Wertbe  in  die  Gldcbiug: 

8inq3'  +  cosq)"  =  l, 
so  etb&lt  man 

oder 

*c'«-«)»+«^i)-/J)«=6toiKi|-ft  +  (S-«)(<>E+f)t«- 

Die  GJeicbting  fSr  die  FaMpnoktcarven  der  Kegelschnitte  ist  also 
im  AilKemetnen  vom  vierte»  Grade;  in  dem  Falle  jedoch,  diu« 
der  Pol  im  Brennpunkte  liegt,  wird  sie  vom  zweiten  und  ersten 
Ch«de,  ww  an  de>  einzelnen  Kegelachnitten  geieigt  nerdet  soll. 


I.  Die  Parabel. 
Die  Gleichung  der  Parabel  ans  dem  Schdtel  ist 


dy~ — 2pÜBipdtp , 

dx      2cos9>' 

SetsI  man  diese  Werthe  in  die  Gleichuegen  de*  Peqwndikels  und 

der  Taa!;ente,  so  geben  dieselben  Aber  in: 

"    (i-fflKS^ +  «-«)=»• 

2)      2i^08p — ^cos?'  —  £=ü. 

Ans  der  Gleichung  1)  erhSlt  man 

_     1  ^^ß 
co8v=-2-g^i' 

und  wenn  man  diesen  Wertb  In  die  Gleicbui^  2)  setzt,   so  gebt 
dieselbe  fiber  in: 
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Mv-ß)     p(v-ß)*    ._n 

HDltipIiärt  man  diese  Gletchuag  mit  2(£— o)^,   so  erbSit  man  die 
Gleicbung  der  Fasspunktcurve : 

2f,(n~ß)(h~~«)  +F(^w«+ 2S(|-«)«=0. 

Um  die  Gestalt  dieser  Curven  dritten  Grades  {genauer  eu  uoter- 
suchen,  verlege  man  die  Coordinatenaxen  den  alten  pu-allel  in  den 
Pol  selbst,  MO  dase  zu  setzen  ist: 

£=:ar  +  «,    n=S  +  ßi 

worauf  die  Gleichung  Sbergeht  in: 

2ty+©iy  +  py«  +  2ä»(3:+«)  =0. 


Diese  Cnire  kann  nicht  syrometrisch  anfbeiden  Seiten  der  Ordi- 
naienaxe  liegen,  da  x  in  der  hücfaoten  Potenz  einen  ungeraden 
Exponenten  nat.  Es  sei  za  untersuchen ,  wann  die  Ordinale  ima- 
ginär werde.    LSst  man  die  Klammem  auf,  so  nird: 

0»  +  2a:)y"  +  2|Sjry-f  2a!«(:r+«) =0 , 

woraus  man  erbSit: 

p  +  2x 

Es  behSlt  also  die  Ordinate  nur  dann  einen  reellen  Wertb,  wenn 

(S4>2Ca:+o)ö.+ic). 

Es  sei  zu  untersucbeD ,  ob  die  Fuaspunktcurven  der  Parabel 
Asymptoten  haben.  Die  Asymptote  kann  man  betrachten  als  eine 
Tangente,  deren  Berührungspunkt  im  Unendlichen  liegt,  währeod 
sie  selbst  im  Endlichen  bleibt.  Setzt  man  in  der  Gleichung  d«r 
Tangente  eine  der  Coordinalen  eleicb  unendlich,  und  substituirt 
den  zugehCrigeo  Werth  der  andern  Conrdinate,  so  wird  diese 
Gleichung,  wenn  sie  endlich  bleibt,  die  Asymptote  ausdrficken. 

Differentihrt  man  die  Gleichung  der  Fn«spunktcurve,  so  wird: 
(4a:y  +  2^  +  2p,)^+2y«+2^j^+4:t(a:+«)+2j:»=0, 
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Dies  In  die  Glelchong  der  Tangente  gesetzt  fiebt: 

DIvidirt  man  dnrcb  y*,  so  wird 
Es  war  gefunden: 

Damit  dies  unendlich  werde,  ist  zu  setzen: 

so  dass  die  beiden  zusammengehürigen  Werthe  von  «  nnd  y  sind; 

P 
«=— §.   y=co. 

Dies  in  die  Tangentengletchung  substltuirt,  giebl,  da  die  y  im 
Nenner  entbaltenaen  Glieder  gleich  0-  werden : 

als  Gleichung  der  Asymptote.  Die  FasspanktcnTren  der  Parabel 
haben  daher  immer  eine  Asymptote,  welcne,  wie  aus  der  Glei- 
cbnng  hervorgeht,  der  Ordinatenaxe  parallel  und  nm  den  halben 
Parameter  vom  Pol  entfernt  ist 

Es  sollen  ietst  einzelne  Curren  betrachtet  werden,  welch« 
man  dadnrch  erb&lt,  daas  man  den  Coordinateo  des  Pols  bestimmte 
Werthe  beijegt. 

Setzt  man  in  der  nrspranglichen  Gleichung  der  FusspnnH- 
cnrve  ß~0,  ■>=»  •  so  ßült  der  Pol  mit  dem  Brennpunkte  der 
Parabel  zusammen  nnd  die  Gleichung  geht  fiber  in 

V<l-?)+J'l'+2«(«- f)*=0 

D.!.;™,  Google 


Vf  +  2£(I-.J)»=0, 

welcher  Gleicfaun;;  genOgt  wird  durch  £^0.  In  diesem  Falle  Ut 
also  die  FuaspnnLtcurve  rine  gerade  Linie  und  zwar  die  Ordina- 
tenaxe  selbst.  Die  Asymptote  sollte  der  Ordioatenaxe  parallel 
und  um  den  halben  Parameter  vom  Pol  entfernt  sein,  ßilt  also 
hier  ebeDfalls  mit  der  Ordinalenaxe  zusaroinen. 

Setzt  man  a  =  0,  ß=0,  so  11^  der  Pol  im  Scheitel  der  Pa- 
rabel und  man  erhält  die  Gleicbuug 

Die  Asymptote,  gegeben  durch  die  Gldcbung 


ist  in  diesem  Fall  die  Directrix  der  Parabel.  Es  werde  unter- 
sucht, ob  diese  Curve  einen  Doppelpunkt  oder  Rdckkehrpunkt 
habe.  Schneidet  eine  Curve  sich  selbst,  so  das«  ein  Doppelpuokt 
entsteht,  so  muss  es  in  diesem  Punkte  zwei  Tangenten  geben, 
und  da  die  tiigonometrische  Tangente  des  von  der  Abscissenaxe 
und  der    geometrischeD   Tungente    gebildeten  WinkeU   durch  den 

Diffeientialqnotienten  -j-     ausgedrückt  wird,  so  muss  dieser  zwei 

Tcrgcliiedene  Wertbe  haben.  Es  muss  daher  «ae  quadrstiscbe 
Gleichung  gefunden  werden,  aus  welcher  sich  jene  beiden  Wertha 
bestimmen  lassen.  Wenn  die  Curve  gegeben  ist  durch  die 
Gleichung 

deren  partielle  DifferentialquotienteD  J-  snd  ^  für  zwei  zusan- 
mengebOrige  Wertbe  von  x  und  g  rerscbwiniieo ,  so  nimmt  der 
Dlfkrentialquotient  ^  oder  3^  >  ä(:  ^1«  unbestimmte  Form » an, 
so  dass  es  keinen  bestimmten  Werth  der  Tangente  zu  geben 
Bcbeint     Das  Tollstfindige  Differential  wird : 

ex  ~  S 1/    dx  ~~ 

Darch  abennaligea  Differentiiren  erhSIt  man  eine  quadratische  Glet- 
diuog,  ans  der  man  zwei  Werthe  von  ^  Andet.  Eswirdvemlich: 
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voran^esetzt  war: 

Wenn  aus  dieser  Gleichung  sich  zwei  reelle  Werthe  ^'  jz  C'S^- 
ben,  so  schneidet  die  Curve  sieb  selbst  in  dem  durch  Jene  xu< 
sammeasehwii^en  Coordinaten werthe  angedeuteten  Punkte.  Erge- 
ben sicB  zwei  gUicbe  reelle  Werthe,  so  fallen  die  beiden  Tan- 
genten nuaminen  und  die  Cutva  hat  einen  Rilcltkebrpunltt  oder 
berührt  sich  selbst. 

Ea  war  die  Gleichung  gefunden 
tForaqs  durch  DifferenliireD  geAinden  wird: 

Diese  partiellen  Differantialquotienten  rerschivinden  (ür  die  ensam- 
mengehDrigen  Werthe  £=0,  9  =  0.     O'n  abermalige  Differentia- 


tion gieht: 


S=>^.  ^=^. 


W 


welche  partiellen  Differantlalqnotienten  (Br  jene  Coordinatenwerthe 
Obei^hen  in: 


^t.    «'/■_„  s*/'^^ 


Die  GleichuDft 
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wird  also  verwandelt  In: 

woraus  sieh  die  beiden  greichen  Werthe  ergeben: 


Ht)T 


da' 

Wenn    die   Onrve  sich   selbst  berührt,    eo    muss    q   für   diesen 
Punkt  einen  endlichen  Werth  betialten  und  darf  auch  nicht  gleick  , 
Nnli  werden.     Denn    wenn  der  KrOnmuiagsbaibmesser    unendlich 

Sross  wird,  so  ist  die  Curve  in  jenem  Punkte  eine  gerade  Linie, 
.  h.  sie  hat  einen  Inflectlnnspunlcl;  wird  er  dage|;en  gleich  Nnll, 
so  ist  gar  keine  KrSmmuog  vorhanden ,  d.  h.  die  Curve  hat  einen 
Inflectionspunkt 


Die  Gleichung 


wird  ermU,  wenn  -t^  unendlich  wird,   während  ;^  einen  end- 


liehen  Werth  bewahrt.     Durch  Differentiation  der  Gleichung 


erhfilt  man 


und  dnrch  aliernia)ige  Differentiation: 
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Ana  «ler  Gleichnng  1)  wfr^  gf^ondeii: 

<»  _        &\+3^ 

welches  UifferentiiU  tar  jene  Coordtnatenwerthe  :i;=0,  «=0  die 

0 
UDbesliramle  Fonn  ^    annimmt.   Ans  der  quadratischen  Gleichung 

war  bereits  Rlr  dasselbe  der  bestimmte  Werth  ^=0  getanien, 
opd  wenn  nuiD  diewn  in  die  Gleicbnag  2)    snballlilirt.    so  g«bt 


3)  sf(2a:+p)0+6«=O. 

IjOst  man  die  Gleichung  der  Gnrre 


nach  «  anf,  so  wird 


x+p' 
und  die«  in  die  Gleichung  3)  substituirt  liefert: 


woraus  folgt: 


Setzt  man  jetzt  x=0,  so  wird  j^  uneodlich,   daber  der  Krßm- 
mungsbalbmesser  gleich  Nnl). 

Der  Pol  ist  daher  selbst  ein  Rflclikehrpunkt  der  Curve,  und 
da  -^  die  trigonometrische  Tangente  des  von  der  Abscissenaxe 
und  der  geometrischen  Tangente  gebildeten  Winkels  ist,  so  folnt, 
dass  dieser  Winkel  gleich  ^jnil  und  die  Abscissenaxe  seihst  die 
geometrische  Tangente  ist. 


Es  soll  nun_  untersucht  werden ,  _pnter  welchen  Bedin] 

lie  pai 
rentialqnotianten  cu  bilden.    Die  allgemeine  GlMchung  war: 
Tbril  \%.  18 


gnngen 
Oberhaupt  die  Fusspunktcurm  der  Paralial  einen  Uoppelpunkt 
oder  Rflckkehrpunkt   haben.    Es  sind  daher  die  partiellen  DiSe- 
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S!j(jt-B  («-«) +p(jt-|5)«  +  ».<i-.)«=0. 
Durch  Differentiiren  erh&It  man  «us  derealben ; 

|f=%(y-»+l.(x-«)+2(«-.)'. 

weleb«  puti«II«i>  UifferantiBiqnotienteo  iilr  x=ia  nnd  y>^^  m- 
acbwinden.    Durch  abennaligeff  Differeoüiren  gewjDnt  maiic. 

welche  für  jeoe  Weitbe  dbergvhen  \a : 
so  dass  die  Gleichung 

die  Fmn  aDnlmmt: 

woraus  gefunden  nird: 

Ob  eine  oder  awei  oder  gar  keioe  reelle  Tanj^enla  vorTiaaden 
bt,  das  hSngt  offenbar  von  der  Wurzel  V  iSP  — 2po  ab.  Ist  die- 
selbe  grüBser  als  Niril,  so  giebt  es  zwei  r^Ile  verschiedene  Wer- 

the  von  ^  und  somit  zwei  verschiedene  Tangenten,  d.  h.  der 
Pol  Ist  ein  Doppelpunkt;  ist  dagMen  ^3— 2jw=:0,  s«  erkfilt  man 
Anr  eine  reelle  Tangente  und  der  Pol  ist  ein  Rfickkehrpunkt.  Ist 
endlich  ^—ipa  negativ,    so  wird  die  Wnrsel  imaginär,   and  es 
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s(^Deid«n  iich  im  Pol  zwei  imagln£re  Tangenten,  nnd  derselbe 
ist  ein  Uolirier  PunLt.  Liegt  non  der  Pol  auf  der  Parabel,  so 
ist  atla  Mal  ß'—'2pa=0,  und  der  Pol  istemRQckkebrpuiikt;  dage< 
f;en  wird  jP— 2paj)o«tiv,  wenn  der  Pol  auBBeibaib,  pegativ  wenn 
er  Innerhalb  der  Pftra,bel  liegt,  was  Hieb  folgenifeiln^aeD  b^wet- 
■e«  liiMt. 

Es  liege  der  Pol  ausserhalb  der  Parabel;  dann  sind  nnr  diejenigen 
Fille  XU  betracbten,  wo  er  auf  der  positiven  Seite  der  Abscis- 
senaxe  liegt,  da  für  ein  negatives  «  die  Grrissc  ß^—2pa  alle  Mal 
positiv  wird.  Man  ziebe  die  Ordinate  B,  tvelcbe  die  Parabel  in 
irgend  einem  Punkte  schneiden  wird.  Die  Ordinate  dieses  Punk- 
tes sei  ffl  und  es  sei  ferner  ß^m+y,'  Eä  wird  die  Gleiofanng 
entcteben  nfl — 2pa=0.  Subatituirt  man  den  fflt  ^.gefundenen 
Werth,  80  wird 

jJV2ptt = m«  +  Sniy+j-a— 2pa = Zmy+y' , 

welcher  Ansdnici;  itwner  poütiv  itt«  d«  y  «od  m  beide  paqiti« 
sind. 

Es  liege  der  Pol  innerhalb  der  Parabel.  Man  ziehe  wieder 
die  Ordinate  ß  nnd  verlünsere  sie  fibar  den  Pol  hinaus  bis  znm 
Durchschnitt  mit  der  Parabel.  Alsdai^n  wird  ß=m—y  zu  setzen 
sein,  daher  der  Ausdruck 

p»-2p«f =(«'+)'* — •fy — 2po, 

und  da  auch  hier -m^— ^it^O  ist,  so  wird: 

j3a-2pB=y'>— 2my. 

Es  Ist  aber  y  eirtTbeü  von  m,  daher '9>ny>}^,  also  wird^ — 2t>a 
eine  negative  Grüsse,  der  Pol  ist  dahef  ein  Doppel -Rflckkenr- 
oder  isotirteV  Punkt  ßir  die  Cnrve,  jenacbdem  er  ansserbalb,  anf 
oder  innerhalb  der  Parabel  liegt 

-Es  sollen  tum  «iniee  diMerCurvea  quadirirt  werden.  FQr  den 
Fall,  dass  der  Pol  im  Scbeitel  der  Parabel  lic^,  ist  die  Gleichung 
der  Fasspnnktcnrve : 


woraus  man  erbflit:' 


!y»ar+py«+2a;«=0. 


Da  die  Ordih^e  mir  dann  eiiMS  raeBen  W«<lb  hat,  wenn  di» 
Abscisse  n^ativ  ist,  so  kann  man  —x  statt  s  schreiben,  woravf 
man  erhält: 


oy  Google 


188 


.=V^i 


2j' 
p— 2a:' 


Bezriebset  F  die  FIScbe,  welche  von  der  AhscUtmase,  derCame 
und  den  Ordinaten  Vi ,  V3,  einf^escblosseD  wird,  so  ist,  TreDD  ii^ 
x%  die  zu  jenea  Ordinalen  gehiirigen  Abscissen  sind; 


?=f",ix. 


F 
I  Falle  wird  daher 

I>«B  an  tBt«giiT«&d«n  Aasdradc  kann  man  nthretbeB: 

Vi—' 

so  dass  man  durcb  Integration  erb&It:  ' 

Z  Z 

Um  die  zwin^o  der  Abscissenaxe  der,Cuiv«  und  dw  Asymptote 
liegende  FIficbe  bu  berecbnen,  setze  man  Xi:=0,  x^=^ , wotant 
mau  gewinnt: 

F=  32  p' '  aics'mC—  I)— arcaiD(-l- 1)  l 
3p*w 


woran«  sich  die  zwischen  der  Cnrve  und  der  Asymptote  liegende 
Fliehe  «rgivbt: 
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FSrcTs— ^,   ß^O   geht   die   Glricbnng   der    FuHpoDktCBiT« 
abet  in: 

worans  man  gewloott. 


ritinate  Dar  dann  einen  re 
negativ  Ist,  «o  schreibe 


D&  auch  hier  die  Ordinate  nar  dann  einen  reetlea  Wertb  bewalirt, 
wenn  die  Absdsse  negativ  Ist,  so  schreibe  man  — x  statt  +ir, 
so  dass  man  erbSlt:  ^' 


norans  folgt;       > 


Dies  Inte^  ISjat  aicli  zerlegen,  so  dass  msn  eiUK; 
Es  ist  aber 
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80  dasa  man  nach  SubstitatioD  dteaer.  AusdriEcke  erhält: 
4 
4 

ilod  fr^an  man  z^i^cltea  .den  Grenzen  jcg   und  J4  integtirt: 

+  5-^p*^arc8in  -— -arcam— — ^; 
4  4 

Da  der  Pol  ausserhiilb  d^  Parabel  liegt,  äoniuss  er,  frie  obeo 
bewiesen  wurde,  ein  Doppelpanict  der  Corre  sein.  Der  halbe 
Flächeninhalt  dea    geschlossenen  Theils  der  Curve  wird    mithin 

gewonnen,  wenn  nuw  \a  obiger  Formel  sptzt:  ^i^scQ,- .r^^^f  b* 

dass  man  erhsit: 

F=^p"(arcsin("-l)-arc8i«(+I)t+^p« 
mithin  der  gesammte  FllcbeninhtUt : 
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Die   Ellips«. 

Die  Gldcbnng   det   Ellipse   ans   dem  Schaitel   der   grotsen 
Axe  ist: 

woraus  mau  erhUll: 

_a&+iiVA>~V«  * 

S-  j 

Setzt  man  gssbtAiup,  so  »Ird  x=a+act)a<p,  und  wenn  man  difif 
rentiirt: 

d«  bcohq> 

dx=—ttBiDipdip,    dyi=Äco89>rfv,    ^^'-^J^i^' 

Die  Gleichung   der  Tangente   gebt  nach   gehSriger   Sabstttation 
über  in: 


die  des  Perpendikels  Inr 

oder  wenn  man  Iwide  mit  aaln^  multiplicirt : 

1)  — fr(ij— (S)cosg>+(i(£— «)c<»e9=0, 

2)  at]  sinf)  +  b  (6 — aytoa^  — ab  =  0. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  2)  mit  £  —  a,    die  Gleichung   1) 
mit  *}  und  sabtrahirti  ^o  wird 

—Ml-Ocosv— *(£—«)  (£-ö)cos9i-hi6a-«)=0 


3)  {il(il-W  +  (£-tt)(|-«)lcos9^<i(i-«)=0. 

Hnltiplicirt   man   dageeen  die  Gleichuns  1)  mit  £  — a,    die  Glei- 
cfaong  2)  mit  ^ — ß  nna  ad&t,'  so  e^iebt  sieb: 

«Ö— «)  (£— ii)8in9+o»)(i)— ftain9-o6{t)— W  =0 
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oder 

4)        i  (£-«)  (£-«)  +  *1(V-^  I  ""?>  ^  ft<'?-is)  =0- 

Ans  den  Gleicliiingen  3)  und  4)  erhStt  taan : 
a(£-«) 


*""''-«?(iJ-^)+(fi-«){S-o) 
Mittebt  der  Gleichung  coiBq[>*-(-8>D9>*— 1  genlnnt  mau: 

oder 

Die  FasspuDktcurven  der  Ellipse  werdeo  daher  durch  eine  Glei- 
chung vom  vierten  Grade^  aus^edrQckt  Diese  sind  sSmmtlioh  ge- 
schlosaene  Curven,  da  für  keinen  reellen  Werth  von  s  die  Ordi- 
nate jr  unendlich  wird,  oder  umgekehrt,  daher  auch  niemals 
Asymptoten  vorkommen. 

Setzt  man  in  der  gefundenen  Gleichnng 

d.  b.  lie^t  der  Pol  In  dem  Brennpunkte  der  Ellipse,  so  erhUt  man 
eine  Gleichung  zweiten  Grades.    Es  wird  nemlicfa : 

{«-«+e)«-a)-lVl'=«»«(l-«+«)'+ftV. 

Verlegt   man  die  Coordinatenaxen    den  frOheren  parallel   in  den 
Brennpunkt,  so  ist  xn  substifadren: 

worauf  man  srhfill: 

LOst  man  ^  Klammem  auf,  so  wird 

und  wenn  man  fdr  «*  seinen  Werth  e^=a'— 6*  anbatituirt; 
j:«(^^»»)+s\«»-Hr»)-2«<TH*')-A"(«»+y')=0. 


DK!,tzü.DyG00gIC 


woraus  folgt : 


(j:-e)»+3)«=««. 

Mao  erhSIt  also  dte  Glekhnngeinea  Kreises,  desson  CeDtnim  der 
Mittelpuakt  der  Ellipse,  desssD  Radius  die  halbe  grome  Axe  ist. 

Wird  in  4er  oTspiitD glichen  Gleichung  gesetzt  «=0;  ß::^, 
d.  h.  liegt  der  Pol  im  Scheitel  der  grossen  Axe,  so  geht  die 
Gleicbuog  fiber  in :  ■ 

welche  eine  den  ^icycloiden'-Ifanliefae  Curve  darstellt  Fragt  man 
nach  dem  Flficheniobalt  derselben,  so  wird  es  bequem  sein,  Po- 
luGOordinateD  einsufubreo.     Setzt  man  zu  dem  Ende 

wo  ff  den  vom  Pol  an  irgend  eineo  Punkt  der  Cnrre  gezogenen 
Radius  vector,  tp  dagegen  den  Winkel  bezeichnet,  den  dieser  mit 
der  AbscUaenaxe  bildet,  so  gpht  dieGleicbung  Aber  In: 

a'(i'cog9!»+fc*f*Bio9*=(p* — agcosipy* 


Dar  FtSchenfbhalt  eines  von  den  beiden  Rad.  vect.  o,  und  o,  be- 
grensteo  Sectore  wird  bekanntlich  ausgedrficfcl  durch  die  Formel 


=ä/"«^''- 


Es  moss  daher  ^  eis  Function  von  7  dargestellt  werden.  Durch  Auf- 
iSaen  jener  Gleichung  ergiebt  sich 


(I=h):o87  +V  a*cos9(i*+i%lngi* 


p*=:2aHo89' + ÖVitKp" + 2acos7  V  o'cosy'-fi'sinfjp*. 
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f. 
'oder 

wvlcber  Aasdraok  in  die  eiazdneB  Intograla  xerlUlt: 

G6  iat  aber 

Um  daa  dritte  Integral  zd  finden,  setze  man  81099^2,  also  cos^tfp 
xidt,  ao  dasB  der  Ausdruck  übergebt  in 

a  f^a-»-eH*dx    «der     f-^^^^tU, 

worans  man  die  beiden  Integrale  gewinnt: 

E«  ist  atwr 

,  />       <fa             2a'              /     e«j\ 
o'  /    .  —  — arccoB  I l> 

und  da  co5(— 9)^0089  iat: 

D„t„an,  Google 


F«nieT  ist 

SubsHtuirt  mao  auf  gebürige  Wdse,  so  wird 

f  2o>  « 

o  j zf»tpy  iü^—^m<p*dq>  :=  — -arccosl-  sin^) 

.  —  5  a  V  a«  -  ^  Bm9>»(siii9+  -^J  . 
Daber  gewinnt  man  endlich: 

91 

—  ja  Va»-Aiaq)a*  (ain9.,+  ~j 
+  «o  V^o"—  e^D9>t>  f  singi,  +  s-f) 
+  —  {arcco8(-siiiya)  — arccoB(-8inpi)}. 
Setzt  man  nun  91=0,  tp^^x,  so  wird 

Da  dies  die  HSlße  des   geaammten  durch  die  Curve  eingepchlM- 
aenen  Flächennfmes^ist,  so  wird  dieser  selbst: 
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E«  «et  XU  nDterrachen,  unt»  welchen  Bediogun^n  dieFosa- 
piioktcnTven  der  Ellipse  einea  Doppel-Rückkehr-  oder  IsoIirteD 
Pttokt  haben.  Bildet  mao  die  partiellen  DiffereuHalqiMitieDtea  uw 
der  GleichuDg 

80  erhilt  man: 

^=2{(a:-flKar-o)+yCy-|J)l(2a:-a-«)-2öi«(x-«), 

^  =  2{(*-i.)(x-«)+y{y-WI(2y-ft-2*«(y-/J). 

Diese  partiellen  Differentialqnotienten  verschninden  für  ck^^ 
g=ßi  die  abermalige  partielle  Differentiation  liefert; 

^=4|(3r-a)(x-«)+y(ff-ßl+2(.T-o-«)«-2a», 

P=4|,(a^a)(x^«}  +3((y-|J)}  +2(2s^ft»-26«. 
FQt  x^u,  s^=ß  gehen  diese  DiSbrentialquotienten  Ober  in: 

Setzt  man  diese  Wertbe  in  die  Gleichung 

Bo  erh&lt  man 

iL2««  +  S!(,i-.)(l*+(P-4«)(^)*=0,  " 

w«niu  man  gewinnt: 

Ä»-  |)a_J« 
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D«r  Werth  von  ^  hKngt  offenbar  von  jer  Warsel  ab ;  jenacb- 
dem  die  GrSue 

Sasitiv,  negativ.  Null  ist,  siebt  es  zwei,  keine,  eine  Tangente, 
eoe  GrSaae  wird  aber  offenbar  Nnll,  wenn  der  Pol  aoT  der  El- 
lipse liegt,  sie  nird  positiv,  wenn  der  Pol  ausserhalb,  negativ, 
wenn  er  innerlialb  der  Ellipse  sich  befindet.  Dies  lässt  sich  ähn- 
lich wie '  bei  der  Parabel  beweisen.  Der  Pol  liege  ansaeThaib  der 
Ellipse.  Man  ziehe  die  Ordinate  ß,  welche  grosser  wird  als  die 
zn  der  Abscisse  gehiirige  Ordinate  der  Kllinse  m;  es  sei  alsp 
ß^m-i-y.    Femer  wird  die  Gleichung  stattnnden: 

Nachdem  der  Werth  ßr  ß  subslitnirt  Ist,  gebt  der  Aoedruck    .   , 

a'/y  +  fr««"— 2a6?B 
jlber  in 

oder 

tat  mithin  positiv-  Schneidet  die  Ordinate  ß'  die  Ellipse  gai  niebt, 
so  mass  a  entweder  negativ  oder  grösser  als  2a  sein.  In  bei^e^ 
Ffillen  bleibt  der  Ausdruck  positiv. 

Es  liege  der  Pot  innerhalb  der  Ellipse.  Sfan  ziehb  wieder  die 
Ordinate  p  und  verlängere  sie  Ober  den  Pol  hinaus  bis  zum  Durch- 
schnitt mit  der  Ellipse.    Dann  wird  zu  setzen  sein 

ß=m-y. 
wSbrrad 

Substitiitrt  man  den  Werth  fiic  ß,  so  wird  der  fragliche  Ausdruck 
ätergebeix  in: 

der  Hch  mit  BerOcksicbtigung  obiger  Gleichang  verwandelt  in 

eV-äMr)  ^    . 

und,  da  j  ein  Tbeil  von  m  ist,  immer  negativ  bleibt. 

Je  nachdem  daher  der  Pol  ausserhalb,  auf  oder  innerhalb  der 
Ellipse  liegt,  ist  er  fär  die  Fasspanktcurre  ^n  Doppelt  Bück' 
kehr-  oder  iBolirter  Punkt. 
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Setzt  mao  in  der  für  die  FasspanklGnrven  der  ElUpm  ^efon- 
denen  Gleicbuog  a=6=r,  so  erhÜt  man  die  Gleichnog  iai  die 
FuBspunktcurvea  des  Kreises: 

»«|(j(-o)»  +  (y-^)«)=|(ar-r)(4:-«)+y(ff-ftt«. 

Setzt  man  hier  a=r,  ß=0,  d.  h.  föUt  der  Pot  in  den  Mittelpunkt 
des  Kreises,  so  wird 

womns  man 

die  Gieichnng  des  Kreises  selbst,  ertiSIt.  Setzt  man  a  =  ß=0, 
d.  h.  liegt  der  Pol  auf  der  Peripherie  des  Kreises,  BO  mrd  die 
Gleicbaog  der  Fusspuaktcuive: 

welcbes  die  Gl^cbung  der  eiofacbsten  Epicyclolde,  der  Cardt- 
oide  ist. 

Um  den  Flficfaeoinhalt  dieser  Curre  za  bestimmen,'  ist  es  be- 
quem, Po  larco  Ordinate»  einzufBbren.  Setzt  man  jr  —  ^sin^, 
ie:=:9C087,   90  gebt  die  Glcicbuiig  Aber  in; 

r"p'*=(j' — rpcosgi)* 

oder 

Ain  y*  ^  p' — 2r^cosip , 

worans  sieb  ergiebt: 

9 =rcos9i  +  V'i^inp*  +  r%;o«9* 

roitbia 

(fl=i^+2r'coetp  +  p''co89i* 
[Ke  FISctie  wird  daher  ansgedrfickt  dnrch 
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fi  9t  ?i 


1  man  die  Integrationen  aasAllnt: 


uÄtit  der  tJüne  ausgedrückt  datcb: 


mithin  den  gesammtra  FIScbeninbalt: 


Dasselbe  g«ninnt  man  aas   der  Formel  jener   oben  betrachteten 
Fusspunktcurve  der  Ellipse,  wenn  man  in  derselben  e=0  setzt. 


Da  man  den  Kreis  ansehen  kann  als  eine  Ellipse  mit  der 
Excentricitat  0,  so  gelten  hier  die  fOr  die  FuGspnnliitcnrven  der 
Ellipse  gefundenen  Slitze:  die  Fnsepnnktcurren  des  Kreises  sind 
jteschlossene  Curren ,  haben  mithin  niemals  Asymptoten ,  der  Pol 
wt  entweder  ein  Doppel -RSckkehr-  oder  isolirter  Punkt,  jenach- 
dem  «r  ausserhalb,  «of  oder  innerhalb  der  Peripherie  des  Krel' 
ses  liegt.  . 
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Hyperbel. 

Da  man  die  Gleicfauofc  der  Hyperbel  aus  der  EIlipBengleichuDg 
erhSlt,  nenn  man  statt  b^  setzt  — 6^,  und  — a  statt  a,  so  ge- 
winnt man  durch  dieselbe  Substitution  die  Gleichnng  für  die  Fuss- 
pnnktcarven  der  Hyperbel  aus  der  Gleichung  fSr  die  Fusspnnkt- 
curveo  der  Ellipse.    Dieselbe  wird : 

a»(£-€r)«-63(^«>=|(H«)(S-<')  +  »)(i?-fti»' 

Setzt  man    ß=0,  «=n-.-e,   d.  h.  verlegt  m«D  den  Pol   In  den 
Brennpunkt,  so  gebt  die  Gleicfaung  6ber  in: 


nod  man  erbSIt: 

und  nach  AuflSsung  der  Klammem: 

Sobntitulrt  man  ^=a*+6^,  so  wird 

oder  ;  , 

woraus  man  gewinnt 

and  endlich 

die  Gleichung  eines  Kreises,    dessen  Mittelpunkt  der  Mittelpunkt 
der  Hyperbel,  dessen  Radius  die  balbe  grosse  Aze  ist 

Setzt  man  ^=0,  a=—a,  d.  h.  liegt  der  Pol  im  Mittelpunkt 
der  Hyperbel,  so  erhlüt  man  die  Gleichung 

a'a+«)*-frV=l(Ha)*+«i*l«. 
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und  wenn  man  die  Coordinktenaxen   in  den  Mittelpunkt   reriegt, 
8a  dass  in  setzen  ist 

ao  erfafilt  man 

Fär  die  gleichseitige  Hyperbel,  fQr  welche  a=b  iat,  geht  diese 
GleichoDg  über  in 

die  tileicfaung  einer  Lemniscate. 

Da  die  allgemeine  Gteichang  aas  der  Gleichung  fQr  i^e  Fnas- 
panktcarre  der  Ellipse  gewonnen  war,  so  gelten  aach  hier  die 
über  die  Fosapunktcarven  der  Ellipse  gefundenen  Sitze. 


Nachschrift    des  Herausgebers. 

Der  Herr  Verfasser  des  obi|;eu  Aufsatzes  schreibt  mir, 
dase  eich  ein  Aufsatz  Gber  denselben  Gegenstand  Ton  Herrn 
Woir  in  Bern  im  fiOsten  Bande  des  Crelie'schen  Journals  be- 
6nde,  und  daes  die  von  ihm  gefundenen  Resultate  von  denen  des 
Herrn  Wolf  nicht  verschieden  seien,  ja  dass  selbst  der  von  Herrn 
Wolf  eingeschlagene  Weg  der  kürzere  sei.  Wenn  dies  nun  aber 
auch  der  Fall  ist,  so  scheint  mir  docfa,  dass  der  obige  Aufeati, 
abgesehen  von  dem  unbestreitbaren  Verdienst  des  Aufsattes  des 
Herrn  Wolf,  ein  selbststSndiges  Verdienet  besitze,  und  Anßn- 
gern  eine  gute  Uebung  in  der  Ann-endnng  der  allgemeinen  Foi- 
meln  der  analytischen  Geomefrie  darbieten  künne.  Daher  habe  ich 
von  dem  von  dem  Herrn  Verfasser  mir  eingeräumten  Rechte,  nach 
GntdSnken  Ober  seinen  Aufsatz  verfügen  zu  können,  Gebranch 
gemacht,  und  denselben  in  dem  Archive  abdrucken  lassen. 
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Drei  greometrlsctae  Xbeoreme. 

Van 

Herrn  Doctor  Beer 


Bei  einer  dtoptrischen  Berechnong  bin  ich  zu  drei  fnteressaa- 
ten  geometrischen  Sätzen  gelangt,  welche  ich  mir  in  der  Unter- 
stellung, das8  sie  Den  sind,  hier  mitEalheilen  eriaabe,  wenngleich 
Ihre  Ableitung  sehr  einlach  ist 


Theorim.  Legt  man  an  eine  Cnrve  des  zweiten 
Grades  und  eine  FIBche  des  zweiten  Grades,  die  con- 
centriscfa  sind,  Tangentialeb  enen,_  so  liegendieBe- 
ifl.hrungspunkte  auf  einem  den  beiden  Oertern  cou- 
centrischen  Kegel  des  Iweiten  Grades. 

Beweis.  Bei  orthoEonalen  Coordinaten  sd  die  Gleichang 
eines  centrischen  Kegelschnittes: 

C=«a:*  +  j3ya— 1=0, 

Dod  die  Gleichang  ein«  mit  ihm  concentrischen  FlSche  des  zwei- 
ten Grades: 

F=oa«  +  Äs«+M«-|-2ABy+2ea3+2/yi-l  =0. 


DK!,tzü.DyG00gIC 


In  dem  Paokte  {x',  g',  if)  lege  man  an  letztere  eine  Tangential- 
ebene; ihre  Gleicbong  wird: 

dF       .  rfF      .  dF        dF  _,       dF  dF 

Und  sie  ecbneidet  die  E^ene  des  K^ebcfcnittes  C  in  der  Oe> 
raden: 

„_dF  dF         „     . 

«rofBr  wir  setzen  wollen ; 

P*  +  W— 2=0. 
FOi  die  Goordinaten  der  Durchschnitte  von  G  and  C  hikt  mau: 

woßr  wir  setzen: 

Sollen  nun  G  nnd  G  sich  berflhren,   so  mfleien  die  Warsein  der 
letz^fandenen  Gleichung  einander  gleich  wwden,  d.  h.  es  mtua 
9     sein : 

B^—iAC—G, 

oder: 

«9*  +  Pp*— l«j3  =  0, 
oder: 

o(6j'+ rf:»^  + /V)»  +  (9{rty  +  rfy  +  ei')»- <r^=0. 
oder  endlich: 

Diese  tilflichung  stellt  eine  den  Oertern  C  aod  F  concentrieche 
Fläche  des  zweiten  Grades  dar,  die  durch  ||eno  Oerter  Tollstän~ 
die  bestimmt  wird.  Ihr  Durchschnitt  mit  F  ist  der  Ort  aller  Be- 
rührungspunkte der  an  G  nnd  F  gelegten  Tangentialebenen.  Und 
diese  Punkte  liegen  hiernach  auch  auf  dem  mit  G  und  F  concen- 
trischen  Conus  zweiten  Grades,  der  folgende  Gleichaeg  bat: 

Hierin  liegt  aber  der  Beweis  unseres  Satzes. 
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Theorem.  Beschreibt  man  um  die  Tangenten  eines 
eentrischen  Eecelschnittes  als  Axen  RotattODseyliD- 
der  ron  demselben  Radius  und  legt  durch  den  Mittel- 

fnnkt  des  Kegelschnittes  an  die  Cyiinder  Tangen- 
iaiebenen,-  so  amhfillen  diese  einen  Kegel  des  zwei- 
ten Grades,  so  wie  auch  die  im  Mittelpunkte  auf  die 
Tangentialebenen  errichteten  Normalen  einen  Kegel- 
mantel, den  SupplementsJcegel  des  erst  eiwShnten, 
bilden. 

Beweis.  Die  Gleichung  des  centrischen  Kegelschnittes  sei; 

In  dem  Punkte  (x",  y',  0)  lege  man  eine  Tangente  an  Ihn :  .  sie 
bat  die  Gleichung: 

Bedeutet  nun  e  den  Winkel  zwiscfaen  der  Absclssenaxe  und  dem 
«BIS  dem  Centmro  auf  die  Tangente  herabgelassenen  Perpendikel, 
Mwie  n  die  Lioge  des  letzteren,  so  hat  raani 


Polglich  tat  anch: 


Vm  ansere  Tangente  werde  nun  «in  Rotationscylinder  gelegt,  ßi 
dessen  Radius  wir  der  Einfachheit  wegen  die  Längeneinheit  neh- 
men wollen.  Die  an  diesen  Cylinder  durch  den  Mittelpunkt  der 
Curre  gelegte  Berührungs- Ebene  schliesse  mit  der  xy-Efaene 
de»  Winkel  i  ein;  denselben  Winkel  bildet  dann  auch  das  im 
Centnim  auf  sie  errichtete  Perpendikel.  Ein  Punkt  dieses  Per- 
pendikels habe  die  Coordinaten  ^i .  ^  >  ii  und  seine  Entfeniang 
Tom  Centrum  sd  r;  dann  ist: 

Xi=raiDicoBe,    j/i  =  —re\nicon,    ij^rcosi. 

Nun  iat  aber: 

minf^l, 

wir  haben  also  auch: 
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Dorcb  den  Punkt  (;ri,  jfi,  i|)  legeo  wir  täao  Ebene  E  mit  in 
xy-Ebene  parallel;  ihr  Abstand  von  der  letztereo  cd  d;  »o  üt: 

Sonach  ist: 

'«.'(i-')+ä'."(?-0='^ 

Diese  GleichnUfE  gilt  ßr  die  in  der  Ebene  E  gelegenen  Punkt« 
aller  Normslen  der  erwähnten  Tangentialebenen.  Jene  NoTmalen 
tülden  also  einen  Conus  des  ztreiten  Grades;  seine  Uauptaxe 
steht  auf  dem  Kegelschnitte  senkrecnt,  seine  Neheoaxen  lallen 
mit  deo  Azen  des  Kegelschnittes  zusammen.  Weitere  Conse- 
^uenzen  liegen  nahe. 


Theorem.  Legt  man  in  den  Punkten  der  Durch- 
scbnittsünie  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  mit 
demselben  Mittelpunkte  an  die  eine  und  andere  too 
ihnen  Tangentialebenen,  so  bilden  die  vom  gemein- 
samen  Mittelpunkte  auf  diese  Ebenen  herabgelasse- 
nen Perpenditet  swei  Kegel  des  zweiten  Grades. 

Beweis.    Die  Gleichungen  der  Flficben  seien: 

F,=0    und    ^4=0. 

Für  einen  Punkt  (x',  y',  %")  der  Durchs chnittsllnle  hat  mui  also: 

und-Jt'  ist  eine  homogene  Function  vom  zweiten  Grade,  wenn 
wiederum  oDterstellt  wird,  dass  das  Centruro  der  betrachteten 
Oerter  der  Anfanespunkt  der  Coordinaten  sei.  Lassen  wir  ron 
dem  letzteren  ein  Perpendikel  auf  die  Ebene  herab ,  welche  eine 
der  FIStiben,  z.  B.  Fi,  indem  Punkte  (x'.y',  i^  berahrt,  so  hat 
man  für  die  Gleicfaangen  dieses  Perpendikels:  •  - 
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dx'  '.        W~ 

"  dFi' '    .y— rfF,'* 


Die  bier  rechts  stehenden  Ansdracke  sind  gleichnamige  Quotieo- 
ten  ans  homogenen  lineaTen  Functionen  von  x',  v"  und  f.  Ent- 
wickeln nir  daher  aua  den  letzten  Gleichungen   die  Verh&ltni«Be 


•  -7  und  -7,  ao  finden  wir  dafiir  gleichnamige  Quotieoton  aoa  ho- 
mogenen linearen  Fonctionen  von  x,  y  nnd  1.  Ihre  Subatitntioti 
in  die  (ileichiiiig  A,''=^0  liefert  fulehch  eine  homogene  Gleichung 
des  ztreiten  Grades  mit  den  VariE^ieln  x,  y  und  :,  woraus  dann 
folgt,  dass  die  Perpendikel  der  an  die  FISche  Fj  gelegten  Beruh - 
rungsebenen    einen   Kegel   des-zireiten  Grades    bilden.    Gleiches 

§ilt  von  Fa  und  Gberhaupt  Rlr  alle  Flächen  des  zweiten  Grades, 
ie  durch  die  Durchscbnittslinie  von  F|  und  F^  gehen ,  und  deren 
allgemeine  Gleichung  Fi-\'fi,F^=ii  ist. 

Ads  den  mitgetbeilten  drei  Problemen  leitet  sich  der  folgende 
bemerkenswerthe  dioptrlache  Lehrsatz  ab: 

Beschreibt  ein  Lichtstrahl,  der  auf  eine  ontiscb 
•inaxige,  doppel  tbrechende  Krystallptatte  trifrt,  um 
das  Einfallalotfa  als  Axe  einen  Kegel  des  zweiten 
Grades,  so  beschreiben  der  ordentnch  und  BUBBOr- 
ordentlich  gebrochene  IStrahl,  sowie  die  Normalen 
der  ordentlich  und  ausserordentlich  gebrochenen 
Wellen,  ebenfalls  einen  Kegel  des  zweiten  Grades. 
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Heber   die    Quadratur   eUlptlscher 
Sectoren. 

Fortsetzang   der  AbhandloDg  Tbeil  XVII.  Nr.  XI. 
dem    Herausgeber. 


Aaseer  den  in  der  oben  geiianaten  Abhandlang  von  mir  eot- 
wickelten  AuadrQcken  ffir  den  Fläcbeniobait  etliptiscbei  Secloren 
siebt  es  noch  einen  anderen  sehr  bemerken  an  erthen  Auadrudt 
lur  den  Flächeninhalt  eines  solchen  Sectors,  der  von  Lambert 
eefiinden  norden  ist,  und  in  naher  Beziehung  steht  zu  dem  ia 
dem  Aufsätze  Tbeil  XVI.  Nr.  XXXIX.    ent»ickelten   merkwArdi- 

Kn  Ausdrucke  fQr  den  Flächeninhalt  eines  parabolischen  Scctors, 
)i  Lambert  erscheint  der  in  Rede  stehende  Ausdruck  für  den 
FlScfaeninbalt  eines  elliptischen  SectoTs«aU  ein  Ausdruck  Tür  die 
Zeit  bei  der  Bewegung  der  Planeten  um  die  Sonne,  weshalb  die- 
ser Ausdruck  bis  jetst  auch  eigentlich  nur  in  der  Astronomie  be- 
kannt ist,  ohne  in  die  Geometrie,  wohin  er  doch  eieentlich  ge- 
hört, Eingang  gefunden  zu  haben.  Ich  will  daher  in  diesem  Auf- 
sätze versuchen,  den  Lamberfschen  Ausdruck  fQr  den  Flächen- 
inhalt eines  elliptischen  Sectors  bloss  in  geometrischem  Sinne 
Bafzufassen,  und  in  diesem  Sinne  einen  Beweis  fQr  denselben  zu 
geben,  wobei  ich  mich  an  die  in  dem  Aufsatze  Tbl.  XVII.  Nr.XI. 
entwickelten  AuHdrQcke  anschliessen  werde.  Vielleicht  wird  da- 
durch bewirkt,  dasa  der  in  Rede  stehende  Ausdruck,  wie  er  so 
■ehr  verdient,  mehr  Eingans  in  die  Geometrie  bndet,  ais  dies 
bis  jetzt  der  Fall  zu  sein  scheint. 
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In  Taf.  II.  Fig.  III*.  sei  über  der  Hanptase  AB  «iae  Ellipse 
beschrieben,  deren  srnese  und  kleine  Halbaxe  wir,  wie  gewülm- 
Hch,  darch  a  und  A  -bezeichnen  wollen.  Der  Mittelpunkt  dieser 
Ellipse  sei  C,  und  F  sei  ihr  einer  Brennpunkt.  F  und  C  wollen 
wir  als  die  Anfangspunkte  zweier  rechtwinkliger  Coordinaten- 
. Systeme  der  xy  und  Xiyi  annehmen ;  die  positiven  Theile  der 
Axen  der  x  und  x,  seien  respective  FA  und  CA ;  die  positiven 
Theile  der  Axen  der  y  und  y,  sollen  von  AB  an  nach  oben  hin 
genommen  werden.  Ueber  AB  als  Durchmesser  denken  wir  uns 
einen  Kreis  beschrieben,  und  wollen  nnn  in  der  Ellipse  nnd  in 
diesem  Kreise  zwei  Punkte  wie  Ptind  P^  in  der  Figur  annehroen, 
80  nämlich,  dass  diese  Punkte  auf  derselben  Seite  von  AB  lie- 
gen, nnd  die  durch  sie  bestimmte  gerade  Linie  auf  j4£  senkrecht 


tea  P  in  dem  Coordinatensystenie  mit  dem  Anfangspunkte  F  be- 
zeichnen wir  durch  x,  y\  die  Coordioaten  des  Punktes  Pi  in 
dem'Coordinatensysteipe  mit  dem  Anfani;« punkte  C  mögen  durch 
Xi,  yi  bezeichnet  werden.  Ziehen  wir  nun  noch  die  Linien  FP 
=  T  und  CPj=:a,  so  soll  der  von  der  Linie  FP  mit  dem  positi- 
ven Theile  der  Axe  der  x  eingeschlossene  Winkel,  indem  man 
diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  durch 
den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch  von  0  bis  360°  zählt,  durch  ip 
.bezeichnet  werden;  und  eben  so  wollen  wir  den  von  der  Linie 
CPi  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  Xi  eingeschlossenen 
Winkel,  indem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  xj  an  durch  den  rechten  Winkel  (xiyi)  hindarch  von  0 
bis  360*>  zählt,  durch  a  bezeichnen. 

Setzen  wir  nun  wie  gewrihnlich 

nnd  bezeichnen  den  FIScbeninhalt  des  seine  Spitze  in  F  haben- 
den, dem  Winkel  g>  entsprechenden  elliptischen  Sectors  darch  S; 
so  ist,  wie  wir  in  der  Abhandlung  Tbeil  XVII.  Nr.  XI.  gefunden 
haben ; 

1)      S=^^ab  f  .\rccos sinArccoa  \t 

mit  den  folgenden  Bestimmungen ; 
Wenn  die  Grösse 


positiv  ist,  so'muss  man 


oi  Google 


•ohown,  jena^hdem 

0<9<180(>    od«r     1800<9><3(IO« 
ist;  weDD  dagegen  die  GrOne 

a—r 

e 

n^atir  Int',  so  masa  man 

^R<Arcco8 <M  oder  jr<ArccoB  — —  <-ff« 

nehmeo ,  jeDachdetn 

0<v^i80<»    oder    180»<?.<3fi0o 

Ut. 

Offenbar  ist  in  völliger  Ailgemeiofaeit 

x^reosgi,  g=raiatp;    Xi^^acnsa,  y^^asina; 

nnd  nach   der  Lehre  von  der  Verwandlo^g  der  Coordinaten  und 
einem  bekannten  Satze  voa  der  Ellipse  ist: 

xt=e+x,    Si=jy- 

Also  ist 

woraus  umgekehrt 

„                  acoaco— e  .  b    . 

d)      cos9:= 2 >        Hing»  ^— ein» 

folgt.    QaadTirt  man  diese  Gleichnngfen,    and  addirt  sie  dann  m 
einander,  so  erhält  man  die  Gleichung 

(trcosio — «)*+  fi%ino»*— r* 

oder 

(a"— ft»)cosma  _2nec(wno  =:  r»—{b*+e*) , 

d.i. 

e'cQ8M'~2neco8o>=f*— «'. 
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LOsI  man  ddii  diese  qaadrafische  Gleichung   io  Bssug  auf  raot« 
als  uubekannfe  GrSsse  auf,  so  etglebt  sich 


wo  aber  das  obere  Zeichen  offenbar  unzolfissig  iai,     weil    immer 
a>e,  also  um  so  mehr  a-|-r>e,  folglich. 


Ist.    Di^er  ist  in  völliger  Allgemeinheit: 

4)      GOs(ii:= ■ 

Bezeichnen  wir  von  jetzt  an  durch  <o  den  Kreisbogei\  iu  einem 
mit  der  Einheit  als  Halbmesser  beschriebenen  Kreise,  welcher 
den  biflher  duruh  a  bezeichneten  Winkel  misst,  und  Qberlegen, 
dass  offenbar  immer  gleichzeitig 


180"<q><360o,    B<w<.2ir 

ist.  so  wird  leicht  ans  dem  Vorbeigehenden  erbellen,   dass  man 
in  der  Formel  I)  in  TölMger  Allgemeinheit 

Arccos =za' 

zu  setzen  hat,  und  daher  aas  1)  die  folgende  v<}|lig   idigemeio 
gQltige  Formel  erhblt: 


Ist  jetzt  Ti  ein  anderer  Radius  Vector  der  Ellipse,  welchem 
an  dem  Mittelpunkte  C  der  durch  den  Bogen  q)(  gemessene  Win- 
kel entspricht,  und  bezeichnen  wir  den  diesem  Radius  Vector 
entsprecli enden ,  wie  vorher  genommenen  etliptischen  Sector  durch 
Si,  so  ist  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher: 


aber  den   dem  Radius  Vector  r,  am  Brenn- 

""  '    ■    ■       '    fu    »nd  unter  der  Vor- 

inliel  q!>i  —  g>  am  Brenn- 


punkte F  entsprechenden  Winkel  durch  », ,    and  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  ^i'>9  ist,  den  dem  Win 


oy  Google 


»lakta  F  entsprechenden  elliptischen  Sector,  welcher  voo  den 
V'ectoieo  r  und  r,  nnd  dem,  dem  Winkel  tff^ — tp  am  Brennpankte 
entsprechenden  elliptischen  Bogen  begräDzt  wird,  durch  i>;  so 
ist  offenbar  S=Si~S,  also  nach  5)  und  0): 

I  '      :       e     . 

7)      $:=!^ab{ti>i  — «— —  (sin«»!  —  ^nio)). 

Die  Sehne  der  Ellipse,  welche  die  Endpunkte  der  Vectorea 
r  and  ri  mit  einander  verbindet,  sei  f,  sn  erbellet  leicht,  dass  in 
vSUiger  Allgemeinheit 

8)    j»=r"  +  r,«— 2iTiCQS(g',~y), 

also,   wie  man  leicht  findet: 


Nach  2)  ist: 

rcosqr  =  dcoan  — e,      rsin^)  =  bnna; 
riCOS9>|=acoBiO|  —  e,    riainqDi=&sinpii; 
akio 

rr|C08(9i— qpi)^(aco8iB— e)(«co80Ji— e)  +  M8inweio«, . 
Nach  4)  ist 

r^a — ecoso),    ri=a — ecosoi; 
also 

,  )Ti=(a  — eco8«>Cn  — ecoßöii). 

Folglich  ist 

2rr,  cos  i^  (fi  —  9>)'  =  ir,  1 1  +  cosCy,  —  qi)  \ 
=     (a— ecOB(D)(o— flcoam,) 

-|-  (ncosio — eiiacoBtty  —e)  -f  AAsinoMn»! 
=    yua-\-  «ecosracosoi  ~  ae(cos(o-|-co8i0|) 

-f-aoGOSUCOSO),  -|-ee  —  ae(ro8a-|-  cosojj) 

-(-  (Htsinoisinrai  —  eesincosioui 
=;    flniI+coB(«i— w)l  +  «|l+cos((Oi+o>)i— äaeCcosw  +  cos«,) 
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—  2fle  COSö'  («1  —  »)  CO«  ;r  («1  +  m)      ) 
also 

Folglich  ist  nach  9): 

(r+r,)*— «■=4l<icoej(ö)i— «)— ecoB2-((B|+»)j«; 

und  nenn  wir  nun  der  Kfirze  wegen 

10)    r+i-i+»=2;>,    r  +  r, -«=2y 

aetsen,  au  iat: 

11)     Pf — { acos  s  («1 — «)  —  ecoB  ö  ( Wj  +»)  |  ■ . 

Ferner  iat  nadi  10) 

p  +  9=r  +  r, , 
alao,  weil  nadi  4} 

r=:a  —  ecoBm,    ri.=a  — ccoa«, 
ist: 

f[-|-9=2a — ^«(coan-f-coBoii) 
oder 

und  folglich 

4«"— 2a(pf^)  =  4«eco«2  (»i  -»)«'*2  C"i  +  »)- 

Addirt  man  nun  diese  Gleichung  zu   der  tilelcbnng  11),    so  ( 
bSIt  man 
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12)      (2ff-p)(2B-y)=iaco8^  (»,-<•)  +«co8|{(»|+a)l«. 

Dahn  haben  wir  jetzt   nach  II)  und  12)  die  beiden   Tolgenden 
Gleichangen : 


13) 


f(2a— ;()f2a— 9)=(aco8^{(u,— m)  +CC082  (■fl,+(a)l"; 


oder  eleganter: 

l(>-^)0-?)=i"'4''^-»'-i"4<"'+»)i*' 

14)  j 

(0+^)(|+''^)=1ct4(«i-»)+|o»«j(".  +  ")I' 

MnltiplicireD  wir  dieflebeldeD  GleidinngeD  mit  etiUDder,  so  erbal- 
teD  wir  die  Gleichung: 

15,  si-C-?)'i  *'-(?)'« 

l  «*  1 

=tC(Wj(lO,— 0))>-^CO»2-((D,  +  Kl)«t«. 

Ana  dicMi  Gleichung  erhellet,  dass  daa  Prodnct 
stets  eine  positive  GrSse,    und  daher  immer  mgieich 


»Google 


ist    WS»  aber 
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80  wfire  entweder  "  >  I    oder   - —  >  L  Im  ersten  Falle  wire 

was  nngereimt  ist,  weil  nach  dem  Obigen '2$^3--frt — t,  and  Immer 
r-f  r|>i  ist.    Im  zweiten  Falle  wäre 

7— a><i,    y>2a 

was  wieder  nngereimt  Ist,  weil  imm«rr<3B,  r,<2a,  also  r-f-ri  <4a, 
foldich  um  so  mehr  r  +  Vi — f  <4a,  aiaaig  <4a,  d.  i.  9<2a  ist. 
DiAer  Itann  nidit 

sein,   und  es  ist  also  nach  dem  Obigen  immer 

d.  b.  die  absolaten  Werfhe  der  Brficbe 

—^      und     -j-ä 

sind  immer  kleiner  als  die  Einheit. 

Weil  nach  der  Voraussetzung  9i|>ai  ist,  so  ist,  wie  ans  einer 
einfachen  Betrachtung  der  Fi!;ur  auf  der  Stelle  erhellet,  auch 
immer  (a,>(B,  und  die  Differenz  <D|— ra,  sowie  natflrlicb  auch 
die  Summe  o>i-|~<">  ist  daher  immer  eine  positiFe  GrSsse. 

Weil  ferner 
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eo«2  («1— "»)'—  coSij((B,  +  »)S 


ist,  80  ist  die  Differenz 


poslttT  oder  negativ,  also 

coB^{ai~a!^>coB^(oii  +  io)*  oder  coSgCoh— »)'<coa2(»i+(o)». 

jeDachdcm  Binm  and  sintoi  gleiche  «der  nngleidie  Vorzeichen  ha- 
DCD,  d.  b.  jeDachdem  die  beideo  Vectoren  r  ond  r^  auf  einer  und 
derselben  oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  Uauptaze  der  Ellipse 
Hegen. 

Nehmen  wir  also  jetzt  an,  dass  die  beiden  Vectoren  r  und 
r,  auf  derselben  Seite  der  Hauptaxe  der  Ellipse  liegen,  so  i«t 
dea  absoluten  Wertben  nach 


cos  2  {«i— ni)>C08  2  (o»!  +  o»)  • 

Zugleich  erhellet  aber  sehr  leicht,  dass  in  diesem  Falle  immer 

iDi-(o<w,    2(«i— »)<2« 

also    co8ö-(ui— <o)  peaitW  ist     Weil  nun  a>e  ist,    so  ist  den 
absolnten  Wertben  nach  auch 


acosjC«!— «)>«cos2  (oi  +  ») 


eosj  («»—»)>  -  c»«  j  (w,  +  B) 
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uod  die  erste  dieser  beiden  GrSssen  ist  |ioHitiv.  ,  Also  sind  oflen- 
Jnr  die  GrSssen 


beide  positiv,  und  Dsch  14)  ist  folglich: 


CO»j(M|-«.)   +  i^C'«^("l+  ")  =  V  (>+^)(l+^)  5 

woraus  sieb 

coSg-K  -  m) 

4lV"0+°-?)('+°-?)+V0-=?)0-^')i- 

=uv(h°-?)(h^)-  >r(.-«-?')o-=T')t 

e^ebt. 

Weit  bekanntlicb 

2  co£((9|  — a)  t=  4co8  5  (Ol  —  ai}3 — 2 

ist,   so  erhält  man  aus  der  ersteo  der  beiden  Torstefaendeo  Glei- 
chuBKen: 

^..<..-.,=  (.+°^)(.+  °-^)+(l_==H)(,-»-=»)-, 


»Google 


ergiebt. 

Weil  nach  dem  Obigen  die  absolaten  Werthe  der  BrCche 

a  a 

kleioer  «b  die  E^oheit  sind,    so  ist  es  Teratattet 

16)    C08U  =  ^-— y  j      cogc  = " 


0<n<n,    0<D<n 
Ist.    DsDD  ist 


17) 


.=\fi^(^)\  s^^^^i-(^y; 


also  nach  dem  Obigen 

C08(a)i — ID)  =  C0StlC0SI9-(-si 

d.  i. 

18)      C08((0i  — n)  =  C08(M~v). 

Nach  10)  ist 

*"  +  n+»=^.    r  +  ri— i=2y; 
also  ^>  f  t  folglich 

a—p      a—q 

«      ^     o     '  ' 

d.  i.  G08U  <  cose ;  und  weil  dud 

0<u<nr,    0<p<Ji 

ist,  SO  ist  v>v,  also  u — v,  eben  so  wie  (o,— m,  positir.  Des* 
halb  er^iebt  sieb  aas  der  Gleichnng  18),  weil  »i  —  a>  ond  u — r 
«nch  beide  zwischeo  0  und  n  li^en: 
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e  1  e        1 

—  (sinoi— «in«) = aio  s-  («i  —  «) .  2  -  cos  s-  (db,  -(-o») , 

also  nach  dem  Vorhci^ehenden : 

- (siniDi— sin»)  =MOa;(«— .ü).2tcos5-(oii+»).  * 
Nan  ist  aber 

„.^.=V^±|5:«=V"fK^)T> 


«od  nach  dem  Obigen  Ist:  ^ 

= V  0+^00+°-?)- V  ('-?X'-°-F)- 

D„t„an,  Google 
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Moltiplicirt  man  nun,  so  erhUt  awn: 


1  e        1 

8lnä-(u — v).2  —  caBä(tOi+a)=Biau — sii 

uud  folglich  Dach  dem  Obigen: 

-  (sintDi  ~sin«)  =«!■» — «Ibp. 
Weil  Dun  tnch  ai| — (a=tt — tr  war,  so  ist  nach  7): 


Wi\i  man  den  lohall  E  der  ganzen  Ellipse  haben,    so  mass 
man  in  dieser  Formel 

r  +  ri^2a,    t=2a 

setun,  was  p=^2a,  ^=0  gtebt;>  also  iet 

coaM=— — ^  =  — I,        co8e=i— -2=  +  l,■ 
^olglich 

daher  nach  IK): 


oy  Google 


20)      £=a6«, 
wie  bskaiiDL 

Nach  19)  nad  20)  ist 

5:1:=»— »- (§m»-8ine):2«. 

Weil  DUB  u  and  r  mittelst  der  Fonneln  10)  nnd  19)  bloss  ans  a, 
r-f  r, ,  i  berecbnet  werden  küDoen,  ohne  b  oder  e  zu  kenneu,  so 
kann  man  auch  das  Verhältniss  S:E  bloss  aus  dar  halb eo  Haupt- 
axe  a,  der  Somme  r-fi  der  beiden  Vectoren  i*  und  r^,  and  aer 
Sehne  t  berechnen,  ohne  dass  man  die  halbe  Nebenaxe  b  oder 
die  Excentricitit  e  za  kennen  braucht 

Wenn  die  beiden  Vectoren  r  und  r,  auf  Ferschiedenea  Sei- 
ten der  Hauptaxe  der  Ellipse  liegen,  so  ist  den  absoluten  Wer- 
tben nach 

co8^(iiai— a)<cos^(co,  +  w). 

Weil  io  diesem  Falle 

0<(ii<K,     n;<(i>i<;2n 


al«o  coss' (<■>!  +  <»)  stets  negativ. 

Wir  wallen  nun  zuerst  annehmen,  dass 

0<aj,  — »<«,     0<^(<B,-o)<j)i; 

also     coss-((i>i  — «)  positiv  sei. 

Ist  dann  den  absoluten  Berthen  nach 

acos  n  (a>i  —  m)  >  ecoss-  (o>,  -f«) 


iSgO»!  — »)  >-eos  j{co,  +  o>). 


oy  Google 


so  bidbt  offenbuT  Alles  wie  in  dem  vorher  betrachtetea  Falle, 
wenn  die  beiden  Yectoren  auf  derselben  Seite  der  Hanptaxe  der 
Ellipse  liegen,  und  eine  neue  Entfrickelang  der  betreffenden  For- 
meln ist  daher  nicht  nölbig. 

Wenn  aber  den  absolnten  Wertheu  nach 

*"»si>(o'i  —  «)  <  ecosrtCwi  +  o") 
oder 

0082(0»,— w)  <  -cosj(ai  +  (o) 
ist;  so  ist  von  den  beiden  GrSsseo 


cos^(a>i  — to)  +-co8^(üJi  +  üj) 
^e  erste  positiv,  die  zweite  negativ.    Also  ist  nach  14): 

c<.|(.,-.)-io..' (,  +  „)=     V"('-°-?)('-'?)- 


oo.^»x- .)  +  ico.!(..  +  »)  =  -V  0+=?)('+=i-')' 
woraus  sich 

COSg^CfOi  — B) 
-COSyCOi  +  W) 

=-^|V^('+"-?)(h°?)+V  0-=?)0-^')l 

^iebt 

Weil  bekanntlich 
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2cos((ai— (B)=4cosa(w,  — «)"— 2 

ist,  so  erhfilt  mao  aus  der  ersten  der  beiden  rorsf^enden  Glei- 
chongeii : 

^.(..-.,=(i+S^Xh5=?)  +  (,-«-=£)(._  tS)_2 

woraus  sich  leicht 

ergebt 

Weil  nach  dem  Obigen  die  absoluten  Werthe  der  Brflche 

~  •»^'-^ 

kleiner  iis  die  Einheit  ^d,  so  ist  es  verstattet 

at-                 a—p  a—q 

21)     cos»= 1 ,    cosv=  — — ' 


xa  Mtsen,    nnd  xngleidi  ist  es   immer  mSglich,    u  und  «  m  so 
nehmen,  das« 

ist    Dann  ist 

also  nach  dem  Obigen 

cos(iB,— d)  ^  cosncoec  —  sinvsinc , 
d.  l 

23)    Goa((i]i  ^  o)}  ^  co8(u  +  v). 
Hieraus  ei^ebt  eich 

u, — a  =  u+v    oder    m,  —  (b:=:2» — (u+v). 
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jenachdon 


0<t(-|-(i<»    oder    R<ii4^ti<2» 


ist ,  so  Ist 

-(alD»|^iD»)  =  Biii2{«i~'"')*2-«o*aC'i>i  +  «>)' 
alsa  nach  dem  Vorbergehendeii: 

Nbd  tat  ab« 

also 

sin  j{i»  +  ti) 

=ilV"0-=?)('+"-?)W(H?)(.---?)}. 

nitd  nach  dem  Obigen  ist : 
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Hultipbdrt  man  nnn,  so  erhalt  man: 

gin  ,j  {a  +  t) .  2 1  coa.^  (»,  +  a) 

aUo 

■In  5  (a  +  tj) .  2  —  cos  a  (m,  +  oj)  =  -  sidu  -  sinp , 
und  folgtich  nach  dem  Obigen: 

—  (siiia>i— «inio)=  — sin« — sine. 
Weil  nan  anch  aii~m=u  +  v  oder  (D| — u^2x—(u+i!)  war,  je- 


0<u+i><n    oder    n<t(-he<2ff 
iat,  so  iat  nach  7): 

-2i)      <  oder 

f  £  =  ^ai|2»— («+t>)-f  (slnu-fslnv)]. 

jenachdem 

0<a+e<«    oder    »<a-f t)<2n 
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Fttner  Trollen  wir  anndunen,  dam 

alM    cos  5^  ((Dl— m)  aegatiT  sei 

bt  daoa  deo  absoluten  Werthen  nach 

ocoe^i»,-»)>«coaj  {•>,  +  ») 


>  sind  die  CrSeseo 


cos^(iOi—<o)~-coB^(mi  +»)■ 


beide  negativ.     Also  ist  nach  14): 


c»|(».-.)-ico.l(^+„,=-V  (X_==£)(l-^') , 


=4 IV  0+^)0+°-?)+ V  0-^)0-^01  ■ 


-  C08^(o,  +  W) 


=-IIV  (h=?)(h=?)  -  V  0-"-?)0-^)l 

ergiebt, 
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Wdl  belunDtlich 

2  cob(mi — m)  =  4co8  a  (mj  —  »)* — 2 

let,   so  erliSIt  mao  aaa  der  ergt«n  der  beidvD  Torstebenden  Gl«i- 
chuDgen : 

^<».-«)=(h°-=«)(i+°-?)  +  0-"-=^)(>-=?)-' 

+Yl'-(^)'liK=?)1- 

woraos  sich  leicht 

-<».-)===*■=?+ v^i-(=?';V".-(2i»)- 

ergiebt. 

Weil  nach  dem  Obigen  die  abaolaten  Werthe  der  BrOche 

a  a 

■deiner  als  die  Eiobeit  siod,    so  ist  es  verstattet 

28)    C08U  =  z_r  cQap  —  — y 

zn  setzen,    und  zugleich  ist  es  Immer  mSglicb,    u  und  e  so  zn 
nehmen,  d&ss 

ist.    Dann  ist 


26)     siDu= 


n^^\  su..=^i-('^y: 


also  nach  dem  Obigen 

ca8(o>i — (D)=cosuGesr-t-0inuHinc, 
i.  i. 

27)    co»(»v — m)  =  co«(t(— f)  . 
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Hiennt  erglebf  steh,  weil 

«<«i— :(B<2«,    0<ii — p<w 
ist: 

«,— (0=2«— (»— n). 
Wsil 


ist,  so  ist 


—  (einiPt— «in  m) = sin  =■  (m,  —  ») .'  2  -  cos  s{i»i-t-o>), 
also  nach  den  Vorhe^ebenden : 

-(dnMi— sin«)  =sin5-(u  — r).2-co8s-(«i+w)-  ' 
Nnn  ist  aber 

also 

sing-{u— r) 

= j  IV(>-?)(h^')  -V^(>+"-?)0-,^')I  ■■ 

und  nach  dem  Obigen  ist: 


oy  Google 


=-V(«+?)0+°-?)+ V(.-°-=H)(i-"-=-'). 

Hultiplicirt  mnn  nnn,  so  erfaSIt  man: 

•l«»j(a— c)'.3^cw^(»,+id) 

=-VKW+nRW' 

bUo: 

sin  ^  (»  —  ») .  2  -  cos  ä  («1  +«)=: — («In«— 8inp) , 
ood  fol^icb  nach  dem  Obigen: 

-■(siDUi  — siDD)  =  —  (sinu— siiir). 
Weil  DUO  auch  eti — o=2«— (»— v)  war,  so  ist  nach  7): 
28)     S=jafti2«— («— i))+(siii«-8inti)l. 
Wenn  den  absolaten  Wertben  nach 

acossifOt  —  wXccoss-  (ai+a) 
oder 

C082<«i  — m)  <-fOB^(<ai+aiy 
ist;  80  iBt  von  den  beiden  GrSssen 
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C08ä((Bj  — Ol)  —  -C09a(a>i  +  o). 


die  erste  positiv,  die  sneite  n^attv.    Also  ist  nach  U): 


co.!(,^-.)  +  j"sj(».  +  «)=-V^(l+2i^)(l+!!^) ! 
00*2(1»,— «dJ 

=-1  HW=W^  -V('-°-?)0-°-?)i. 

—  cos  ä  {«»i  +  <») 

ergiebt 

W«l  beksDDtlich 

2cos((Di— a)=4«o8ö((0i  — n}^ — 2 

ist,  so  erhält  man  aus  der  ersten  der  beiden  vorstehenden  Glei- 
chungen : 


»Google 


Welt  nach  dem  Obiges  die  absoluten  Werthe  der  BrScbe 

a  a 

kleioer  ala  die  Einheit  sind,  so  ist  ea  verstatlet 

29)    C08U  = 1      cow  = * 

zu  setzen,    uad  zugleldi  ist  ea   immer  möglich,    u  und  v  to  tu 
aebmen,  dass 

0<a<«,    0<ü<a 

ist.    DsDD  ist 

30,    .l..=Vl-("-?)'.,--f>-{^)'> 
also  nach  dem  Obigen 

co8(ai( — 0))  =  cosuGOflc  —  sinusino , 
d.  i. 

31)    cos(<D|  —  w) = co8(i(  +  r) . 
Hieraus  ergiebt  aich 

(0, — o>  =  ii-|-i>    oder     w,— o)=:2« — («+e), 
jeaacbdem 

n<u4-c4^2»    oder    0<u-t-<'<" 
ist. 
Weil 
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tüao  nacli  dem  Vorbergehendea: 


n  §("  +  ") 


=MV^('-=?')('+"-?)+YOh-'?)(-°-?){' 

und  nach  dem  Obigen  ist: 


a-cosjCiti+w) 


= -V  (■+=?)  0+=^')-  vr(i-i=?)(i-^). 

Mnlti^Girt  man  nun,  so  erhilt  tun; 
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nod  rolglich  aacb  dem  Obigen: 

—  (bid«i— 8inio)  = — siotf — Bin». 

Weil  nuD  auch  oi— a>=«  +  p  oder  oi— »=2» — (w+p)  war,  je- 
uachdem 

w<i(  +  p<2«     oder    0<u+i!<« 
ist,  80  iat  »ach  7): 

[  S^5-a6|«+l>  +  (8inB  +  sinB)l 
32)       <  oder 

f  S  =  sab\^7t — (tt-f-f)  +  (sinn+sinr)  1 , 

jenichdem 

«<«+ti<2a    «der    0<ii4d<k 
ist. 


Soll   der  Flächeninhalt  £  der   ganzen  Ellipse  bestimmt  wer- 
dm,  ao  mSiMen  ivir 
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setzen.     Also  ist 

iq=r -i-r,—t=2(a — e),    q—a — e; 

folglicb 

o — p      e  a — o      e 

cos«  ^  — ^  =  - ,    coec  = '  =  — 

a         a'  9  a 

aUo  u^ff.    Feroer  ist  (0=0,  toii^'in,  also 

(0|— m=9)T,    »1+01—2»; 

C08^j(fDi  — Oj)=— 1,      CmÄ("i  +  <»)==- 

nnd  d^er  offenbBr  den  absolnten  Wertben  nach 


Well  nuD.  da  toi — 0^2»  ist,  dieser  Fall  offenbar  dem  allgemei- 
Den  Falle,  wenn  i 

ir<(ai  —  (D<2n 
ist,  untergeordnet  trerden  muss,  so  ist  jetzt 

«^BJi  — (i><2w 
imd  den  abeointen  Wertben  nach 

Wir  haben  also  die  Formet  28)  anzuwenden.    Dadnrcb   erhalten 
wir.  weil  u=0,  sint(=siaD  ist,  aar  der  Stelle 

£^=:f)ffi.3ff,    Blso,£=aA>i; 

wie  es   sein  niiiss. 
Tbiil  XX.  1« 
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Wir  wollen  atinebmeB,    dws  die  brndan  Vectureo  r  und  r, 
aai  der  Hauptaxe  der  Ellipse  senkrecbt  »tebeD ;  ao  ist 


folglicb 


■=Arcco8|  1 =■  1,    n=(i 

c^ebt,  natfirlicb  ArccoaM ^j   ewischeit  0  md  n  f^okittsn. 

Nun  ist  eher  in  diesem  Falle  oSeobar 


Ferner    iet    «h^Sn — ta,    also    cosoh  =  cosoi,    sinsh  ^— -sma; 
folglich 

e  A 

C08(Di=— ,      SiniOj  =  —  — . 

w«n 

Ml— m^2» — im,    iO|-f(D^2a 
Ist,  so  ist 

3("i— »)=»-«.    5:(»i+")  =  «; 


«»»■("I — *i)^ — eo«i»,    eMs(w,-|-ot)=:— 
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eoSjCoii—a»)— — -.     cos^-CoJi+w)  —  —  I. 

In  diMem  Falle  ist  folglich  d«B  absoluten  Wertbe»  nach 

1  «1 

.     cosj  ((0,  —  to)  =  -  cos  2  (mj  +  «) . 

und  weil  nun 

ist,  so  kaoo  man  sowohl  die  Fonnel28),  ala  auch  die  Fonnel  32) 
anweDdeo.    Weil  aber  offenbar 

ist,  80  nmsB  man  die  zweite  der  Formeln  32)  anwenden.  Sowohl 
■US  der  Formel  28),  als  auch  aas  der  zweiten  der  Formeln  32) 
erh&lt  man  aber 

oder 

oder 

S=2oft{2n— An:cosn--^)  + -^l  ■ 

Man  {Iberzeugt  sich  leicbt,  dass  diese  Formeln  mit  anderen 
ans  der  Lehre  tod  der  Qnadratur  der  Ellipse  sich  ersehenden 
Formeln  übereinstimmen ,  oder  wenigstens  ohne  Schwierigkeit  atit 
dieselben  znrCickgeföhrt  werden  können. 

Ffir  den  Kreis  ist  «=:&,  e=0;  also 

S^ja'ia»— Atcco«(— J)!=:5a»£2«— «), 

d.  i.  £=aa*K,  wie  «s  sein  ntoss,  da  im  votU^^den  Falle  da« 
Segment  5  offenbar  dem  HalUcrelse  gleich  ist 
Setzen  wir  r=ri=<i,  also  f=:=26,  so  ist 

2p=r  +  r,+«=«o+26,    p=a  +  b; 


oy  Google 


a—p  b  a~q  A 


3 
=  ä  n ;   also 


2(»,  —  i»)  =  5ff,     2(«'i  +  ")  =  "• 
Also  kann  dieser  Fall  dem  allgeneiDeD  Falle,  wenn 
0<  (Di  — n  <  «  / 

ist,   rnttergeordaet  werden;    nod  da  nuu  den^abaolnten  Werthen 
nach  , 


isti  so  mos«  man  die  Formeln  24)  anwenden.  Weil  aber  offenbar 
t(-fD=:n  ist,  SD  muaa  e«  gleichgGI%  sein,  ob  tnan  die  erste 
oder  die  zweite  der  beiden  Formeln  24)  anwendet  Die  erste  For- 
mel giebt 

Die  xweile  Formel  giebt 


Das  Segment  5  besteht  in  diesem  Falle  offenbar  aas  der  halben 
Ellipse  und  einem  gleichschenkligen  Ureiedie  mit  der  Grundlinie 
26  und  der  Hübe  e.    Also  ist  nach   bekannten  Sfitzen 


S^^abx+s 
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S  =  saAK+e6. 


S  =  ^ab)n  + 


^V-Sl- 


SchoQ  diese  nenigen  Beispiele  werden  hiDreichen,  den  Ge- 
braach  dor  von  mir  im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln  voll*  i 
ständig  zu  erläntern. 
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XU. 

Olelchnneren    der    Beweeranur     eines 

Pendels   auf  der   sieb  um   ihre  Axe 

drehenden  Krde. 

VOD 

Herrn  Doctor  Haedenkamp, 

Lehrer  am  GymoBMom  m  Hainiii. 


Um  den  Foucaa  It'schen  Versnch,  der  den  directenBeneU  d« 
Umdrehune  der  Erde  liefern  snil,  erläntero  zu  kOnneo,  habe  ich 
inir  die  allgemeinen  Formeln  der  Bewegung  eines  Pendels,  wenn 
dabei  die  Rotation  der  Erde  beracksiclitjet  wird,  entwickelt,  und 
theila  nie  hier  mit.  Ich  habe  dabei  den  Wc^  verfolgt,  denGauss 
zur  Bestimmung  deit  Falles  der  Kürper  auf  der  eich  drehenden 
Erde  eingeschlagen  hat. 


Seien  X,  V,  Z  die  tei;htvvinlflicben  Coordioaten  des  End- 
punktD  A  eines  Pendels,  deren  Anfangspunkt  der  Mittelpunkt 
der  Erde  ist,  und  zwar  ttei  die  Aze  der  X  Henkrecht  auf  der 
Ebene  d«s  Äeqaators  und  die  Axe  der  Y  senkrecht  auf  demjeni- 
gen Meridian,  in  welchem  sich  A  im  Anfange  der  Bewegung  be- 
findet. FQr  den  AufhSngepunkt  des  Pendels,  den  wir  mit  ß  be- 
zeichnen, Hei  X^^X' ,  !■=  V  und  Z=^Z'.  Um  nun  auch  die 
Bewegung  des  Pendels  auf  den  mit  dem  Beobachter  beweglicben 
Horizont  zn  beziehen ,  seien  ferner  fSr  dieselben  Punkte  A  und  B 
X,  g,  1  und  «,  §,  'f  die  Coordinaten  aaf  ein  anderes  Ooordinaten- 
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grsteni  bezoiren,  deren  Anfangaponkt  «nch  d«r  MEttelpuokt  der 
rde  ist.  wir  wollen  die  Ebene  der  Axen  von  x  und  «  in  der 
dem  Horizonte  parallelen  und  dnrch  den  Mittelponkt  der  Erde  ge- 
henden Ebene  annehmen,  und  zwar  soll  die  Aze  der  x  in  die 
Richtung  von  Norden  nach  SOdeo  und  die  der  y  in  die  Richtung 
von  WeiSten  nach  Osten  rallen;  x  ßllt  al«o  in  die  Richtung  des 
Lothea.  Um  von  dem  einen  Coordin&ten  -  Systeme  mm  andern 
fibergehen  zu  künnen,  setze  man 

JK  ^  lu: -f- A jr -(- ci , 

Y=dx-\-h'y\c'z, 

dann  wird  auch  bekanntlich  umgekehrt: 

a!=aX+o'r+o"Z, 

Ffir  die  Punkte  A  nnd  B  kann  man  ohne  Fehler  X  mit  X',  ¥ 
mit  ¥'  und  Z  mit  Z'  parallel  setzen,   so  dass  auch 

X'=aa+bß+CY, 
r'=a'tt  +  b'ß  +  &y, 
Z'=:fl"«  +  6"j3+c"y. 

Wenn  die  LSoge  des  Pendels  /  gesetzt  wird ,   ao  wird  ooch 

(:r-B)''+(s-j5)H(i-r)'=^- 

Was  die  GrSasen  r,  a',  a",  b,  b'  etc.  betrifft,  so  werden  diese 
bekanntlich,  wenn  die  LSnge  und  Breite  der  Punkte  A  nnd  B 
durch  if  und  fi  bezeichnet  werden,  folgendennassen  ausgedrflcht: 
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!a  =  sirpcas^ , 
a'  =  einfuin^ , 
a"^— cosp; 
6  =  — aitv^, 
b'  ^coaif, 
Ä"  =  0; 
c'=co»f«iin('. 


Da  durch  ^j  ancb  zugleich  der  Winkel  bezeichnet  wird,  um  wel- 
chen sich  die  Erde  in  der  Zeit  t  gedreht  hat,  so  kann  man  auch, 
wenn  n  die  Winkelgeschwlodigkeit  der  Drehung  der  Erde  bedeu- 

tet,  i(i=Rt  und  aUo  jsi'^n   setzen. 


Wir  wallen  jetzt  die  Gleichungen ,  welche  ,die  Bewegung  de« 
Pendele  unter  dem  Einflüsse  der  Drehung  der  Erde  daratellen, 
entwickeln.  Ich  -betrachte  der  Kürze  wegen  hier  das  Pendel  als 
ein  einfaches.  Wenn  die  Anziehungskraft  der  Erde  in  dem  Punkte 
ji  oder  B  durch  g  und  der  Radius  der  Erde  durch  r  bezeichnet 
wird,  dann  werden  dieKräRe,  die  auf  das  Pendel  nach  den  Rich- 
tungen X,  Y,  Z  wirken,  durch  *^.  ''—,  ^  ausj^edrackl;  diese 
geben  in  Verbindung  mit  der  Bedingung,  dasa  die  Beweiiung  des 
Punktes  A  nur  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  vom  HBlbmeeser 
l  vor  eich  gehen  kann ,  folgende  Fimdaineutalgleichungen  iSx  die 
Bewegung: 

"=sp  +  -r  +  — i — 
'•=?p  +  r  +  — j — 

Um  die  BtiireRtiiig  des  Pendels  gefien  die  im  Raeme  lieweg- 
liche  Ebene  des  Horizonts  Iteeoeu   zu  lernen,    müssen  in  diesen 
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Gleicbnogen  di«  Grüsseii  X,  Y,  Z  durch  x,  y,  z  ausgedrOckt 
werden.  Za  diesem  Ende  multiplizir«  man  die  erste  dieser  Glei- 
cbnogen  mit  a,  die  zweite  mit  a',  die  dntte  mit  a"  and  addire; 
dann  ranitiplizire  man  ferner  dieselben  drei  GieichungeD  mit  6,  b', 
b"  und  endlich  mit  c,  &,  c"  und  addire  jedesmal;  dadarcb  eibält 
man  statt  der  vorhergehenden    diese  drei  Gleichungen: 

I.  S*X  .     ,0^  .  _„o«Z   ,  gx  ,    rtix^a) 

jo  =  «-eir+"'-S(ä+«"5^  +  V+       /-^' 

Jetzt  drflcken  wir  vermittelst  der  Gleichungen  1)  die  Werthe  (Ur 
fl*A,  S^¥,  S^Z  durch  a;,  5,  »,  o,  A,  ,c  u.  s.  w.  und  deren  Diflfe- 
renziaieaus;  setzt  man  dann  die  erhaltenen  Werthe  (üt&^Xa.s.w. 
la  die  Gleichungen  2),    so  erhSit  man  folgende  drei  Gleichungen: 


Der  KOrze  wegen  ist  a — rn*=:^  gesetzt  und  bedeutet  die  wirfc- 
liche  Schwere  unter  dem  Aequator.  Wollte  man  die  Abplattung 
der  Erde  noch  berücksiclitigen,  so  mässte 


ffesetzt  werden,  leb  bemerke  noch,  dass  n^sin^Z  die  Schwung- 
krafl  iur  die  Breite  fi  nach  der  Richtung  der  Schwere  und  ti'cosuZ 
die  n:icfa  der  Richtung  des  Meridians  zerlegt,  bedeutet;  beide 
Kr&fte  sind  also  hier  kleine  Grüseien.  Ist,  wie  wir  hier  nnneh- 
men,  die  Erde  eine  Kugel,  dann  ist  auch  noch  o=0,  |3=0. 

Die  Grössen   -   und  ^    kann    man    in   den    vorhergehenden 

Gleichungen  ohne  Fehler  vernachlässigen  und  -  gleich  1  setzen ; 
dadurch  werden  dieselben  folgende: 
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gesetxt,  und  es  bedeutet  p"  die  wirkliche  Schwere  im  Punkte  A 
oder  B,  da  m'cos^fi  die  Schwungkraft  nach  der  der  Schwere 
entgegensetzten  Richtung  ist  Uiese  Gleichungen  integrirt  beant- 
worten alle  Fragen,  die  man  über  die  Bewegung  eines  Pendels 
anf  der  rotirennen  Erde  stellen  kann.  Indessen  sind  diese  In- 
tegrale in  endlicher  Form  nicht  zu  erhalten ,  obgleich  ein  Integrai, 
nemllch 

■ich  leicht  ans  4)  ergiebt.  Hier  künml  es  luiiScbst  nur  darauf 
an,  die  GrCssc  der  Drehung  derSchwiceungsebene,  wie  »ie  beim 
Foucault'schen  Versuche  beobachtet  wirn,  kennen  zu  lernen.  Der 
Einrachheit  wegen  wollen  wir  annehmen,  dass  liir  f=0  der 
Schwerpunkt  des  Pendels  in  der  Ebene  des  Meridians  liege,  und 
die  Geschwindigkeit  =0  sei.  Multiplixirt  man  nun  die  erste  der 
GleichuDgeu  4)  mit  ^  und  die  zweite  mit  j:  und  subtrabirt,  so 
erb&lt  man: 

Die  Projection  der  Pendellünge  auf  die  Ebene  des  Horisonts  sei 
I»  und  bilde  mit  den  Axen  a:  und  tf  die  Winkel  tp  und  ^ — 91,  so 


j/Bx — xB^  =  Q^ipi 
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Sind  die  iScbM-ingungeii  des  Pendels  kleio,  ao  dam  clz=OgeseUt 
werden  kann,'  so  hat  man 


In  diesem  Falle  kann  man  abo  die  ürebvng  der  Sehwinguu|[s> 
ebene  den  Pendele  der  Zeit  proportional  setzen,  nnd  während  die 
äcbwi neu ns8 ebene  sich  am  360"  dreht,  dreht  eich  die  Erde  um 
den  Wäkel 


sinfi 

Wir  sehen  aus  der  Gleichnnc  S),  das«  bei  erüaseren  Schwin- 
gnogsboeen  die  Geacbifindigkeil,  womit  die  Sc bwingungs ebene 
sich  dreht,  nicht  ganz  constant  sei,  sondern  nm  die  perfodieche 
Gruse  e 

2ncosfi 


'^/'^ 


Si}e8er  oder  kleiner  als  nsinjt  werden  kann.  FSr  eine  kurze  Dauer 
ir Scbwingnngeo  kann  man,  wie  leicht  zu  sehen. 


/  .rdi^cos^  /  (dz. 


setzen.  Hieraas  Folgt ,  duss  hei  gleichen  Schwii^ungsbogen  lur 
-fv  nnd  —91  die  Geschwindigkeit  der  Drehung  der  Schwinguags- 
Aea»  gleich  sei.  Finden  die  Schivingungeo  in  der  auf  dem  Me- 
ridian senkrechten  Richtung  statt,  so  ist 

cosip  I    p3i=0  und    2T-=B8in[*. 

Wenn  die  gröbste  Abweichung  des  Pendels  vom  Loihe  dnrch  u 
bezeichnet  wird,  dann  Ist  n&herungsiveiäeitir  eine  ganzeächningung: 


'P-- 


leicht  herausstellen. 
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Nachschrift  des  Herausgeben. 

B«i  Uebersendnng  des  obigeo  Aursaties  schreibt  mir  Hmt 
Uoctor  Haedenkamp  Folgendes,  was  ich  hier  noch  niitzathei- 
len  för  meine  Pflicht  halte ,  indem  ich  zugleich  dem  geehrten  Herrn 
Yerraflser  für  die  Uehersen düng  seines  Aufsatzes  danite,  und  mich 
freue,  dass  mein  eigner  Aufsah  <]ber  diesen  Gegenstand  im  ersten 
Hefte  dieses  Bandes  den  Hauptzneck ,  welchen  ich  hei  Mitthei- 
luDg  desselben  hatte,  nfimlicb  die  Mittheilnng  vreiterer  Ubtersu- 
chuiigen  über  den  schSnen  Poucaul fachen  VersDch  zu  veranlse- 
sen ,  schon  erfsllt  bat.  M&se  die  obise  Blittheilung  nicht  die 
letzte  sein! 


,>Si>  eben  eihalte  ich  «on  Ihrem  Jonrnal  das  Heß,  welche« 
die  Abhandlang  von  Ihnen  fiher  den  Foucault'schen  Versuch  ent- 
hSlt.  Bei  Dnrcnleaang  derselben  fiel  mir  meine  schon  vor  '4  Jahr 
gemachte  und  schoti  fast  vergessene  Abhandlung  ein,  die  ich 
über  denselben  Gegenstand  geschrieben.  Da  icfa  nun  keine  andeie 
Auflösung  als  die  Ihrige  und  die  von  Eschweiler  k^nne  und 
meine  Lösung  des  Problems  eine  ganz  andere  ist,  so  glaube  ich, 
dass  dieselbe  Interesse  hat,  und  fibetmache  sie  Ihnen  hiernehen 
mit  der  Bitte,  solche  in  Ihr  Journal  bald  mügtichst  einrücken 
lassen  zu  wollen.  Zugleich  ersuche  ich  Sie,  mir  einige  besoadere 
Abdrücke  der  Abhandlung  demnächst  auf  geeignetem  V/tee  zu- 
kommen zu  lassen.  Sie  werden  sehen,  dass,  wie  ich  gefunden, 
die  Drehung  der  Schwingungarich  tun  g  gegen  den  Horizont  nicht 
ganz  cnnstant,  sondern  von  einem,  wenn  auch  kleinen  periodic 
sehen  Gliede  noch  abhängig  ist.  Dieses  kleine  Glied  müsste  sich, 
wenn  die  Versuche  mit  muglichater  Schärfe  angestellt  würden, 
herausstellen.  Ich  kenne  keinen  andern  Versuch,  bei  dem  sich 
dieses  in  der  That  wirklich  heran sgestellt  hätte,  als  den  in  Min- 
den geroachten." 

Die  Herren  Physiker,  welche  sich  mit  Foucaalfscben  Pendd- 
versuchen  bescbSfligen  würden,  also  hierauf  besonders  zu  achten 
haben. 
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XDI. 

[Iscellen. 


Beitrag  zur  Buchstabenrechnung.. 

Ton  Hecm  ProfMior  G.  Dächer  bd  der  poljtecbniidini  Seliile  ■ 
Aag(bnrg. 


Bisher  bat  man  sich  in  den  Lehrbfichem  der  Algebra  duatif 
beschränlit.  nur  solche  zweigliedrige  irrationale  Nenner  rational 
%a  machen ,  deren  WuzelgrSsseD  Potmzen  von  2  su  ^ponenten 
haben,  wie 


Daa  Verfahren  besteht  bekanntlich  darin,  den  ZShIer  und  Neo- 
ner mit  der  Differenz  oder  Summe  der  Wnraeigi'Dssen  des  Neo- 
Tiers  zu  multiptiziren ,  jenachdem  dieser  selbst  eine  Summe  oder 
eine  Differenz  ist.     Mit  INennern  von  der  Form 


hat  naan   sich  nicbt  beiasst.     Das    vorhergehende   Verrahren  ist 
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aber  in  einem  all|;en)eiReren  euth allen,  durch  welches  alle  binome 
Nenner  rational  gemacht  werden   brinnen. 

Beachtet  man  nimlich ,    daas ,   wenn  n  eine'  ganze  Zahl  ist, 
der  Quotient  Ton 

o"— 6"  , 

^ ^-    immer  eine  geschlossene  Reihe   gibt;   von 


—  j.^     nur,   wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist;    von 

a"-f  6" 

-— w""     nur,  wenn  n   eine  ungerade  Zahl  ist;  von 

o"  +  6"    .  , 

— ^^.      dagegen   niemals; 

so  wird  man  leicht  finden,  daes  man  den  Brnch   ^ — ^^- —       im 

ZXbIer  und  Nennet  nnr  mit  b—c  mijitipliziren  darf,  am  den  iira- 
tionalen  Nenner  zu  beseitigen;  denn  man  hat 


VT±V7  VT+VT 

a     /*", *", «■ s»  \ 

==Ä^^C^**""*T^Ö^-»c+etc.+V6^*^TV"^=="»/ 

Ebeno  wird  der  Nenner  des  Bruches  ^.^i'^a.^.,  ratlenal  werden. 

VT-Vc 
wenn  man  Zähler  und  Hraner  mit  i~e  mtritipifzirt ;  der  NeiiDer 

des  Brnchesä^^-  -f^^,    nenn  man  ZRhIer  und  Nenner  mit  ft-f  e 
mnitiplizirt ;  man  bat  also 

a a  bi:C 

VT±V7  Vft±V7 

=  ^  (Vfef  V6äi=V+  etc.  T  vfe-~  +  V&i)  - 
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Um  endlich  den  Nenner  des  Bruches ^p—    rational    ei 

iMcheo,    verwandelt  man  die  WnnelgrSMen  in  solch*  mit  glei 
chea  Exponenten,  und  hat  dadurch  den  Ausdruck: 


welcher  wieder  auf  einen  der  vorhergehenden  FSI)e  xarüclcLommt 

Dnrch  dieses  Verfahren  kann  demnach  jeder  hinome  irratio- 
nale Neuner  unmittelbar  rational  gemacht  werden,  nnd  es  ist  da- 
hei  nicht  nothwendig,  vierte  Wurzeln  erst  in  ivreite,  u.  s.  f.  xu 
verwandeln. 


Bemerkung  zu  Ealera  Integralrechnang. 

Von  Herrn  FrofeHor  Ih.  Wolfer«  lu  Berlin. 


In  Galers  Institutionnm  calcnli  integralis  volamen 
piimam.  §.  233.  findet  sich  folgende  Stelle:  Veinti  si  propo- 
neretoT  baee  formula 


facile  est  snapicari   Integrale,   si  datnr,   talem  formam  mae  fa«- 
hitnnim: 


l  +  ;r 

Uqjiu  ergo  differeatiaJe 

com  Uta  comparatnm   dat: 
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alii  ätatim  patet  es««  z  =  i,    quod  nisi  per  se  itateret,    ex  regulis 
difficulter  cognosceretur. 

Nnn  scbeiot  es  mir,  als  nb  das  vorgelefttfl  Differential  ziem- 
lich direct  intejsrirt  werden  bann,  und  zwar  folge n d ermassen :  Ich 
setze  znr  Vereinfachung  l+x^i,  also  x=:—l  und  3x=fii;  als- 
dano  wird,  wenn  ich  das  gesuchte  Integral  durch  y  hezeichne: 

also,    weil  —  =  d.lx  nnd  -2=:— d-—   ist,    durch  theilweise  Inte- 
gration : 

und  da  wieder 

y=e«-'.U—  y  li.e«-»&  +  ^^ (««-»li;—  |  li.e»-»8i| 


In  Tbeil  XX.  S.  11  Z.  9.  lese  man  Ganzzahl, 
S.  14.  Z.  6.  lese  man  scheiden, 

S.I5.  Z.19.  fflr  ^   lese  maa  ^, 
da  dx 

S.23.  Z.3.  fehlt  (17), 

S.26.  Z.  3.  nach  Werthe  fehlt  begrenzter  Integrale, 

S.  30.  Z.  16.  und  18.  statt  du  setze  man  —  , 

S.  30.  Z.  18.  eUlt  +1— (+1)  setze  maa  l(-f  1)— l(-|-l). 
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XIV. 

Veber   Iieitlinlen. 

Tod 

Heim  Doctor  M.  Cantor 


Der  Name  Leitlinie  oder  Directrix  ist  von  Tersebieden«n  Ma- 
thematikern in  Terachiedener  Bedeutung  benutzt  worden.  Wir 
fasscD  ihn  hier  in  derselben  Bedeutung  wie  ßaabe  in  einem 
Aufsätze  im  sneiten  Bande  von  Crelle'a  Journal,  der  folgende 
Definition  ^iebt:  Leitlinie  einer  gegebenen  kruminen  Linie  ist  die- 
jenige Linie,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dase  die  Normale, 
welche  von  iTgeod  einem  Punkte  jener  Curve  auf  sie  gefölft  wird, 
gleicb  der  Entfernung  jenes  Punktes  von  einem  gegebenen  festen 
Punkte  der  Ebene  ist  .An  diese  Definition  uds  anschliessend 
wollen  wir  hier  die  Untersnchnng  aufnehmen,  und  neben  einigen 
interessanten  Einzelheiten  namentlich  noch  allgemeine  Formeln  in 
Bezug  auf  Polarcoordinalen  mittheilen,  so  wie  auch  eine  Erwei- 
terung des  Begrifies,  der  zd  LeitBächen  fQbrt,  andeuten. 


Wir  wollen  zur  dentlicheren  VerstSndniss  die  Cnrve,  deren 
Leitlinie  in  dem  eben  angegebenen  Sinne  eine  andere  Cnrve  ist, 
immer  die  Cnrve  ohne  weitere  Bezeichnung  nennen ;  ferner  wer- 
den wir  für  alle  GrSssen,  die  sich  auf  die  Cnrve  beziehen,  latei- 
nische Buchstaben  gebrauchen,  ftir  alle  GrSssen  aber,  die  sich 
aaf  die  Leitlinie  heKiehen ,  griechische  Buchstaben. 

Tb«il  XX.  II 
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Um  [müelicb  einfache  Formela  zu  «halten,  nehmen  wir  den 
sregebenen  feeten  Punkt  znm  Anrangapnolcte  eines  rechtwinklieeD 
Coordi Datensystem 8 ,  und  in  BeziehuDg  auf  dieses  seien  die  GTel- 
cbnngen  der  LeitllDle  und  der  Curve: 

1.    vXl,  1)=0, 

Die  Normale  zur  Leitlinie,  (reiche  zugleicfa  durch  einen  Punkt 
X,  g  geht,  hat  die  Gleichung 

3.    (sr-.|)^|+(i-a=0. 

Und  endlich  ist  die  Entremimg  der  Punkte  x,  y  und  £,  i)  der 
Entfernung  des  Punktes  x,  y  vom  Goordtnatenaofangspunkte  gleich 
zn  setzen,  d.  h.  VtCa:-S)'  +  (ff— il)*)=Vla;*+s'l  oder 

4.    {«  +  ,^=2(£a;+i,s). 


Mnn  sind  zwei  Aufgaben  müglich.  Entweder  die  Leitlinie  ist 
gegeben  (Gleichung  10  und  man  sucht  die  zugehörige  Curve 
(Gleicbung  2.)  oder  umgekehrt    Die  erste  Aufgabe  ist  eine  gann 

bestimmte ,  Indem  ans  L  der  Differentialquotient  ^^^  gcaucht  nnd 
in  3.  subsStuirt  wird,  worauf  zwischen  der  so  umgewandelten 
Gleichung  3.,  der  Gleichans  1.  und  der  Gleichung  4.  die  Unbe- 
kannten I,  1)  eliminirt  werden  kannen;  und  die  fibrig  bleibende 
Gleichung  zwischen  x  und  y  ist  die  gesuchte  Gleicbung  2. 

Auch  ^ometrisch  kann  man  sich  die  Bestimmtheit  dieser 
Auf^be  leicht  versinnlichen.  Denn  es  sei  o  in  Taf-  III.  Fig'  L 
der  Teste  Coordinatenanfanespunkt  und  ft  ein  Punkt  der  LeitUnie 
uß,  man  sucht  den  zusehCrigen  Punkt  m  der  Curve.  Die  Aaf- 
iCsnng  besteht  einfach  darin,  dass  man  in  ^  an  aß  die  Normale 
au,'  zieht,  femer  die  Verbindungslinie  po  und  in  deren  Mitte  die 
Senkrechte  iS'  errichtet.  Der  Durrhscbnittspnnkt  der  Si'  mit  der 
fifi'   ist  der  gesuchte  Punkt  m. 

Anders  verhSIt  es  sich,  wenn  die  umgekehrte  Aufg^ie  ge- 
stelll  Ut;  nämlich  zu  einer  gegebeDen  Curve  die  Leitlinie  zu  fin> 
den.  Denn  ist  (Taf  Hl.  Fig.  2.)  ab  die  Curve,  so  ist  zur  Be- 
stimmung des  Punktes  ft  nur  die  Bedinguus  mo=nfi  gegeben, 
d.  h.  der  Ort  des  Punktes  fi  ist  die  Peripherie  des  am  n  mit 
dem  Halbmesser  mo  beschriebenen  Kreises,  oder  es  giebt  nnend- 
lieh  viele  Leitlinien,  die  einer  Curve  zugebüren.  Die  weitere  Be- 
dingung, dass  m|U  zur  Leitlinie  normal  sein  soll,  kommt  aller- 
dings auch  in  Betracht;  aber  bei  dem  ersten  Punkte  der  Cu?e, 
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xa  wachem  d«r  eotoprecheiide  PaDbt  der  LeitfiDie  gesucht  wnd, 
tat  e«  jedenfall«  ganz  wiilkührlich,  tvobiQ  wir  io  der  Peripherie 
des  ernäfanteD  Kreiaes  ft  Verlegen.  Indessen  wird  die  ganze 
Scbaar  der  Leitlinien  stetig  auf  einander  Tolgen  und  dem  gemSss 
in  der  Regel  eine  einbairende  Linie  haben,  die  alsdann  selbst 
BDch  Leitlinie  der  Cnrve  ist.  Deni;  jeder  ihrer  Punkte  ist  zagleicb 
Pnnkt  einer  Leitlinie,  irelcfae  sie  tangirt,  mit  welcher  sie  also  eine 
gemeinscbaflticbe  Normale  hat. 

Zu  derselben  Bemerkung  gelangen  wir  auch  analytisch.   Sind 
TiKmIich  die  Gleichungen  %,  3.,  4.  gegeben,,  »o  folgt  aus  3.  und 

4.,  wenn  rar  Abkürzung   j?-  =ti'  gesetst  wird: 

und  durch  Substitution  in  2.: 

n      4(r-W) 2(,-i„')      ;-♦«.•!.  rt-O. 

welches  die  Differentialgleichung  der  gesaehten  Leitlinie  ist.  Bei 
deren  Integration  erscheint  nun  eine  willkührliche  Constante. 
welche,  als  veränderlicher  Parameter  augeseben,  unendlich  viele 
Leitlinien  giebt.    Im  Allgemeinen   wird  sich  aber  ausser  dem  all- 

{;emeinen  Integral:  ^(f,  17,  Gonst.)  =  0  auch  noch  ein  siogulSres 
ntegral  9,(£,i7)r=0  ergeben,  welches  keinen  ver&nderlichen  Pa- 
rameter mehr  enthält;  nnd  dessen  Bedeutung  ist  alsdann  bekannt- 
lich die  Einbauende  der  durch  das  allgemeine  Integral  angegebe- 
nen krummen  Linien. 


Schon  der  Umstand,  dass  die  Entfernung  eines  Punktes  vom 
C  00  rdinaten  anfangs  punkte  zum  Ausdrucke  eines  ivesenilichen  Thei- 
les  unserer  Aufgabe  dient,  scheint  darauf  hinzudeuten,  da^s  es 
angemessener  wjire  zu  Polarcoordinaten  überzugehen;  und  in  der 
That  treten  dabei  weit  einfachere  Formeln  hervor.  Zum  Pole  der 
neuen  Coordtnaten  nehmen  wir  wieder  den  festen  Punkt,  d.  h. 
den  früheren  Coordinatenanfangspunkt,  und  zur  Achse  die  frühere 
Abscissenachse.  Nun  ist,  wenn  f,  d;  r,  1  die  neuen  Coordinaten 
bezeichnen  sollen ; 

|  =  f.Cos9,     ri  =  ff.aiB$,     ip(i,  7))  =  *(p,  fl); 

x=:r.co8(,.  y=r. sini,    f(x,  y}  =  Fir,  t) . 
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Subatitnirt  man  diese  Weilhe  in  die  GlMchnngen  I.  bis  4.  und 
schreibt    JÄ^p't  so  ist: 

6.  *(*,  6)=0, 

7.  F(r,  0=0, 

8.  ii'(Q—r.coB(t—e))  =p.r.sin((— Ö), 
y.  f~ir.co»(t—6). 

Durch  Terbhtdung  der  Gleichungen  8-,  9.  ist 


p'(e-0=e 


•.siü{(  — Ö) 

»der 

tO.    p'=:2r.sin((— 0). 

Aus  9.  und  10.  ergeben  sich  alsdann  dte  Zueammenbinge: 

11.    ^=tg(i-ö). 

12.    f'«+e»=4r'; 

TToraul  man  ans  II.  noch  folgende  Gleichung   ableiten  kann: 

T3.    tg*=?:±4f^ 

Die  Gleichungen  8.,  10.  künnen  auch  folgendermassen  geschrie- 
ben werden: 

■   f  =     2r.cos(.co8Ö  +  2i'. ein*. sind, 

f'^~  2r.cost.  sind  -(-  2r.  »lat.  cosS, 

Wird  eiDmal  die  obere  mit  sind,  die  nntftre  mit  cosd,  und  das 
andere  Mal  die  obere  mit  coa6,  die  oiitere  mit  sin9  multiplicirt 
und  die  Producta  mit  einander  verbunden,  so  ergiebt  sich: 

sinä-d  -|-  cos0.9'=2r.sinf, 

cosO-if  —  siofi .  f'= 2r.coa( ." 

Aber  2r.8int=2^,  2r.mBt=2x.    Folglich  ist: 

_»ind.g-|-co69.g'  cosd.p  •—  sin  ftp' 
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eise  Formel  von  groaser  Geschmeidigkeit,  nm  zu  einer  in  recht- 
whilciigw  Coordioaten  geeebeoeD  Cnrve  die  Diffetentialgleichiiiig 
der  Lritiinie  in  Polarcoorainalen  in  fiadeD. 

Die  Formeln,  die  dazn  dieoeo,  zu  eioer  in  Polarcoordioeten 
gegebenen  Carre  die  Diffeientiaigleicliiing  der  Leitiioie  in  techt- 
winkiigen  Coordinaten  zu  finden,  sind  nicht  so  einfach.  Der  VoU- 
stlndigkeit  wegen  mögen  sie  indessen  beiget^gt  irerden.  SeUt 
man  nSmIich  in  5.    ;E=r.co8t,  y=r.Biat,  so  erhält  man: 


,5.  ,,,^<gz:^+%', 

"      <P-1')Y— 211' 


-2SY-2n'^ 


>/('*%>%■ 


Wir  wollen  von  den  gewonnenen  Formein  einige  specielle  An- 
wendungen machen. 

Es  sei  die  gegebene  Curve  eine  grade  Linie,   die  durch  den 

ordinaten     "  .■.■•■.  n?. 

GleichuDg  d 


Es  sei  die  gegebene  Curve  eine  grade  Linie,  die  durch  den 
Coordinatenanrangspnnkt  gebt;  also  ihre  Gleicbnng  x=ay.  Die 
Gleichung  der  Leitlinie  ist  sofort: 


Gos&.p— sind.^'S'O.eind.f  -f  o-cos^-^', 

dt  _   cotfl~a 
7  -  «.cote+1  ''"* 

Q  =  c(a.cos0  +  sinö) . 
In  rechtwinkligen  Coordinaten  : 

d.i.die  Gleichung  eine«  Kreises,  dessen  Halbmesser  ^ö  V^a*-|- 1  und 
dieCoordinatendesMittelpnnktea  a= — -ä,    ß~ — ä'  woadieAb- 
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Mtsae,  ß  die  Ordinate  bedeatet  Es  ist  kiu,  dus  dieser  Kreis 
darcb  den  CoordiDatenaufangBiiunkt  geht,  so  wie  anch,  dass  der 
Halbmesser  nach  dem  CoordiDatenaa&Dgs punkte  dieselbe  Kcfo- 
tung  wie  die  Linie  a:=ay  hat.  Diese  Linie  ist  also  selbst  normal 
EU  dem  Kreise  im  Coordinatenanfangapnnkte ,  der  Kieis '  dso  in 
der  That  ihre  LeiÜinie. 


Die  gegriiene  Curve  sei  eine  Lioie  zweiter  Ordnung  und  der 
CooTdinatenanfangspunkt  ein  Brennpunkt  derselben.  Ihretileicbung 
ist  alsdann  a^-i-^—'.(p-\-ex)*=Q,  die  Gleichung  der  Leitlinie; 

(co8ftp-sinAp')'+(8'nö.f+co8Ö.p')'-(2p+c.cosö.e— e.«tne.e')*=0 
oder 

Ä.     (I— e'siiiÖ^p'«  +  (2««sine.cose.p +4pc.sinöy 
+  $"— «".cosfl*.(»»— 4pe.co8Ö.j  — 4p*=0. 

Diese  Gleichnng  ISset  sich  nicht  allgemein  integriren.  Die  Her- 
leitung des  singnlfiren  Inteiiirals  unterliegt  hingegen  keiner  Scfaivie- 
rigkeit,  indem  man  nach  bekannten  Regeln  die  Gleichnng  \.  nach 
(■'  diBferentürl,  den  Differentialquotienten  =0  setzt,  und  den  so 
erhaltenen  Werth 

, c*.giofl.cosg.e+  2pe.aina 

«  ——  l-ea.sinö" 

in  A.  substituirt..  Nach  gehöriger  RediictioD  ist  sodann: 

(1  —  e^p*=4pe.co8e.e  +  4p», 
oder  in  recfatwinkligen  Coordinaten: 

a-c«)(£«  +  .)«)=4jM|+4pV 

Die  allgemeine  Gleicliung  der  zweiten  Ordnung  specialisirt  sich, 
je  nachdem  e  terschiedene  Werthe  erh&lt.  Stellen  wir  diese  spe- 
cieUeren  Gleichungen  mit  denen  der  Leitlinien  zusammen,  so  ist; 

e=l  ;  y* — 2px=p*  eine  Parabel; 
£= — p    eine  gerade  Linie; 


Hyperiiel 

'  Ellipse     ' 

(I— e»)(f*+i)*)=4peS+4p*  ein  Kreis; 
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«=V2^;  g*—a^iy/'^px=:p*  eioe  gleichaeitige  Hy- 
perbel ; 

— I»— »^=4V2p|  +  4p«  ein  Kreis; 
e=^0   la^+j^^p^  ein  Kreis; 

S*  +  ti*=^  ein  concenlrischer   Kr^  toid  ' 
doppeUen  Halbmesser. 

,«. 

FOr  den  speciellen  Fall,  dass  die  Carve  zweiter  Ordnung  ein 
Kreis  ist,  Ifisst  sieb  aach  das  alleemeine  Integral,  d.  h.  die  ver- 
schiedenen Leitllaien  finden,  llie  Polargleichung  des  Kreises 
sei  nSmiich  r=»,  so  ist  ir^r=ip*.  Diesen  Werth  fahren  vr'a  in 
die  Gleichung  12.  ein: 

nnddas  allgemeine  Integral  dieser  Gleichnug  ist  d=— c-f  arcsin^, 
oder 

e  =  2p.Bia{6  +  c). 
In  recbtwiDkligen  Coordinaten; 

,  f+>)*=2p.co8C.ij+2|j,8inc,£. 

Das  ist  die  Gleichung  eineH  Kruses,  dessen  Mittelpunkt  die  Co- 
erdinaten  «^^.siaG,  p^p.cnac  eutsprechen;  d.  h.  die  Gleichung 
eines  Kreises  von  gleichem  Balbmeaser  wie  die  Curve  und  dessen 
Mittelpunkt  die  Curve  selbst  zum  Orte  hat  Will  man  hingegen 
die  einbauende  Leitlinie  finden,  so  differentürt  man  (i^-fa*=:4p^ 
Dach  q',  weraus  ^'=0  und  durch  Einführung  dieses  Wertiies 

das  ist  derselbe  conceDtriscfae  Kreis  vom  doppelten  Halbmesser, 
den  wir  auch  in  der  vorigen  Nummer  fanden. 
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Ist  die  gegebene  Curre  eliifl  gleichseitige  Hyperbel  and  der 
Mittelpankt  derselben  der  CoordiDatenaDfaagBpiiDkt,  so  haben  wir 
die  Gfeichnng  x*-~y^=ia^.    Daraus  folgt  als  OifferentialgleichuDg 


A.  «■«+2tg26.,.,'=f«-^-;gj. 

Hier  mdssen  wir  uns  wieder  mit  der  singnlSren  Auflüsnng  begDü- 
gen:  2p'-f2tg29.0=O,  folglich 


in  A.  sabstitniit  giebt: 

la^  ] 

oder 

j=2oVcm2Ö; 
1d  rechtwinkligen  Coordiaaten: 

w^hei  bekanntlich  die  Gleichnng  der  Lemniscate  ist. 


dioatenaDTangspnokt  sei  der  Scheitel  der  Parabel  gewShIt,    deren 
Gleicbang  demnach  y'=iur  ist.    Die  Leitlinie  bat  die  Glelchni^: 

A.    (6ind.f -|-cos9.f 0'  =  2a.cos0.^ — 2a.BlnA«' . 

Um  das  sioguläce  Integrid  zu  finden,  setzen  wir 

2(sin9.94-ces9.^'}cos$  =  —  la.AnB.tt' 

oder 
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Subslitulioii  dieses  WerthflB  In  die  GieiebuDg  A.  verwandelt  die- 
sellie  In 

oder  iD  recfatniukligeD  Coordinateo; 

I(P+1»)  +  J<1"=0. 


&<!i'+1*)-J'('=0 


T«npai>dell,  oder  in  die  Gleichnng  einer  Cisaoide,  deren  Lage 
gegen  die  Parabel  eo  ist,  dase  die  Otdioatenricbtung  beiden  ge- 
meiDscliafUiGb,  die  AbscissenTicbtuDg  entgegengeaetst  iat 


Die  K^cbene  Carre  sei  die  logaritbmisebe  Lioie  9  =  e*.  Die 
DiBerentialgleicbuDg  der  Leitlinie  ist: 

|-.Binfl+|.coaö=e»        « 
Daraus  fiodet  raan  die  «ngnUre  AnlOsnog: 

oder  in  recbtwinkligen  CoordinateD: 


wo    offenbar  die    zusammen    ^bOrigen  Abscissen  *and  Ordinalen 

entgegengesetzte  Zdcben  fäbren. 


Als   letxtee    Beispiel   wollen    mt    tut   Cnrre    die    l<^^tb- 
miache  Spirale  nehmen,  deren  Gleicbung  r  =  e'.     Nun  war 
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(— i9=atctg^. 
.Algo  dnrch  Vetblndang  der  bdden  Gleicbnngen : 

Die  Differmäatloii  di«ser  deicfaang  nach  ^  zeigt,  dass 

1        ■       ?£.' 
_ä 1  _1_ 

'+»•  4~" 

(alglidi  ^^9;  und  Dna  erhalten  wir  die  Gleicfanag: 

a.ctgl=i|og|'-e. 
odet  wenn   V2~,e*  =«  gesetzt  wird: 

wieder  eise  iogarith mische  Spirale.  Diese  [DerkH-firdl^e  Curre 
erzeugt  sich  also  aach  hier  setiist.  eine  Eigenschaft,  die  sie  be- 
kanntUch  bei  jeder  Gelegenbeit  zeigt 


So  wie  wir  bisher  eine  krumia«  Linie  als  LeiÜieie  einer  an- 
deren betrachtet  haben,  so  können  wir  auch  von Leitflfichen  reden, 
indem  wir  die  Definition  aufstellen:  Die  Leitfläche  einer  Fläche 
charakterisirt  sich  dnrch  die  Eigenschaft,  das«  d(e  Normale)  wel- 
che von  irgend  einem  Punkte  der  ersten  Flficbe  auf  sie  gefÜlt 
wird,  gleich  der  Entfernung  dieses  Punktes  Ton  einem  festen 
Punkte  im  Räume  ist,  den  wir  der  Einfachheit  wegen  wieder  zum 
Goordinatenanfangspnnkte  nehmen.  Die  Cleicfaong  der  gegebenen 
FtSche  sei  7(x,y,0=0,  die  Gleichung  der  L«iliXcfa«  9<|,ij,£)=0. 
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Die  Gleichnneen  der  Nonnale  auf  die  LeitflSche.  welche  zu^eich 
durch  einen  Punkt  x,  y,  z  geht,   sind 


indem  wir  die  partiellen  Differentiale  durch  geschwaneene  d  be- 
aeicfanen.  Anuerdem  mnss  nnn  die  EntrerRuns  der  Pnnkte  x, 
w,  I  nnd  I,  1),  S  gleich  der  Entferoung  des  Pnnktee  x,  g,  i  vom 
Coordinatenanfangspunkte  sein,  «Iso: 

VlCar-f)«  +  (j-^)»  +  (j-ö«|=Vlar«+j,«  +  i«|. 

Wir  haben  daher  folgende  ßnf  Gletebnogen: 

I-  vU.  ^.  0=0). 

n.    nx.y,  .)  =  0, 


In  Bezog  anf  LeitflSchen   laMeo   wir  ee  vorlSufift  bei   diesen 
Andentongen  bewenden,   nus  weitere  Ansfahmng  Torbebalteed. 
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Die  BTichUirkeM;  des  BTenton'fiGhenXiiift- 
wlderstands-Oesetxes,  so  wie  Vor- 
sclilft§re  SEHT  AnfHiidangr  des  wabren* 

Ton 

Herrn  BrenDer, 

Lehrer  KU  TottlingeD  in  Wärtemberg, 


la  nie  ansser- 
ardeotlich  wichtig  es  för  die  Ballistik  nSre,  das  \ 
nen,  nach  nelchem  die  atmoephäriäcbe  Luft  einem  in  ihr  befiad- 
lichen  Mobile  einen  Widerstand  entgegensetzt,  ist  scbon  längst 
klar  erkannt,  und  sind  auch  zu  dessen  Entdeckung  sehr  bedeu- 
tende Anstrengungen  gemacht  worden.  Da  die  Lult  in  denjenigen 
Räumen,  für  die  man  jenen  Widerstand  gleichzeitig  zu  wissen 
nütfaig  hat,  gleichzeitig  anch  vollkommen  gleich  vertheilt  ist  und 
gleiche  Elaaiicität  besitzt,  so  kann  es  nicht  anders  sein  —  sie 
muss  iu  ihrem  Widerstand  ein  ganz  bestimmtes,  vielleicht  sehr 
einfaches,  Gesetz  befolgen,  und  es  ist  nur  zu  verwundern,  dass 
bis  Dato  dieses  Gesetz  noch  nicht  hat   entdeckt  werden  kSnnen. 

Ich  will  nicht  behaupten,  dass  durch  eine  Theorie,  bei  der 
man  ein  vollstfindig  gleich  dichtes  und  vollkommen  elastisches 
Flnidum  anzunehmen  hat,  nichts  geleistet  werden  kCnne  —  aber 
das  glaube  ich,  dass  die  Beobachtung  sicherer  und  schneller  zum 
Ziele  führt,  und  dann  mag  die  Theorie,  wie  diess  in  Beziehung 
auf  die  Lehren  der  Astronomie,  Mechanik,  Physik  fast  immer 
der  Fall  ist,  ihre  tiefere  BegrGndnng  hintennach  folgen  lassen. 
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Wenn  der  Verfasser  nicht  den  Verancb  macht,  lorliegendesPro- 
blein  sniD  Ende  zu  führen,  so  liegt  der  Grund  darin,  dasa  ihm 
nicht  die  Mittel  zu  Gebot  atandea,  die  hier  nOthigen  ExperimeDte 
mit  der  nSthigen  SchSrfe  zn  Teranstalten. 

Offenbar  am  wichtigsten  ist  der  Widerstand,  den  die  Luft 
der  Kugel  entgegenaetzt ,  und  danim  neiden  sich  die  Vorschläge, 
die  ich  zn  machen  gedeuke,  auch  nur  auf  jene  beschränken.  Da- 
bei bin  ich  von  der  Zuversicht  weit  entfernt ,  dass  der  Zweck  ge- 
rade auf  den  von  mir  Torgezeichnete d  Wegen  erreicht  weroen 
kann,  sondern  glaube  vielmehr,  dass  es  nSthig  werden  mCcble, 
aocb  die  von  mir  entworfene  detailürte  Theorie  vielt^ltig  zu  mo- 
dificiren,  möglicher  Weise  gar  zu  verwerfen.  Allein  Beruhigung 
wird  mirs  gewähren  und  mit  Freude  mich  erfüllen,  wenn  ich 
aocb  nur  eine  Idee  aufgedeckt  haben  sollte,  welche, endlich  zur 
DttrstetlnDg  des  fraglichen  Gesetzes  fähren  könnte. 

Laplace  gibt  in  seiner  Mäcanitjue  Celeste  eine  einfache 
Formel  nir  jene«  Gesetz  an,  wofern  die  von  der  Kugel  beschrie- 
bene Curve  bekannt  ist.  Bezeichnet  man  mit  z  die  vertikalen  Or- 
dinaten.  mit  m  den  Bogen  der  Curve,  mit  g  die  ertliche  Schwere 
und  mit  ß  den  Widerstand,  so  ist 

f. 3«-9»i  - 

wo  sich  die  Differentiale  auf  die  Abscissen  x  beziehen. 

Wäre  man  im  Stande,  einer  durch  die  Luft  geworfenen  gros- 
sen  Kugel  (Bombe)  ein  sehr  intensives  Licht  m itzutfa eilen ,  wel- 
ches weder  die  Dichtigkeit  und  Elasticität  der  die  Kugel  nmge- 
bendenLun,  noch  die  Masse  und  Oberfläche  der  Kugel  veränderte, 
so  könnte  die  Bahn  auf  folgende  Weise  gewonnen  weiden. 

In  der  'Seitenwand  eines  dunkeln  Zimmers  ist  durch  ein 
napierdfinnes  Blech  eine  sehr  kleine,  nicht  eine  halbe  Linie  im 
Durchmesser  haltende  kreisrunde  Oe&nung  angebracht,  durch 
welche  ein  lenchtender  Kürper  auf  eine  gegenüberstehende  Wand 
einen  hellen  Punkt  wirft.  Hinter  dieserWand,  welche  ausdurch- 
Bcbeinendem,  auf  ein  sehr  feines  Drabt^cellecht  aufgezogenem 
Papier  besteht,  steht  ein  Zeichner.  Dieser  kann  sich  vor  dem 
Experiment  Oben,  die  Bahn  eines  durch  ein  bewegtes  Licht  her- 
vorgebrachten hellen  Punktes  auf  seiner  Papierwand  mit  Genauig- 
keit zu  zeichnen.  Hierauf  lässt  man  Nachts  bei  Windstille  und 
in  gerägneter  (bedeutender)  Entfernung  vor  der  dunlceln  Kammer 
vermittelst  eines  groben  Geschützes  (Bomb^  die  oben  beschrie- 
bene leuchtende  Kugel  ihre  Bahn  durch  die  Lufl  beschreiben  und 
der  Zeichner  zeichnet  solche  auf  seine  Wand,  welche  zu  diesem 
Behuf  vertikal  stehen  und  mit  der  Ebene  der  von  der  Kugel  be- 
schriebenen Curve  parallel  sein  muss.  Die  gezeichnete  Bahn 
wird  dadurch  der  wirklichen  vollständig  ähnlich  und  zeigt  sich 
bloss  in  umgekehrter  Lage.  Beschreibt  der  helle  Punkt  auf  der 
Wand  in  einer  Sekunde  den  Weg  von  einem  Fuss ,   so  kann  ein 
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«neb  nleht  mhr  geübter  Zeichner  die  Bahn  ^ar  wohl  mit  Genauig- 
htit  snfzeichnen. 

Es  ist  klar,  dass  der  geancht«  Widerstand  eine  Funktion  von 
der  Geschwindigkeit  v  des  Mebils  Ist.    Die  Formel 


gibt  jedoch  denselben  nicht  als  rein«  Funktion  von  t,  sondern 
nntemÜBcht  mit  den  Abacissen  a.  Man  bat  jedoch  i  in  Funktioa 
TOD  s,  oder  zzsif(x),  vrodurcb  auch  v  sidi  als  eine  solche  dar- 
stellt, d.  h. 

i>s=VT+&«=9(jr). 

Man  wird  daher  ans  dieser  Gldchnog  nnd  aas 

-      1  3>i 

X  eliminiren,  um  ä  in  Funktion  von  %>  dargestellt  t/a  sehen.  — 
Wenn  auch  nicht  die  Gleichnng  der  Bahn,  so  fcSnote  vielleicht 
doi^h  schon  nach  kurzem  Ueberolick,  vielleicht  erat  nach  grosser 
Mfihe,  vielleicht  auch  gar  nicht,  eine  endliche  Form  fflr  den  Wi- 
derstand hergestellt  werden. 


Praktischer  noch  nnd  der  Probe  wertb  erscheint  folgendes 
Verfahren,  welches  zu  gleicher  Zeit  eine  sehr  einfache  Analysis 
znlSsst: 

Indem  man  ein  gntes  Fenergewehr  10  — 15  mal  mit  derselben 
Ladung  versieht,  bestimme  man  vermittelst  de»  batlistischeD  Pen* 
dela  auf  einer  horizontalen  Ebene  (Thal)  bei  Windstille  nnd  nach 
jedesmaligem  Abfeuern  die  Geschwindigkeit  der  Ku^el  fSr  ver- 
schiedene Entfernungen*).  Um  inSglichste  Gleichheit  der  Um- 
stände herbeizuführen,  wird  man  ein  gutes,  trocl(enes  und  gnt 
seroiscbtes  Pulver  in  völlig  gleichen  Quantitüten  gebrauchen.  Die 
Kugeln  mfisaen  vollstSndig  rund  und  gleich  schwer  sein  unddQr- 
fen  nicht  aus  einem  solchen  Rohr  geschossen  werden,  welches 
dieselben  angreift.    Kach   jedem  Schuss  muss  die  Flinte  wieder 


*)  Für  die  enlen  SchniiB  -wähle  man  die  kfineiten  nnd  t^radationa- 
weise  für  die  ipäter  folgendeu  die  giöaaeren  Entfernungen.  Beim  craCen 
SchuH  jedoch  itells  man  dsa  Pendel  nicht  onmilteibar  vor  dia  Hün- 
dong  de«  K«hrs,  wegen  de«  nnch  auf  einige  Weite  wirkenden  PulTsr- 
dampfn. 
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gereioigt  werdeiii  so  wi«  man  auch  den  enit«n  Schnas  leer,  d.  b. 
Dicht  zur  BeobachtuDg  gehOrig ,  thut.  Das  Pflaster  rnuss  passeud 
und  für  alle  Scbfisse  gleich  Bein;  die  Flinte  oder  auch  nur  deren 
Rohr  werde  sehr  fest  angeschraubt.  —  Um  sich  aber  von  der 
Gleichheit  der  Umstände  zu  dberieneen,  wird  man  4 — ßScbSsae 
in  gleicher  Entfernung  tfaun  und  zusehen,  ob  sich  stets  die  gleiche 
Geechnindigkeit  zeigt. 

Die  Bahn  der  Kngel  kann  man  geradlinig  und  als  Abecissen- 
axe  X  annehmen,  no  man  den  Anfang  vom  Schiessstandpunkt 
aus  zShIt.  Je  kleiner  die  GeschWiudigkeit  d  wird,  desto  grösser 
ist  die  Abscisse  x,  und  wir  kSnnen  desawegen  die  letztere  in 
Fmikttan  der  eratern  ausdrücken,  und  zwar  dnrcb 


^  to  +  Bi1>-{-£^zl^  +  St^.... 


Bezeichnet  man  die  susammengehSrlgeD  Beobachtangawerthe  Ton 
X  and  V  je  durch  x^  und  D|;  ^r^  und  Cg;  x^  und  vg  u.  s.^w.,  so 
lassen  sich  folgende  Gleichungen  formiren,  aus  denen  die  Coefifi- 
cienten  c«,  Ci,  £2...  berechnet  werden  kennen: 


'0+  hH  +  hPa^-t-H^a'  -•- 


Nun  Ist  aber,  wenn  man  den  Luftwiderstand  durch  y  bezeichnet, 
nach  den  bekannten  Lebren  der  Mechanik 


Stellt  man   x  durch  ^(v)  dar,    and   dvipCc)  dnrcb  9'(t>).    so  bat  ' 

8±  =  9i'(p)3d. 
oder 
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Es  ist  aber 


^+«i»  +  V*  +  V' ■■ 


"(«o+tif+VH^o'"  )*' 


^-      tt  +2(aP+3r3ö»...'.      ' 
welchem  sieb  leicht  die  Form  gebeo  l(U«t: 


Nehmen  wir  auf  einen  Aasenblick  an ,  /  enthalte  bloss  das  Glied 
Pt^,  so  können  wir  auf  die  zwischen  x  und  v  existirende  tilei- 
chung  dadarch  zurflcksteigen ,  dasa  wir  die  beiden  obigen  Glei- 
chungen der  Bewegung  mit  einander  mullipliciren.    Sie  geben 

1130  = — ydx 


v3p  1   vSd 


--pi 


deren  Integral  ist: 


Es  Ist  zu  f;lelcher  Zeil  x^x^  und  t)  =  ei,  und  deasnegen 

Ist  in>2,  so  wird  fQr  c=0  die  Entfernung  x=io, 
Ist  m=1,  so  wird  der  Nenner  m— 2=0.    Allein  die  unmittel- 
bare Integtatioii  gibt 
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Auch  Id  diesem  Fall  tat  fBr  ii=0  die  EntTeniang  m=» ,  d.  b.  in 

beiden  Pillen  nird  die  -Kugel  nie  snin  Stillntand  kommen.  Ist 
«ber  «<2,  «o  bat  man 

Hier  ist  nun  filr  p=0  die  Entfernnng 

-wird  aber  desto  grSsser,  je  mehr  sieb  m  dem  Werthe  2  nShert 

Id  der  Tbat,  je  (^üsser  i»  wird,  desto  kleiner  vFird  der  Wi- 
derstand y=Ai"  bei  abnehmeDiier  Geschwindigkeit  r,  nnd  ist 
diese GescnwindiglEeit  eine  un end lieb  kleine  GrDsae  der  ersten  Ord> 
nnng  geworden,  so  ist  schon  bei  m=:3  der  Widerstand  eine 
unendRch  kleine  GrCsse  der   zweiten  Ordnnng. 

Hat  daher  der  Widerstand  y  die  Form 

y=  /V"  +  PjC"  +  Pgti'.... , 

WO  keiner  der  Exponenten  m,  n,  o kleiner  Ist  als  2,   so  wird 

auch  noch  In  diesem  Fall  die  Kugel  nie  zum  Stillstand  kommen. 
KSnnts  nun  dnrcb  Beob&chtune  nachgewiesen  werden,  dass  ein 
Mobil  durch  den  Widerstand  der  Lult  alleiU  wirklich  zum  Still- 
stand gebracht  wird,  so  wflrde  daraus  folgen,  dass  y  wenigstens 
ein  Glied  enthalten  muss,  in  welchem  der  CoefGcient  von  e  Idei- 
ner  ist  als  2. 

Lasse  ich  aber  einen  Pendel  schwingen,  beidem  dIeSchwere 
bekanntlicb  das  Bestreben  Suasert,  dasselbe  fortwährend  die  glei- 
chen Schwingungen  beschreiben  zu  lassen,  und  bei  dem  ich  die 
Reibung  durch  eine  Messerschärfe  nach  der  Vorrichtung  Taf.  III. 
Fig.  3.  wohl  gänzlich  beseitige,  so  wird  man  schon  nach  einigen 
Standen  vClIige  Ruhe  gewahren*) ,  ein  Beweis  dass  das  Neuton'- 
sche  Gesetz,  welches  ni^2  setet,   unrichtig  ist. 


*)  Eine  mitteUl  elae^  hGliera«D  Kugel  f^einachle  Beobachtnnr  hat 
die  Baha  nach  VerflaM  Ton  b  St.  2  M.  nachgowiBicn.  Dm  Poih!''!  war 
70,4  Par.  Zoll  \aog,  die  Kugel  hatte  im  DarchroeMsr  S,09"  nad  wng 
S  Pfd.  IlLth.  Württemberg  lach :  daa  Pendel  wurde  Anfang!  um  dta 
Winkel  TOD  &°  56'  aoa  der  vertikalen  Lage  gebracht. 
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Die  leichteste  und  scfaSrfste  BeobKchtung  iässt  du  Pendel 
ZD,  allein  sie  fflfart  eine  sebr  schwierige  Theorie  im  Gefolge. 

Mau  lasse  nenilicb  eine  Kugel  an  einen  nüglicbst  dOnnen 
Drathe,  mit  anfceniessenen  Dimensionen  und  an  geeignetem  Orte, 
schwingen,  und  beobachte  die  durch  den  Lntlwid erstand  stetig 
Terringerten  Ausschlagwinkel. 

Es  sei  (Taf.  III.  Fig.  4.)  A  der  Aufbängepunkt ,  AZ  eine  Ver- 
tikale, AC=-T  die  VerbinduDifslinie  des  erstem  mit  dem  Centrnm 
C  der  Kugel,  AM  eine  andere  tierade  an  ein  gans  beliebige* 
Element  dai  derselben. 

Dieses  Element  dM  wird  von  der  Schwere  o  nach  der  verti- 
kalen Richtung  ^Cr  sollicitirt,  und  zwar  mit  der  bewegenden  Kraft 
gqdM,  wenn  wir  die  Dichtigkeit  der  Masse  =:p  setzen.  DieBe- 
we^nng  der  Kugel  aber  krnineu  wir  vermittelst  der  Momentea- 
gleichung  bestimmen.  Wir  zerlegen  daher  die  Kraft  ^(/dM  in 
zwei  Kräfte,  die  eine  nach  der  Verlängerung  \on  AM,  die  andere 
nach  der  auf  derselben  Senkrechten  ML.  Die  erster«  wird  im 
Aufhängepuokt  zernichtet,    die  andere  aber  ist 

jr^Jtf.sinto, 

wenn  wir  den  Winkel  MAZ  gleich  to  setzen.  Setzen-  wir  AM=R, 
so  ist  die  Geschwindigkeit  des  Elements  dSf  gleich  Rhw,  wobei 
wir  uns  die  Kugel  von  der  Vertikalen  AZ  sich  eutferDend,  oder 
knrz  steigead^  denken.  Folglich  ist  das  Wachsthnm  au  bewegen- 
der Kri^ 

!=g(lRdMShD, 

welche  GrSsse  nach  D'Alembert'sLehrsatz  negativ  inRechnnag 
zu  bringen  ist.  Da  wir  die  von  AZ  aicb  entlernende  Kchtoag 
positiv  nebmen,  so  ist  die  Kraft 

g^dM.  Anw 

gleichfalls  negativ  zu  nehmen. 


-  9  fdmiti^'dhi)  +  Rgt&aw) . 


Ueberdiess  wirkt  anf  die  Kugel  noch  der  Widerstand  der  Luft, 
und  zwar  verzögernd.  Setzen  wir  den  absoluten  Luftwiderstand 
's^y,  so  kilnnen  wir  uns  denselben  im  Centrum  der  Kugel  ange- 
bracht denken  und  somit  haben  wir  für  dessen  Moment 


oy  Google 


267 
Somit  babeo  wir  endUcfa  die  Gteichong   ' 


e  j  RdMaiaw  =  Q   I  . 


ef  Rd]aa\aw=9  I  iay.dM. 


BeLanntlicfa  ist  aber  f  j  MN.dM  gleich  dem  statiKchen  Hament« 
der  ganzen  betvegten  Mafise  f/M  in  Beziehung  auf  den  SchTrer- 
punkt    Ziehe  ich  daher  CP  senkrecht  auf  AZ,  so  ist 

«  /  RdMüavi=QM.CP=iiMTs\n(i, 

wenn  wir  den  Winicel  CAZ^^B  setzen. 

Da  nun  aach  3^=6^,  ao  gestaltet  sich  nasere  Gleichung 
wie  folgt; 

f  f  BhlSi    ist   aber  das  Trägheitsrooment  der  Kugel  in  Bezie-  ■ 

hoDg^anf  eine  darch  A  gehende  Axe.  Ist  die  Kugel  hohl  und 
ihr  Susseier  Daicfaniessei  ^A,  so  wie  ihr  innerer  sza,  «o 
hat  man 

Setzt  man  das  VerhSltniss  ~;"^>  "<>  '^^ 

Gldcbem'elAe  ist 

■     iH  —  ^tnA'il-t'). 


S«tie  ich  nun 


r  + 


3   A»   l-i' 

-t'~ 
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Bo  olount  die  Differenllalgleidivng  die  Form  ao;  -  ' 

1)  8"e  +  f-.ii.fi+^/=o. 

Ist  A  gegen  r  sehr  klein,  so  ist  beinahe  f=r.  Es  Ist  aber  '  Ji* 
LBnge  des  matfaematiscfaen  Pendeis,  d,  h.  desjenigen,  bei  dem 
man  sich  die  Masse  in  Einem  Punkt  vereinigt  denken  kann,  und 
der  mit  dem  phyBikallscheo  gleiche  SchwinguDgen  macht 

Ist  die  Kngel  im  Sinken  begriffen,  so  nimmt  der  Zatracfas 
8*0,  so  wie  auch  die  Schwere  g,  das  entgegengesetzte  Zeicben 
an,  wSbrend  y  das  seinige  beibehält.  UieGS  lauft  aber  darauf 
hinaus,  die  Zeichen  der  beiden  ersten  GrOssea  zu  belassen,  hin- 
gegen dasjenige  von  y  zu  Indern.  Demnach  hat  man  för  die  ßil- 
wnde  Kugel  die  Differeotialgieichung 

Uer  Lafbrtderatand  y  ist,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  eine 
Funktion  von  v,  und  wir  setzen  sie  anch  in  obiger  Form,  nemlich 

Ffir  nnsern  Fall  haben  wir  aber 

e=r0d. 


y =PirBfl +p^6«  +  ftr»8ö»  +  ... 


Das  Neuton'sche  Gesetz  kennt    nur  das  zweite  Glied  dieser 
Reihe,    und  es    ist   auch  zu   verrnntfaen,     dass  bei  weitem  der 

ErOsste  Theil  des  Widerstandes  auf  Rechnung  dieses  Gliedes 
ommt.  Wir  suchen  daher  vorerst  unsere  Diflerentialgleicbungen 
ror  den  Fall  des  Neuton'schen  Gesetzes  zu  integriren.  Setzen 
wir  daher 


y  =  /',»»  =  /V«0Ö« 


Par»       1 


■o  Hieben  sich 

3)    8*9-f-fsiD9— |t(9d>sO 


fUr  di«  faUeode,  und 
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4)  a«e+f  •ine+^i(5e"=sO 


für  die  Kteigende  Kugel. 

Das  Integral  der  erstem  ist: 

8ö»=uC«^  +  (r^;<cMe  +  Mino), 
nnd  der  tetden : 

Sfl"=_i,C— «  +  7j^^^(co8e— Mino), 

wo  C  die  will kflbrli eben  CuDstaoten  ¥orstellen. 

FSr  das  erste  Iptegral  bestimmt  sich  die  Constante  am  der 
Anfangsgeschwindiglceit  SS,  die  mau  =0  nimmt,  und  fSr  das  an- 
dere aus  der  Endgescbtrindtglieit,  die  ebenfaJls  =0  ist.  Ist  ÜQr 
den  ersten  Tall  der  beobachtete  Winkel  0=6^  und  im  andern 
0=0114-1,  so  ergibt  sich 

5)    8ö»= j^^ticosfl  +  Kslnö—  (coBÖ,  +  asinft,) e"^'"~'^J 


^    89«=— ^^fcoBe-M8in9-(cosftH-,-i(siDAM-i)e    "+'      ]• 

Betrachtet  maa  die  GeschwindiKkeiten  aweter  auf  einander 
fnlgenden  Zweige,  so  mflssen  diesewen  Im  tiefsten  Punkte,  wo 
d£=0  ist,  einander  gleich  aeia.    Diess  liefert  die  Gleichung 


COS6a-f|  — USinda^-i 

Diese  Gleichung  dient  zor  Bestimmung  von  u.  Gibt  man  m  aber 
Tenchiedene  Wertne,  d.  h.  zi^t  man  nach  und  nach  viele  oder 
alle  Beobachtungen  herein,  so  kann  u  vermittelst  verschiedener 
Gleicbnngen  bestimmt  werden.  Weisen  sich  alle  u  gleich  aus, 
so  tat  das  Nenlon'sche  Gesetz  das  wahre,  wo  nicht,  so  ist  es 
unrichtig. 

Zo  diesem  Zwecke  sind  mit  einer  Hohlkngel  in  der  grosseo 

Stadtkirche  zu  Tuttlingen  zwei  BeobachtunseD  gemacht  worden, 
und  ich  hatte  ea  nicbt  tiSr  OberflOss^,  die  dabei  beobachtete  Me- 
thode auseinandersusetzen.      Der  Drath   wurde  so|  dünn  genom- 
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men,  dass  dessen  Eiofluss  auf  die  OscUlatioDeo  unraerklich  sind, 
jedoch  aicht  in  salcbeni  Grade,  dasK  er  durch  die  verschiedenen 
Anspannunften  verschiedene  Dimensionen  aagenommen  hätte.  Um 
die  Ausschlagtvinkel  mit  SchärFe  zu  hestimmea,  war  es  durchaus 
nothwendif;,  dass  nach  jedem  Zarfickslnken  der  Kufrel  durch 
irsrend  eine  Vorrichtung  sich  eine  Ruhe  einstellte  (die  Ruhe  des 
zarilckgehenden  Drathea  ist  nur  momentan),  in  der  man  an  einem 
Lineal  den  Schenkel  jenes  Winkels  zeichnen  kann.  Diesen  Zweck 
unterstittzte  der  glSckliche  Umstand,  dass  man  die  kleineren 
Ausacblagwiiikel  als  weniger  brauchbar  verwerfen  bann,  weil  nur 
die  grossem  w^en  ihrer  grSssern  Diffärenseu  sichere  Resultat« 
gewähren. 

Man  schlagt  nemlich  in  ein  vollkommen  geebnetes,  mit  seiner 
Ebene  vertikal  siebendes  nnd  gnt  befestigtes  Brett  einen  müglicbst 
düniien  Stift  vDllig  senkrecht  auf  die  Urettebene.  An  diesen  Stift 
wird,  ettya  eine  Linie  vom  Brett  entfernt,  der  die  Kugel  tragende 
Drath  mit  einer  einfachen  Schlaufe  angeh&ngt,  nnd  der  Kngef  eine 
solche  Si^bwingung  gegeben,  dass  der  Drath  stets  mit  dem  Brett 
parattel  lauft.  Vorher  aber  wird  auf  den  Stift  folgende  Vorricfa* 
tung  geschobeb : 

Man  verfertige  sieh  aus  Kartenpapter  oder  starkem  dop- 
pelt zusammengeleimten  Molenpapier  eine  zweifach  aasge- 
schnittene Scheibe  in  angemessenen  Dimensionen.  A  (Tef  HL 
Fig.  5.)  ist  der  kreisrunde  kleine  Ausschnitt,  durch  den  der  Stift 
kommt  und  in  dem  eben  dieser  Stift  noch  einlee  Spannung  bat. 
Durch  den  Mittelpunkt  in  A  werden  zwei  einen  Winitel  von  etwa 
30°  bildende  Gerade  ßC  und  BE  gezogen.  In  B  und  C  werden 
zwei  ebenfalls  von  Papierstreifen  gemachte  Stifte,  deren  Seiten- 
ansicht L  zeigt,  angeleimt,  wobei  aber  die  durch  die  Dreieck- 
chen bestimmten  Flächen  genau  senkrecht  auf  der  Ebene  der 
Scheibe  and  übrigens  so  stehen,  dass  die  Linien  DC  lind  BE 
durch  diese  Dreiecks  flächen  gehen.  Der  Winkel  DAE  wird  durch 
die  Linie  FO  ungefähr  in  zwei  gleiche  Theile  getbeilt  und  das 
Oreieckchen  FGH  heraus  geschnitteii,  wo  dann  FG  das  Lineal 
bildet.  Diese  Scheibe  wird  ganz  an  das  befestigte  ebene  Brett 
angelehnt  und  kann  sich  leicht  um  den  Zapfen  A  bewegen,  bleibt 
aber  augenblicklich  stehen,  so  bald  die  auf  dieselbe  wirkeDde 
Kraft  aufhürt.  Hierauf  lasse  man  die  Kugel  in  völliger  Ruhe  (ver- 
tikal) hängen,  und  bewege  die  Scheibe  DEBC  zweimal  so,  dass 
die  Stifte  B  und  C  den  Drath  berühren,  drücke  dieselbe  (die 
Scheibe)  jedesmal  mit  der  linken  Hand  an  das  Brett  und  mache 
mit  einem  fein  gespitzten  Bleistift  an  dem  Lineal  FG  eine  Linie 
auf  das  an  des  Brett  aufgeleimte  Papier.  Diese  Linien  verlängere 
man  attr  Unterscheidung  noch  etwas  über  F  hinaus,  weil  sie  die 
Fundamental  Schenkel  der  zu  messenden  Winkel  bilden.  Hieran! 
lasse  man  die  Kugel  unter  einem  Winkel  von  etwa  60"  so  in  die 
Höhe  halten,  dass  der  Drath  bei  fortwährender  Anspannung  durch 
den  Mittelpunkt  derselben  geht.  Der  Drath  aber  wird  die  oeweg- 
liebe  Scheibe  an  einem  der  Stifte  B  oder  C  seitwärts  ziehen,  und 
in  der  Hube  angelangt,  wird  man  sie  mit  den  Fingern  der  linken 
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Hand  andrflck«n,  nnd  am  Lineal  aelne  dritte  Lloie  zlefaeo.  BieranC 
llsat  mao  die  Kngel  ruhig  fallen,  und  im  Fall  wird  der  Drath  am 
andern  Stift  die  Scheibe  auf  die  andere  Seite  sebieben,  und  nacii 
«einer  Zurfickweichuog  dieselbe  auf  einige  Zeit  In  Ruhe  laaaen. 
Diese  Ruhe  benutzt  man,  am  am  Lineal  die  vierte  Linie  zu  zie- 
hen; dabei  aber  wird  man  sich  beeilen,  der  Scheibe  durch  Auf- 
beben der  linken  Hand  die  Freiheit  wieder  su  geben,  damit  sie 
abermal  geschoben  trerden  kann,  um  wieder  in  Ruhe  zu  gelan- 
gen. So  wird  man  sich  so  fiele  Linien  zeichnen,  aU  man  Win- 
kel nSthig  zu  haben  glaubt,  ja  man  wird  für  eine  zweite,  dritte 
u.  8.  w.  Beobachtung  stet«  nur  ein  neues  Papier  an  seinen  vier 
Ecken  auf  das  Brett  ankleben.  Das  jedesmalige  Schieben  der 
Scheibe  -bedarf  ainer  so  geringen  KraJt,  dass  der  Drath  nicht 
merklieb  gebogen  wird,  wovon  man  sich  leicht  flberzengen  kann. 
Zuletzt  wird  sich  folgende  Zeichnung  (Taf.  III.  Fig.  6.)  daTstellen: 
AB  und  CD  sind  die  beiden  Fundamentalschenkel.  Die  von  der 
Vertikalen  rechts  abliegenden  Winkel  des  Pendels  liegen  hier  von 
CO  links  ond  werden  auch  von  CD  an  gemessen.  Die  (ihrigen 
liegen  rechts  von  JB  und  werden  auch  von  AB  an  gemessen.  — 
Auf  solche  Weise  wurden  folgende  Resultate  erzielt: 
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Beobachtung  den  24.  September  1849. 


Erst» 
Winkelbeobichlung. 

Zweite 
WintelbeobacblmiB. 

9,  =i»»45' 

«„=25«30' 

9,  =63«50' 

9„=27» 

9,  =52«30' 

8„  =  2ä« 

9,  =59«  30 

»„  =  28«30' 

e,  =50«1S' 

e„=24«15' 

9,  =56« 

»„  =25»  46' 

e,  =47«10' 

9„=23»48' 

9,  =  5i«45' 

»„  =  25» 

e,  ^iifw 

«»=23° 

».  =60» 

»„=24«20' 

e,  =43» 

9„=22«30' 

9,  =48« 

«„=23»  40' 

0,  =41«  15' 

»„=-21«4S' 

9,  =4S«15' 

9j,=23» 

öa  =  aQ^ac 

9„  =  -2l«30' 

9,"  =  43«  15' 

9i,=  22«30' 

e,  =37"30' 

9„  =  M«45' 

9.  =41» 

»„=22« 

e„=36l'W 

».„=20«20' 

9,„=3!l«45' 

9„=31«30' 

e„=3s<' 

9„  =  l!l»46' 

9„  =37«50' 

».,=21« 

»,,=33«  45' 

9„=19°30' 

9„=36«45' 

9^,=  20«30' 

»„  =32«40' 

»„  =  18«45' 

»u  =36»10' 

9.,=20« 

»,,  =31«20' 

»„=18«30' 

9„  =  33»45' 

»„=19»45' 

e„  =30«  15' 

9„  =  18« 

9„  =32»40' 

9,1  =  19°  18' 

6„=29°30' 

9i,=17«60' 

9„=31«30' 

9.,  =  19« 

e„=28«30' 

9„=I7«25' 

9„=30»30' 

«i,=18»30' 

».,=28« 

6i,=17»15' 

»,,  =i!9«30' 

»„=18«  16' 

»,,=27« 

»,.=28»4ä' 

9„=17»48' 

«a,=26»lS' 

9„=28» 

9„  =  17"30' 

PendeUfinge   (bis  zum  Contnim  der  Kugel)  =27', 577  WOrttemb. 

AeusBerer  Durchmesser  der'Kugel  =l',034. 

Gewicht  derselben  =  8  Pfund  ISVa  Loth  WOrtterab. 

Barometerstand  24"4>/,", 

Therm ometerstand  -f  IP  Reaumur. 
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Es  ward«  such  mit  «iner  sweiteii  iDMsiTea  Ki^el  In  der  GrSsae 
«Iner  Kegellcnsel  eiue  dritte  BeobachtauK  aogestellt;  allein  sie 
bietet  wegen  der  dabei  vorgekommenen  Eile_  so  wenig  Zuverl&s- 
sigkeit  dar,  dasa  ibre  AngEibe  bier  fliglieb  weg  bleiben  mag. 

Vereleicbt  man  die  beiden  obigen  Beobacbtunsen  mit  einan- 
der, «o  Demerkt  man,  doas  &  der  zweiten  am  uralü'  grüsser  ist 
als  dl  der  ersten,  und  dass  die  nachfolgenden  Differenzen  selten 
um  mehr  als  15'  schwanken,  und  zwar  bat  die  zweite  Beobacb- 
tung  das  stete  Beetreben ,  ihre  Q  um  15'  hüber  anzugeben ;  ja  die 
leUtbeobacbteten  Winkel  zeigen  dieselbe  Differenz  (ISO,  em  Be- 
weis, nie  gut  die  Kugel  geschwungen  bat.  Die  einzige  Ausnahme 
machen  d.=:47°]0'  und  6^=48",  wo  sich  ein  grösserer  Beob- 
ochtangsrenler  eingescbl  leben  hat. 

Die  vorkommenden  Abweichungen  tod  der  Differenz  =15' 
rfihren  fiberbanpt  von  BeobacbtungaJehlem ,  so  wie  auch  von  der 
nicht  strengen  Messung  her,  denn  die  letztere  geschah  mittelst 
eines  Transpurteura,  welcher  bloss  in  halbe  Grade  abgetheill  war. 

Bildet  man  für  beide  Beobachtungen  eine  erste  Differenzen- 
reihei  indem  stets  Obj-i  von  6m  abgezogen  wird,  so-fiberzengt 
man  sich  bald,  dass  diejenige  der  zweiten  Beobachtung  mehr 
RegelmSssigkeit  zeigt,  als  diejenige  der  ersten.  Wir  benutzen 
daher  fär  unsere  Untersuchung  die  zweite  Beobachtung  als  die 
zuverlissigere.  —  Formirt  man  aus  der  ersten  Differenzenreihe 
nochmals  eiue  zweite,  so  kommt  in  derselben  ein  gar  uoregelmäa- 
sigcs  Schwanken ,  d.  h.  ein  solcbes  Fallep  und  Steigen  zum  Vor- 
schein, welches  in  Wirklichkeit  unmüglicn  existiren  kann.  Diese 
Bemerkung  bietet  ein  ziemlich  genaues  Cnrrektion »mittel  dar.  Man 
bildet  sieb  nemtich  aus  der  zweiten  Differenzen  reihe  eine  neue 
zweite  Differenzen  reihe,  welche  fallend  ist ,  aber  beim  Anstei- 
gen auf  die  erste  Differenz  en  reihe  nnd  von  dieser  auf  die  ursprfing- 
iiche  Reihe,  in  der  letztern  keine  Winkel  erzeugt,  welche  tod 
den  beobachteten  zu  sehr  verschieden  wären.  Wir  gewinnen  dem- 
nach uDsere  corrigirteD  6  vermittelst  folgender  Reiben  i 
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Unptiliiglicbe  Wertbe. 

Neue  Wertbe. 

9 

^» 

/P9 

dH 

M 

« 

e,  =63neO' 

"" 

9,  =63»50' 

e,  =S9«30' 

4»  20 

4°20' 

e,  =59»30' 

6i;=56« 

3»30' 

50- 

SO' 

3»  30' 

»,  =56» 

«,=52«  45' 

3°  15' 

15' 

liy 

3« 

»;  =53» 

».=50» 
«.  =JS° 

2°45- 

3» 

1* 

2«  42' 

6.  =50»  18' 

2» 

45' 

12' 

2°30' 

6,  =47°4«' 

»,=15»  15 

2»45' 

-45- 

m 

2°20' 

e,  =45°28' 

e,  =13»]5 

2» 

45' 

iiy 

2»^ 

8,  =43°18' 

e;=4i» 

2«15' 

-15' 

10' 

2° 

6,  =41«18' 

«,„=39°  45 
e"  =  37°50- 

1°15' 

1» 

w 

1»50' 

«,„=39°  28' 

1°S5' 

-40' 

9' 

i»4r 

«,?=37°47' 

«,,=  36°  45 

1»5- 

SC 

9' 

1»32' 

»,,=  36»  15' 

«;=35°10 

1°35' 

-30' 

9' 

I°23' 

9„=34°52' 

»,,=33»  45 

1»» 

10- 

y 

1°14' 

9;=33»38' 

«„=3-2»  40 

1»S' 

2» 

8' 

1»  6' 

9,=32»32' 

e„=3i°30- 
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Ist  naö  tta  ein  Wertb,  der  die  GMdmnif 
beinahe  berriedigl,  so  ist  der  Correktienswertfa 


oy  Google 


Auf  solche  Weise  ärbrilet  man  sich  zu  den  Wertiian  liiD: 


»,  =0,090184  z»i>chen  «,  -8, 

«,  =0.083«il 

.        «.-«. 

«,  =0,OS1M8 

,        «,-«. 

■     •  «,  =0,«e2195 

,      e,  -«, 

«.  =0,084885 

,       ».-». 

»,  =0,068096 

,     e,-6, 

«,  =0,090690 

.     9,-e, 

«,  =0,092548 

,     «.-«. 

«,=0,093397 

.      9,-e,„ 

«,„=0,0940-23 

,        «10-»,. 

«,,=0,093487 

,      »..-».. 

60  wie  noch 

«„=0,0614792 

.     e,.-«i. 

und 

•      «„=0,09021B3 

.        6a-en 

Aus  der  Verschiedenheit  dieser  Werthe  von  k  ^eht  klar  her- 
vor, dase  dasNeuton'scheGesetz  nicht  das  richtige  ist, 
und  es  handelt  sieb  nan  darum,  das  wahre -Gesetz  der  Natur  dar- 
zustellen. 

Den  sichersten  Weg,  der  nns  zu  nnserm  Zireclie  fQhren  kann, 
bietet  der  Umstand  dar,  dass  der  niedersteieende  nnd  aufstei- 
gende Zwei);  der  Bahn ,  wofem  beide  aufeinanderfolgend  oder  xu- 
sammen gehörig  sind,  in  ihren  tiefsten  Puakteo  gleiche  Winkel« 
geschnindigkeiten  SQ  haben. 

Hierzu  bedarfen  wir  aber  der  vollstand^en  Integrale  der  bei- 
den Gleichungen  2)  und  1).    Ffir  1)  (niedersteigeud)  setzen  wir 

7)   afl>=:^»+«,{e.-e)+«,(ft.»-e*)-i-oi(e-»-fl»)+.. 

und  (Sx  l)  (aufsteigend) 

8)  eö»=  r.H +ft(ft»fi-e)+|3.(e*t.,-e*) +ft(9»«+,-fi«) + 

ludun 
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¥^  =  ^^^[co»«~MiiiÖ-(coge,+,-i«lnft.H)e"""+i"''] ; 

xmi  wo  R  jede  K<inzfl  Zahl  T^rstellen  kann ,  hmgegeD  «n  nod  ^, 
so  wie  u  noch  zu  bestimmend«  Coefficientea  sind.  FOt  6=0  aind 
je  beide  Werlbe  von  dO  einander  gleich.  Sn  viele  Werthe  man 
dafaet  »  laweist,  so  viele  Gleichungen  weiden  aus  7)  und  8)  ent- 
springen, weiche  Eur  Bestimmung  der  CoefScienten  «n  nnd  ßm' 
dienen.    Dieae  Gleichungen  sind: 

I J»  +  «ifl,+«,ö»,+«,ö",  ...=  n+ ftfla + Afl»,+ A»»..-., 

J  J«  +  o»6,+«,Ö»,-Hi:aflS  „.  =  r,  +  A  e,  +  (»,6%  +  M'i -". 

9)  <J^+«,6,+«ie«.+««e'.-=»'4+fte4+A9»»+Ae**..... 


wobei  ftbei  jetzt 

X.=^^,[  1 -(«wA.  +  asinß.)«""*'] . 

''•+»  =  (I^^f  ~  (c«e,+,-t«iiiAH-i)«"*"+»]  - 

Die  oben  gefandenen  Werthe  von  u  Kind  offenbar  grOeeet  als  dw 
wahre  u,  denn  jene  geben  den  ganzen  Widerstand  /=  ö"  "»f*' 

wShrend  qitf'  hd'  einen  Theil  desselben  darstellt.  Das  wa:hre  u 
ist  demnach  kleiner  ansurechnen,  als  der  kleinste  Wertb  «■■.  Ge* 
setzt,  es  sei  ein  Werth  u,  der  dem  wahren  so  nahe  kommt,  dass 
man  von  der  Correktion  A  alle  hüheren  Potenzen  vernachlässig«! 
kann,  so  gehea  dadurch  ohige  Gleichnngea  9)  Aber  in: 
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JO) 


Dieae  GleicbuBgen  Terachaffen  ona  zuerst  eineRelation  znischen 

aDnd  /!|.  Je  mehr  nemlich  die  Winkel  dm  abnehmen,  deato 
einer  werden  aach  die  Differenzen  zwiacben  je  zweien  unmittel- 
bar auf  einander  InlKenden ;  und  sind  «ie  unendlich  klein  gewor- 
den, 80  aind  jene  Differenzen  unendlich  kleine  GrSaaen  der  zwei- 
ten OrdnunS'  Demnach  kann  man,  wenn  0b  und  d^i  unendlich 
klein  gedacht  werden,  aetzen 


Macht  man  in  Xa  und  FV|.|,  so  wie  In  den  entwickelten 
Wertben  duXn  und  duTa+i,  diese  Subatitntionen ,  so  erscheint  in 
denselben  6  weder  in  der  Potenz  Nnl]  noch  Eins ,  sondern  nur  in 
hohem  Potenzen.  Die  letzte  der  Gleichungen  10)  wird  daher,  da 
gegen  8^»  alle  übrigen  Potenzen  verscbwinden : 

a^9n=^,A»fi  oder  «1=)!,. 

Zieht  man  unter  den  Glelcbnngen  10)  die  zweite  von  der  ersten, 
die  dritte  von  der  zweiten  nnd  ao  je  dia  nachfolgende  von  der 
vorhergehenden   ab,    so  erzeugen  aicb  unter  anderen  die  Diffe- 


Xn-t  —  Xm , 

y--r.t,. 

d^Xa—l — SmX% , 

s.n-e.i'i.+i,. 

Xn—i  und  BaXn-i  entateben  bezi eh ungfi weise  aus  Xa  und 
SaXn  dadurch,  dasa  in  letztern  d»  einen  Zuwachs  da~i~6a,  so 
wie  Km  and  BwYa  aus  >V|.,  nnd  ^IVfi  dadurch,  daaa  in  letztem 
Ai-i-t    einen  Znwacba   du  — dii4.i    erlitten  bat    Wir  kSnnen  daher 
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obige  DifFerenz«n  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsätze  entwickeln, . 
ivabsi  wir  die  dritten  und  bGhem  Potensen  vemachtäuigen  kön- 
nen ,  dagegen  die  Quadrate  deaawegen  noch  beibehalten  mfiasen, 
eil  die  ersten  Differenzen  d| — 0, ,  $^~$g,  n.  b.  w.  nictat  so  sebr 


klein    sind  Tfli  -  fl,  =  jjY 


1 
I 


i     ^ 


Nnn  aber  lat  unter  VemachliMigung  deijenigen  Glieder,  welche 
5«)*  1     (fti— Äi+i)'      .   . 


dia  Coefficienten 


DMzüdoyGoOglC 


S\e^X,=—  -j  «rf""*«  sin«, , 
S.[Sh,Ä.]=-  ^  «"■•»(.ine.  +6,co«l.) ; 

8.[3»«.+,  r^,]=  ^  «"•*'  (•M.+i  +  ».+,coW.+,)- 


So  ergibt  sieb  «ndlich  die,    elie  an«  10)  eDtstebeodea  Glei- 
chmigeD  repräeeDtirende  Gleichung; 
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+  +  s? 
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1  >  + 

5»  f  * 


•^    .1 
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leb  roultipliciTe  diese  Gleichung  mit 


^—  dennoch  durch  a».  nnd  ßn,  dargestellt  seia,  Trubel  man  her- 
nach, um  die  ursprGngKehoii  um  uiul  Pm  wieder  herzustellen,  die 
gefundenen  Werthe   noch  mit  ^    zu  multipliciren    hat.       Hierauf 


+e"'-+'(fl.-««^j)[ÖH-,»i«««+i+t*(8inÖ-+i+*-+iC<»««+i)(*--«H-i)J^ 


Diese  beiden  GrÜssen  nehmen  durch  Entwickelung  der  Exponen- 
tialfunktionen e~"  "  und  s  *+^'  in  1— afl«  ond  l-Fufin^i  nnd 
unter  Vernachlässi|[ung  der  Produkte  «(An-i  —  d»)'  und  u{fin — ^b+i)' 
eine  zur  Auewertfaung  bequemere  Form  an.    Setze  ich  nemücn 

(»— ,— e.)[8in».  -^  ^co8«.(*— ,  -  e.)]  =  '*>■. 

(ft,- ,  —  ö.)  [ö^i  n6«  -f  2  (««coBÖ.  -F  sinff^  (ö„_,  — 6»)  ]  =  Ö» ;. 

»»a  (*«-i  — Cii  )8iD»«=pB  , 

w6S(««-i  — fli.)slu6'»=  9.; 
BO  ist 

ii«  =  ft+t  +  P»+l  -  ft  +  Pn . 

nnd  dabei  kann  man  noch  bemerken,  da^a 
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•etxe  ich  Cerner 


(TS  aber,  wie  man  sieht,  ^"a   nicht  mit  der  mten  Potenz  Ton  J^ 
zu  verwecbseln  ist,  so  geht  endlich  die  Gleichung  12)  Aber  in 


13)      An+Bnh-^JK+ifi+J'.+ißi  +  J'n+iß...... 

-^1,«, -^.— ^<«,(^ =0. 

Dies  ist  die  Gleichung,  ans  der  icli  nach  und  nach  durch  Setnung 
aller  ganzen  Zahlen,  von  2  an  gerechnet,  fOr  n,  alle  diejenigen 
GleienuQgen  herholen  kann,  rermittelst  deren  sieb  die  Coefficien- 
teu  h,  Ob  und  ßn    bestimmen  lassen. 

Ich  nehme  an,  dass  ^  Coefficwnteo  Om  und  am  alle  positiv 
sind  ~  eine  Annahme,  die  sieb  in  der  Folge  rechtfertigen  oder 
verwerfen  wird  — ,  so  folgt  hieraus ,  dase  dieselben  conversirendc 
Rtiben  bilden.  Denn  da  jede  der  Seiten  der  Gleichungen  10)  das 
Quadrat  der  jeweiligen  Winkelgeschwindigkeit  (80^)  im  tiefsten 
Punkte  aasdrQckt^,  so  wfirde  diese  Geschwindigkeit  fär  den  Fall 
der  Divergenz  ungemein  wachsen,  wenn  die  Winkel  6  zuoebmen, 
besonders,  wenn  letztere  einmal  die  Einheit  flberschritten  bal>efl. 

Unter  dieser  Voranssetzung  künuen  wir  uns  also  auf  eine 
gewisse  Anzahl  jener  Coefticienten  beschränken. 

Hat  man  auf  diese  Weise  endlich  A,  die  (tm  und  ^ni  bestimmt, 
so  sind    diese    letztern  Werthe,     wie    oben   bemerkt,     noch   mit 

-?  zu  mullipliciren. 

Die  örtliche  Schwere  ist 

5=6'(1— ij^^cost*). 

wo  G  Hie  Schwere  unter  dem  Pol  und  if  die  Breit«  des  Orts  ist. 
Fdr  Paris  aber  ist  ^=30,1968  Par.  Fuss,  ^=48"-«>',  während 
far  Tuttlingen  ict  i^=4'J0.  Daraus  folgt,  dass  man  auch  fürTutt- 
Uqgea  annehmen  kann 

y=3aiS»a8. 
Wir  haben  ferner  gesetzt: 
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'="■+5    7  1^ 

In  Pat.  Fiisa  findet  sich 

r  =24,32138 
und 

A=  0,4Ö59ß5. 
Nu»  ist  das  Volumeg  der  Hoblkugel 

die  Diclitigkeit  d«s  Tannenfaolzea 

=  0,595; 

der  Par.  Cubikfuss  reines  Wasser  fliegt  73  Pfd.  5  L.  1  Q.  WOrt- 
tembergisch,  wSbrend  das  tiewicht  unserer  Hobikiigel  ist: 

8  Pfd.  12%  Lolb. 

Demnach  ist 

^nA'(\  -*3).0,555.B365  =  1074. 

Daraus  berechnet  man 

Iog(i-A«)=0,7163ä033-1 
tind 

log(l--i»)=0,84888153- 1, 
Dicss  Alles  gibt 

/=  24, 320019 
lind 


Um  aus  den  so  geivonnenen  Werthen  n«,  und  ßm  auf  die 
Ooerficienten  pm  zarOck zusteigen  ,  w'iul  nian  fGr  n  einen  bpüe- 
higen  Werlh  annehmen,  und  aus  7)  die  verschiedenen  Potenzen 
von  dB,  so  wie  auch  das  Differential  8^6  in  die  Gleichung  2j 
setzen  und  alle  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  oder 
auch  Funktionen  von  0  fdr  sich  der  Nnll  gleich  machen.   Zu  gros- 


oy  Google 


•er  gMenadticer  Unleratatzuns  mag  esg»rmch*n,  wenn  manini- 
acheo  8)  and  1)  dasselbe  thut 

Da«   letzte   Gescbifl  aber  wird  sein.    Dachznseben ,   ob  die 
FunblioD 

ickeluiig  einer  gescblosseu 
mSglicher  Weise  ein  leichlea  GescbSft. 


Die  einfachste  und  vielleicht  beste  Art,  sunt  Zvreck  zu  gelan- 
gen,  möchte  aber  folgende  sein: 

Man  nehme  eine  gut  f^earbeitete  ans  papierddunem  Blech  he* 
stehende  Hohlkugel  von  Va  '■'^  1  Schub  im  Durchmesser,  lasse 
sie  bei  Windstille  von  verschiedenen  gemeKsenen  Hüben  fallen 
und  beDbachle  die  Fallzeit. 

Hält  man  eine  gew'QbnliGbe  Tascbeniibr  an  dae  Ohr,  deren 
Picken  '4  hia  Vb  Sekunden  anzeigt*),  so  kann  man  mit  dem 
zahlen  der  Schläge  ganz  bequem  nachkommen,  Hofern  man 
nur  von  1  bis  Vi  zählt.  Will  mau  aber  noch  weiter  zählen,  so 
Ringt  man  abermal  mit  1  an  und  addirt  die  neue  Zahl  zu  12  u. 
s.  w.  Verschafft  man  sieb  nun  einen  sehr  guten  und  genau  regn- 
lirten  Chronometer  dieser  Art,  so  wird  man  pracis  auf  einen 
Schlag  desselben  die  Ku^el  fallen  lassen  und  die  Zeitabschnitte 
bis  dahin  zählen,  wo  die  Kugel  auffallt.  Trifft  aber  der  Moment 
des  Auffallens  nicht  mit  einem  Schlag  des  Chronometers  zusam- 
men, 80  wiederhole  man  das  Experiment  unter  VergrDsserung 
oder  Verkleinerung  der  Fallhöhe  so  lange,  bis  ein  Zutreffen  er- 
folgt Fdnf  bis  acht  ReobnchtuHgen,  die  man  in  einer  Kirche  und  von 
einem  Thurme  herab  machurj  kann,  genügen.  Damit  die  Kugel 
nicht  be^Ghttdigt  werde,  lange  man  sie  durch  ein  Falltuch,  besser 
durch  ein  weitgestricktes  Fallnetz,  auf. 

Z&blt  man  die  Fallhöhe  x  vom  Anfang  des  Falls  an,  und 
setzt  die  Zeit  gleich  (,  so  kann  man  die  Gleichung  aufstellen: 

a: =«,(»  + i^*' +  o,(' +  «4t* +■ - 


*)  Diu  tllir  du  Verbaier«  «.  B.  macht  in  I  Minute  f«aan  MS 
Schiige;  folglich  kann  man  TcriDittoUt  deneJben  ]","),  oder  ^  SecuDd«n 
unlenchflidBa, 


»Google 


*lM«n  GovCficicntn  «»  aas  den  BMlMMbtenge»  leklit  so  bentini- 
men  »lad.    Der  KQrze  «regen  setzen  vrir 


Bezeichnen  wir  noch  den  Widerstand  der  Luft  durch  9(0),    so 
hat  man  bekanntlich  die  Be*regungsgleichung 


wo  Sr  die  in  Beziehnng  uuT  (  genommene  Ableitung  ist.    Daraus 
Totgt 

tp(D)  =  'g—dt>. 

Setzen  wir  ferner 

so  leiten  wir  autt  x=f{t)  ab: 
und 

Demnach  haben  wir 

Vir)  =  ff -fit). 

Wollen  wir  aber  tp{e)  in  v  dargestellt  sehen,  so  müssen  wir  zrfi- 
scheii  dieser  und  der  Gleichung 

„=/"(() 

t  eliniinireii. 

Bemerkung.     Ist  a)(e)=tne2,    go  bat  iMn  (nach  Ohm's 
Mechanik  I.  ThI.  8.  341) 

s!     -e 
*»  ,    A»  +«  *\ 

1   m 
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Eiitnicdelt   man  x   i»    eine  Reibe,    die  lucb  Potenzen    von 
T   fortfeht,  80  bat  man 


-h'-'^Qy^ 


Hat  roanGmnd   anzunehmen,    dass  t    etue  sehr  kleine  Zahl  ist, 

A 
sn  kann  rOglich  mit  dem  zweiten  Gliede  abgebrochen  werden,  und 
sind  Xi  and  ^  zw«i  zusa  mm  enge  hörige  Beobacbtuogsnertbe,    so 
hat  Diau 

/ly    mW'-" 

Sind  t^  und  a->  zwei  andere  Beobacbtnngbwertbe,  ao  mnas,  wenn 
das  Meuton'scbe  Gesetz  richtig  ist,  sein: 
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Venus  im  srSssten  Olanze. 

dem   Herausgeber. 


Das  vorige  Jahr  (1852)  bot  ubs  das  interessante  Schauspiel 
dar,  dass  Venus  bei  hellem  Tage  am  Himinel  gl&nzte.  Im  Jabre 
I71ß  betrachtete  das  Volk  in  London  diese  Erscheinung  als  ein 
Wunder  und  als  ein  drohendes  Vorzeichen  nahen  UnglScks,  und 
im  Jahre  17S0  wurde  der  nicht  minder  unwissende  Pöbel  von  Parii> 
durch  dieses  Phänomen  so  auTj^eregt,  dass  es  nutbig  wurde,  die 
Hülfe  der  Polizei  in  Anspruch  zu  nehmen,  um  dem  Tumulte  £in- 
halt  zu  thun*).  Der  berühmte  Ualley  hat  in  den  Philoaophi- 
cal  Transactions.  Nr^49.  die  Zeit  des  grösaten  Ganzes 
.  der  Venus  zu  bestimmen  eelehrt.  Weil  dieser  Gegenetand  nur  in 
teenigen  astronomischen  Werken  behandelt  worden  ist,  weil  der- 
selbe eine  interessante  Aufgabe  Tür  die  Lehre  von  den  mäxiniis 
und  Minimia  darbietet,  und  weil  dabei  vielleicht  noch  Einii;es  zu 
beraerkeii  sein  dürfte,  was  man  bis  jetzt  unbeachtet  gelassen  hat, 
so  will  ich  die  betreffende  Aufgabe  im  Folgenden  auflösen. 

Der  Einfachbeit  wegen  nehmen  wir  an,  dass  sowohl  die  Ent- 
fernung der  Venus  von  der  Sonne,  als  auch  die  Entfernung  der 
Erde  von  der  Sonne  constant  sei,  was  wegen  der  geringen  Ex- 
ceotricitäteo    der   Bahnen    dieser   beiden   ^^eltkilrpe^  bei  diesem 


oy  Google 


G«seagtand«  mit  Unreiohender  Annäheraag  verstattet  Ibt.  AaMcr* 
deu  werden  wir  zu  d«r  n&lieruD^svraisvn  Annahm«  berechtigt  seiu, 
doM  die  Vemw  halb  vsq  der^oDoe  erleuchtet  wird,  uaM  dass 
dawAlbe  auch  der  Fall  «ein  wüTio.  tvean  die  Erde  ein  «elbsl- 
iMcbteTMleT  Kfirper  Märe,  vrdcber  der  Venus  sein  Liebt  xueen- 
dete.  Alle  anderen  genanereD  BetracfatangeD  wfirden  im  voriiet 
genden  Falle  die  Aufgabe  unnüthiger weise  compliciren.  Oiea 
vorauBgesettt,  wird  nun  gewias  aHei«  Folgende  rolUtändig  ver- 
«tSndlicfi  sein. 

In  Taf.  in.  Fig.  7.  sei  die  Eli«ne  dex  Papiers  die  dnrcb  di» 
Millfllpunlcte  jS^  ,  £, ,  F,  d«r  Senne,  d«r  Ente  und  der  Venus 
gelegte  Ebene.  Diese  Ebene  werde  in  dem  Halbkreise  ^C£  von 
der  erleuchteten  HäifEe  der  Oberfläche  der  Venus  geacbnitteD. 
Denken  wir  uns  nun  eine  den  um  V  boachriebenen  Kreis  in  D 
berührende  Parallele  mit  EV  gezogen,  »o  wird  die  in  Rede  ste- 
hende Ebene  in  dem  Bogen  ßCD  von  dem  der  Erde  zu  Gesiebt 
kommenden  Theile'  der  erleuchteten  HSifte  der  Veiitis  geachnitlen. 
Die  von  der  Sonne  erleuchtete  Hälfte  der  Venus  und  den  der 
Erde  ku  Gesicht  kommenden  Th^l  derselben  wollen  wir  jetzt 
respective  auf  die  ^rnssten  Kreise  der  Venus,  deren  Durchmes- 
ser AB  und  DE  sind,  projiciren,  so  ist  das  Vefhültniss  dieser 
Projeetionen ,  nenn  wir  de»  Winkel  5,  V^Ei  durch  m  bezeichnen, 
offenbar 

1 :  n  +  ö  cosw  :a  1 :  rt  (1  +cos(o) = 1 :  cos  ^  «'. 

Denken  wir  nns  überhaupt  eine  erieacbtete  Ebene  F  in  zwei  ver- 
schiedenen Entfernungen  e  und  e,  von  dem  Auge,  und  bezeich- 
nen den  Glanz,  mit  welchem  dieselbe  dem  Auge  erscheint,  re- 
spective durch  f]  und  ^, ,  so  verhalten  sich  g  und  <7,  offenbar 
eben  so  zu  einander  wie  die  GrundflSchen  f  und  /|  der  durch  die 
Pupille  auf  die  Netzhaut  fallenden  Strahlenkege)  von  derselben 
Hüne  h,  so  dass  also 

9-gi=f-h 

ist.  Nun  ist  aber  nach  den  Lehren  der  Geometrie  bekanntlich 
offenbar 

also  fe*^fiei^,  woraus 

/;/,=«,•;  e', 
daher  nach  dem  Obigen 


oy  Google 


290 

folgt ;  d.  b.  ^  und  g^  Terhatten  sich  zu  einander  umgekehrt  wie 
die  Onsdratfl  der  Entrernun^^  Avt  Ebene  F  voa  dem  Ange.  Be- 
zeicbaen  wir  daher  den  Glanz  der  erleachteten  HUfte  der  Veeiw 
in  dner  der  Läii<;eneinbeit  gleichen  Entfernang  von  der  Erde  dvrch 
<S,  den  Ciiauz  der  erleuchteten  Hälfte  der  Vewis  in  der  Entfer- 
nung £  ron  der  Erde  dagegen  durch  Oj;  aa  ist 

(5:«,=:£*!l. 

Bezeichnet  aber  G  den  Glanz  des  der  Erde  zu  Gesicht  kommen- 
den Theils  der  erleuchteten  Hälfte  der  Venus  in  der  Entfeninng 
E  derselben  von  der  Erde,  se  ixt  nacb  dem  Obigen  offenbar 


Durch  Zusaianeiisetjsnng  der  beiden  Proportionen 

01 :  G  =  1 :  coBä  u* 
erhSIt  mau 

IS:G=E«:cos2<o*. 
also 

1     , 

«=— E— e. 

oder  wenn  man,   ivas  offenbar  «erstattet  ist,    (ß  als  Eiuheil  den 
Glanzes  annimmt: 

1     , 

cos  s  »* 

'-■=-»- 

Indem  tvir  nun  die  constante  Entfenmng  der  Erde  von  der 
Sonne  durch  tt,  die  constante  Entfernung  der  Veous  von  der 
Sonne  durch  r,  deu  Winkel  £i^F|  an  der  Sonne  durch  0,  den 
Winkel  \£i  Vi  an  der  Erde  durch  U  bezeichnen ,  tvoMea  wir 
uns  die  Frage  vorlegen,  wie  gross  der  Winkel  ö,  den  wir  im 
Pqlgenden  US  die  unabhängige  veränderliche  Grösse  betrachten 
werden,  sein  niuss,  wenn  der  Glanz 
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G= 


ein  Haximtim  waäea  soll. 

Briogeo  wir  die  vorstehende  Gleichung  auf  di*  Form 

und  differentiiren  dann  in  Bezug  auf  9  alu  noabhSDgige  verSnder- 
liehe  GiGsBe,  so  erhalten  wir 


3G  _     sin«  8»      3_2_    3« 


ß:r  =sin(i>:  siD(« -f  ti) 
rstno  =  Asin(a>  -f  ö)  • 


rcosiogg — Äcoa(oi+e)  ■  (1  +  gg" ) . 


rcos«s^= — Acoso.(l  +  5ä), 


c)0         reo««  +  Reoaa ' 


Di^lizedoy  Google 


oder  uucfa ,  neil 

£=rco8to  -t-  lico»ä 
ist: 

Sd £ 

fulgl.     Ferner  iwt 

also 

p3£ 


"60 


=  ltrBiD6, 


gen  Ausdruck  von  p^  ein,  so  erbSIt  man 


3(*_  jBgJnwci 


aWrroB^-M'uinÖ 


nnd  weil  nun  die  genieiftacfaxfUiche  BeJiugung  des  Maximnma  und 
Aiinimunis 


ist,  »o  ergiebt  sich  die  (jleichung 

£fiincaco8(5  =  ircoti  ^  i 
oder 


£>'ii 

1 
'2 

»cos5=?rco.J 

Uebamitlkh 

ist  aber 

i;:r=siiifl:8itiu 

oder 

£sinü=rsiDd: 

also   i«t,     iven»   man   mit  dieser  Gleichung  in  die   VAT^tefaeDd• 
Gleichuns 
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n  ^  «coti» = 2cos  ^j  I 


cotu^  2cot;T<a, 


tang^  <D:=Ütang(o . 

Diese  schon  von  Uftlley  gefDiideoe  Gleichung;  drQcktdie  ge- 
meinschaftliche Bedingung  des  Maxim uma  und  Minimums  aus,  und 
mittelst  deiaelben  miias  also  der  Winket  0,  no  wie  auch  die  Wiu- 
kel  la,  a  bestimmt  werden. 

Um  nun  den  Winkel  ü  zu  bestimmen,  verbinden  wir  mit  der 
Gleichung 

tang^co  =  2tangü 

die  Gleichung    ' 

r8inaF=  ßsinÜ. 
Ans  dieser  Gleichung  folgt 

2rtang  2  m 

/{sin(3  = [ —  , 

l+tanggiB* 

also  wegen  der  Hulleyscben  Gleichung: 

t,  .  _         4rtangS 
l  +  ittofta* 


folglich 


R  = 


~  cos«"  +  4«int5*      4—  3<»bS"  ' 
woraus  sich 
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2H 


4   >'  4 


er«iebt.    Lwst  man   nun  diese  Gleichaog   in  Bezag  auf  coau  als 
nnoekannte  GrOsäe  anf,  so  erhält  laa»: 


2    r   ,»/"4   .  4    r« 


coau 
Setzt  man 

taagx^— VSj 
wo  man  immer  x  zwischen  0  und  90°  nehmen  kann,  so  ist 
'  _     2    r 

oder,  weil 

-^=V3.cote,    |.^=^j.cte 
i>t: 

Nun  ist  aber 


also  nach  dorn  Vorhergebenden : 


»Google 


Da  X  ^iv'ischcn  0  und  90",  aUa    ^x  zwischen  0  nnd  4ß<' liegt, 
tangsar<l, 


ist.    Folglich  ist  anch  um  so  mehr 

y  j.cotg-jr>l, 

nnd  daher  die  Gleichung 

cosu=: — Y  g-.cotn^ 

jedenfallB  unzulässig,  weshalb  man  zur  Beslimniong  von  S  bloss 
die  beiden   folgenden  Formeln  hat; 

tangj;  =  — VS,    cos5  =  Y  T-tangö-a;; 

no  man  x  zwischen  0  und  90"  nimmt.  Hat  man  aber  mittelst  die- 
ser Formeln  o  gefunden,  so  ergiebt  sich  m  mittelst  der  Formel 

tangö  w=2tangü 


6=180»  — (w  +  w). 
Die  Entf«mnng  E  berechnet  man  leicht  mittelst  der  Formel 
„_rsinö 

oder  auch  mittelst  der  Formel 

£=rcasiia  +  /^8Ü . 
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Uebrigena  bann  man  E  aiicli  nach  auf  Tolgenile  Art    ansdra- 
eken.    Well 

ist,  80  iat 

_      2  1 

Bcasi)  =2  rtangirlan«;  s-a;. 


oder  apch 

i        l.ngii» 

3'-,_„„^l.^. 

Ferner  M 

1-l.ngi»?       ,_4,„gB, 

,    ,  .         1     a        1  +  Itanftöa 


_  cosS* — 48lnö*__  5coBg'-^4 


also  nach  dem  Oblfen: 

20tang(fit*— 12 


12(l-tang^x») 


ISOlaog  ö** — 12  4tanj5ra;' 


(12(1  -  lang  jj:«)        SCl-tang.ja*)  ) 
also,  wie  man  leicht  findet: 
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■ i =^>-1 


1  —  tangs-a:' 


E  =  T  (rangx  tang  ^x  —  I) , 

welche  bemerkenawerthe  Forme)  man  nach  dem  Obigen  Aach  auf 
folgende  Art  schreiben  kann: 


Nach  Delambre  (Astronomie  tböorlque  et  pratiqne. 
T.  II.  p.  filö.)  ist  rar  die  Venus: 

fi=l    lind    r  =0.7233153 

vrorna  man  niittelat  der  obigen  Fortnein  findet: 

x=  67".  20'.  3" 

ö=  39*».«'.  26" 

10  =  1170.55'. 22" 

fl=  22*. 21'. 12" 

£=0,4304 

G=  1,435. 

Der  an  der  Erde  liegende  Winkel  ü  heifst  die  Elongation  der 
Venus  ron  der  Sonne,  welche  also  uogeßibr  40"  betrafen  muss, 
trenn  der  Glanz  der  Venös  ein  Maximom  sein  soll ,  voraiiageseUl 
ofimlich ,  dnss  wirklich  ein  Maximum  tStatt  6ndet,  was  wir  nun 
noch  u  Dt  ersuchen  wollen. 

Zu  dem  Ende  müssen  wir  den  zweiten  Differentialqootienten 
-K^    eotwickeln.    Nach  dem  Obigen  war  aber 


dG  _  Raiom  cnsu 

5e -~^E* 


2Är<;oa5(o*8ine 


oder 
Theil  XX. 


oy  Google 


2-B-  .S3  ÄjSsinmcosM— 4rc«B5(o*»ine. 

oder  weil  naeb  dem  Obigen 

,  „      EBiaä 


2  -g-  •n'ä"=  siiiMCoaM  — 4008  5  »'»ioS- 
>allen  wir  durch  Ternere  DiffeTentiation  oach  6: 


E>  3*G       £f  BE  3G 


(costocoBU  -f  2)fiiiu«inS)  ^ 


—  (sinnsiDS  -|-  4cos  ^  to'  coau) 
E^  ist  aber  6  +  a+ä^n,  also 


^tao  +  Sfl""-**'      ge"- 


uod  folglieh 


.E>    S*G     _f    S£   SC 

^Ä   '3fl»'+*'S"'Sö'""39 

=     aiouBinö  4-  4cd8ä  ra^coau 
+(cosaicosu-|-3sin(08inSt-f4cosä«*CMÜ)Kg- 

Weil  DDD  für  tang^  (a:=2laDgü,  d.  fa.  bei  der  Venus  färdie  oben 

angegebenen  Werthe  von  a  und  ü,   der  Differentialquotient    ~g- 
rerachwindet,  so  künDen  wir  für  diese  Werthe  ron  ta  nnd  ö 
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iter  rechten  Seite  des  GleichheitszeiLliens  positiv  oder  negativ  ist, 
weil  danD  auch  respedive    -jstj    pnt^itiv  oder  negativ  sein  winl. 

Zu   dem   Ende  drGcIcen  wir   zuerst  die    obige  Gleichung  auf 
folgende  Art  aus: 

^R   'B8' 

^    ui^-minä  +  leoss-oi'eMÜ 

+ )  ainusioö  +  4go8s-  eflcosS  +  sinoi  einü  +  co8(m— S)  j  gä 

Weil  nuu  nach  dem  Obigen 

m  — 5=7ff>.ll'.56" 

■st,  80  sind,  mit  Beracksichtignng  der  obigen  Werthe  von  co  und 
Uf  die  tirussen 

sinoMinü,     4co8  ö*  oi^osü ,     coB(a)— S) 

offenbar  nämmtlich  positiv,  und  es  ist  augenscheinlich 

ainuainü  -|-  4coBä-u^osü-|-8in»sinü-f-coB(Hi  —  ü) 


Weil  nun  nach  dem  Obigen 


Ba  Acosu sinocoao 


also,  wie  man  leicht  findet: 
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jj=- 1.787 

d.  h.  nsgatlr   und   dem    absoluten  Werthe  nach  grüBsor  ah  dl 
Einheit  tat,  so  ist  nacli  dem  Obigen 

1  _  _  3» 

—  |siDfiisin(S-K4cas^iu*coao  +  aiaaeiaa -t- cQ»(a — B)l  ss 

>ato»aiDi»  -|-  4cos  x  n^ceaü , 
folgUcb 

sianainÖ  -f  ^cot  a-  »^gobü  ] 

-|-tsiO(oaiou-f  4coBä«>*cosU'f-Biniu8inu+coB(o)— u)t  g^  \ 

S'G 

alao    g^  aegalir,  welcbea  die  Bedingung  de«  HazimnniB  iat 
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Veber  den  Inhalt  der  Vftaser. 

Von 

dem  Herauigeber. 


Der  Bestimmung  des  Inhalts  der  FSucr  haben  mefanre  grosM 
Mathematiker  ihre  Aurmerksarokeit  gewidmet.  Schon  Kepler 
hat  neben  seinen  unsterblichen  astTonomi sehen  Arbeiten  eine 
Stereometria  doliorum  j^escfa rieben ,  und  nach  ihm  haben 
ToTxfiglicb  Lambert,  Kästner,  Oberreit  nodAndere  sich  um 
diesen  Gegenstand  verdient  gerancht.  Kästner  müchte  es  frei- 
lich fast  tadeln,  dass  die  MatbematikeT  sich  su  der  Beschäftigung 
mit  solchen  ganz  praktischen  Dingen  herablassen,  und  spricht 
sich  darQber  in  s«o er. bekannten  scherzhaften  Weise  auf  folgende 
Art  aus"): 

„Ich  dächte  man  kCnnte  von  den  Leuten,  die  mit  roathemati- 
achen  Ausübungen  Geld  erwerben  wollen,  immer  fordern,  dass  sie 
ihren  Kopf  zu  etwas  Theorie  anstrengten.  Halien  sie  dazu  Kopf, 
Fleias  nicht,  so  dürfen  sie  nur  solche  Geschäfte  Leuten  fiberlas- 
sen ,  die  sich  dazu  geschickt  machen.  Warum  soflen  die  Bdathe* 
matifc verständigen  Arbeit  und  Nachdenken  anwenden,  dem  soce- 
nannten  Praktiker  Vorschriften  zu  gehen,  die  dieser  nnn  ohne 
Arbeit  und  Nachdenken  brauchen  mag?    Nicht  einmal  Dank  wird 
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mit  dieser  Gutherzit;keit  erworben.  Denn  eben,  weil  sich  die 
Mathematiker  häufig;  so  herabgelassen  haben,  tvird  vereensen. 
daas  Mathematik,  ol^  tiefe,  zur  ErGndung  und  bequemen  Einklet- 
dun)f  dieser  Kegeln  nüthi^  war,  und  nun  hält  jeder,  vom  Came- 
rafieten  bi»  zum  Weinvisirer  herunter,  Mathematik  IQt  unnOtze 
Grill  enfängerei. " 

„So  eiuniltlK  sind  die  Rechtsgelehrten  nicht  genesen ,  tvas 
zur  gesetzmSssigen  Sicherheit  der  menschlicben  GexellHchaft  ge- 
hnrt,  Bo  populär  vorzutragen,  daSB  Bürger  und  ßauer  es  ohne 
n'eitere  Nachfrage  brauchen  könnten.  Lieber  haben  sie  Vorsich- 
tigkeiten, die  schon  die  natilrliche  Vernunlt  lehrt,  in  feierliche 
Formeln  verhüllt,  damit  selbst  die  kOnftigen  Notarieo,  noch  viel- 
mehr wa«  höher  hinauf  steigen  will,  die  Pandecten  hüren 
müssen." 

„Die  ffewühnlicbe  Bescliiildigung ,  dass  die  mathematischen 
Theorieen  in  der  Ausübung  ni^nt  brauchbar  sein  sollen,  rShrt 
eben  daMtr,  dsRs  mW  zu  Ausaiiaagen ,  die  olH  fllr  das  gemeine 
Wesen  wlcbCic  sind,  Leute  gut  genug  fault,  denen  man  keine 
Theorie  anmutnen  darf,  die  also  weder  bekannte  Theorie  gehOrig 
anzubringen  wissen,  noch  viel  weniger  sich  einfallenlassen,  pritk- 
tische  Fragen,  z.  E.  faier:  roc  (üebtalt  und  "Ausmessung  der  Fäs- 
ser; mit  neuen  Anwendungen  der  Theorie  zu  untersuchen." 

„Dass  Mathematikversfändlge ,  wenigstens  seit  Keplers  Zei- 
ten, gerade  bei  diesem  Gegenstande,  Gebrauch  tieferer  Theorie 
hSuGg  gezeigt,  haben,  ist  jedem  bekannt,  der  etwas  von  der  litte- 
rariscbe»  Geschichte  der  Vieiikuust  weiss." 

.  „Aber  eben  s«  bekannt  ist,  wie  UDmathematiech  in  der  Aim- 
ubuiig  eines  GeschSfteä  ist  verfahren  uorden,  das  in  Handel  und 
Wandel  so  viel  Einllusa  hat,  nnd  bei  dessen  unrichtiger  Verwal- 
tung jeder  leidet,  der  nicht  bloss  Wassert rinket  ist." 

Ich  meine,  dass  jede  Gelegenheit,  welche  sich  dem  Mathe- 
matiker zur  Anwendung  seiner  Wissenschaft  darbietet,  ihm  schon 
deshalb  erwanscht  unifangenehm  sein  mass,  weil  eich  daltei  oft 
Schwierigkeiten  zeigen,  deren  Ueberwindung  die  Wissenschaft 
selbst  weiter  führt,  auch  abgexeben  von  dem  grossen  Nutzen, 
welchen  dergleichen  Anwendungen  oß  dem  Gemeinwesen  zu  brin- 
gen geeignet  ^ind. 

Unter  den  vielen  Regeln,  welche,  oft  mitteist  i*ehr  sebarf- 
sinniger  analytischer  Methoden  gefunden,  zur  Berechnung  des 
Inhalts  der  Fässer  gegeben  worden  sind,  hat  sich  jetit  nur  noch 
die  folgende  von  J>ambert  engegftbene  Methode  zur  Inbattsbe- 
Btimniung.der  Fässer  erbalten: 

Der  Inhalt  eines  Fasses  wird  erhalten,  wenn  man 
zu  %  des  Cylinrlers,  welcher  die  Spundtiefe  zum 
Durchmesser  und  die  Höhe  des  Fasses  zur  Höhe  hat, 
'^  des  Cylinders,  welcher  den Bodendurch messet  sun 
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Diese  Resttl  wird  allgeraein  für  die  ^naueste  gehalten,  and 
beeitat  auch  oeo  grossen  Vorzug  der  Ijeichtigkeit  bei  der  pralc* 
Uacfaen  Anwendung.  Die  Vorlesungen,  welche  ich  in  jedem  NVin- 
teisenwfiter  an  der  Küniglichen  Staats-  und  Jaiidwirttiechafllichen 
Akademie  zu  Eldena  über  praktische  Stereometrie  su  halten  hal>e, 
bieten  mir  vielfache  Gelegenheit  zur  praktischen  Anwendung  der 
obigen  Regel  dar.  treil  der  Zweck  dieser  \a  jeder  Rücksicht  aus- 
gezeichneten Lehranstalt  erfordert,  dass,  oniie  einer  gesutiden, 
mißlichst  einfachen  und  leichtrers ländlichen  Theorie  im  Gering- 
sten ihr  Recht  zu  vergebe»,  der  theoretischen  Betrachtung  doch 
überall  die  ivielfachste  praktische  Anwendung  und  Ausführung 
auf  dem  fusse  folge,  damit  die  Einlilbruiig  der  Theorie  in  das 
Leben  nie  aus  dem  Auge  verloren  werde,  eine  wahrhafl:  theore- 
tisch-praktische Richtuog,  welche  hauptsächlich  der  jetzige  Ui- 
rcctor  der  genannten  für  das  gegenwärtige  Zeitbedärfniss  so  hoch- 
wichtigen Lehranstalt  dem  ganzen  Uaterrichte  an  derselben  in 
hSchst  aoerkennuQgswertheT  Weise  mit  dem  sichtbarsten  Erfolge 
xa  geben  bestrebt  gewesen  ist,  aod  diese  Richtung  immer  noch 
bis  zu  ihrem  Hühejpunkte  zu  fQhrett  sich  eifrigst  bemühet.  Eine 
solche  Richtung  erfordert  freilich  in  allen  Unterrichts  gegen  ständen 
auch  Lehrer,  die,  selbst  auf  der  Höbe  der  Wissenscbafl  stehend, 
gerade  dadurch  erst  vollkommen  beHihigt  werden,  sich  den  Re- 
dflrfnissen  ihrer,  bei  nicht  selten  sehr  ausgezeichneter  geistiger 
Beföhiguni^,  do<ji  zuweilen  mit  verhältnissmässig  geringeren  mate- 
riellen Vorkenntnissen  Busgerii^teteß  Zuhörer  vollkommen  anzu- 
bequemen, und  die  Wissenschaft  Für  das  Leben  in  jeder  Weise 
fruchtbar  zu  machen.  Die  Lambert'sche  Fassregel,  um  diesen 
Beispiels  mich  zu  bedienen,  ist  ein  l'roduet  höherer  mathemati- 
scher Untersuchungen  und  Rechnungen,  und  erfordert  zu  ihrer 
Entwickelung  manche  analytische  Kunstgriffe,  die  selbst  ihr  zu 
den  berühmtesten  Malhematikern  des  vorigen  Jahrhunderts  gelHi- 
render  Erfinder  nicht  in  ganz  zweckmässiger  Weise  in  Anwendung 
zu  bringen  verstand.  Ein  Lehrer  der  praktischen  Stereometrie 
an  einer  landwirthscharHichen  Akademie  wird  nun  freili[:h  nicht  »o 
unverständig  sein,  seine  Zuhörer  mit  einer  Menge  von  Differential- 
und  Integral  form  ein  zu  quälen;  nur  sollte  er  selbst  sich  nicht  ein- 
fallen lassen,  das  Katheder  zu  betreten,  wenn  er  seinen  Gegeir- 
stand  nicht  bis  zu  dessen  kleinsten  und  feinsten  Nuancen  kennt, 
denn  nur,  tvenn  dies  der  Fall  ist,  wird  er  beßhigt  sein,  densel- 
ben seinen  Zuhörern  zu  möglichster  Anschauung  zu  bringen,  ver- 
schiedene dazH  erforderliche  Kunstgriffe  sich  selbst  zu  erfinden, 
und.  weil  er  die  Vorzüge  und  Mängel  seiner  Vorschriften  bis  ins 
kleinste  Detail  vollkommen,  kennt,  dieselben  in  wahrhaft  frucht- 
bringender Weise  anzuwenden,  und  die  Anwendung  in  eben  sol- 
cher Weise  seinen  Zuhörern  vor  die  Angen  zu  fahren.  Nur  ein 
solcher  Unterricht  bann  anch  geistig  beßihigte  Zuhörer  auf  die 
Dauer  befriedigen ,  und  denselben  für  ihre  künnige  Bestininlung 
wahrhaft  Nutzen  bringend  sein. 

Bei  meinen  Vorlesungen  Über  praktische  Stereometrie  an  der 
Kuniglicheu  staata-  und  landwirthschafllichen  Akademie  zu  Eldena 
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nadite  ich  die  Bemerkung,  fla»s  die  Lamberfache  Regal  den 
Fassinhalt  faat  durengÜDgig  etwas  su  gross  gab,  und  ich.  muMste 
meine  Zuhürer,  irelche  unter  meinen  Au^ea  die  Nachmessung 
des  Fasseri  auf  nassem  Wege,  um  das  Ergebniss  der  theoreti- 
schen Inhaltsbestimmung  zu  controliren,  benerkstelligteD,  üners  auf 
diesen  Umstand  aurmerksam  machen.  Bei  weiterem  Nachnuchen  fand 
ich  dieselbe  Erscheinung  auch  meistens  bei  den  von  Lambert  selbst 
und  namentlich  bei  den  von  Oberreit  angestellten  Versuchen, 
ohne  dass  diese  Mathematiker  darauf  besondeni  Wertb  gelegt  zn 
haben  seheinen.  Dadurch  entstand  bei  mir  die  Vermuthang,  das« 
dieser  Umstand  in  der  Lambert'scben  Formel  selbst,  die  in  meh- 
.  reren  Beziehungen  eine  blosse  NSherangsformel  ist,  begrOadet 
sein  möge.  Und  da  nun  Lambert,  ganz  gegen  die  sonstige 
Gewohnheit  dieses  grossen  Mathematikers,  eine  vollständige  Ent- 
wickeluug  und  theoretische  Begründung  seiner  Formel  eigentlich 
nirgends  gegebcfn  hat ;  da  das ,  was  er  in  den  beiden  Abbandlon- 
gen,  die  er  dber  die  Visirkunst  veröffentlicht  bat*),  daräher  sagt, 
streng  gennrnmen  nur  auf  einer  Art  von  Tatonitement  beruhet; 
da  ferner,  wie  schon  Kästner  und  Hindenburg,  so  wie  auch 
J.  T.  Mayer  bemerkt  haben**),  seine  analytischen  Rechnungen 
und  EntWickelungen  nicht  ganz  von  Fehlern  frei  sind;  da  mir 
endlich  überhaupt  noch  keine  vüllig  strenge  und  mit  möglichster 
Eleganz  durcheefllhrte  Entwickelung  der  Lambert'schen  Fassregel 
beicannt  ist***):  so  entschloss  ich  mich,  selbst  eine  Entwicke* 
lun^^  dieser  buchst  wichtigen  Regel  zu  versuchen,  um  möglicher- 
weise dadurch  zugleich  den  oben  erwähnten  Umstand,  dass  die 
Kegel  den  Inhalt  öfters  zu  gross  giebt,  aufzuklfiren.  Die  Re- 
sultate dieser  Untersuchung  will  ich  nun  im  Folgenden  mittheilen. 

Da  die  Fassdauben  nach  keinem  auf  einen  strengen  mathe- 
matischen Ausdruck  zu  bringenden  Gesetze  gekrOmmt  sind,  i*o 
bleibt  nichts  weiter  übrig,  als  dafür  eine  bestimmte  mathemati- 
sche Curve  anzunehmen,  und  dann  durch  Versuche  zu  ermitteln, 
in  wie  weit  die  gemachte  Annahme  eich  der  Wirklichkeit  anschliesst. 
Auch  sind  in  der  That  sehr  verschiedene  Curven  zu  diesem  Zwecke 
in  Vorschlag  gebracht  worden.  Uelier  diese  verschiedenen  Vor- 
schläge uns  weiter  zu  verbreiten,   ist  jetzt  nicht  unsere  Altsicht, 
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***)  Insofem  man  sich  nicht  mit  hltm  dementaren  Hnlfamitteln 
hegnö^en  will,  wie  ich  in  meineni  Lehrbncb  der  Hathemalik  und 
Phjiik  fnr  Kameraliaten.  ThI.  II.  Abth.  1.  Lelpilg.  1B4S. 
S.  923.  zn  Üion  genöthigt  nar,  wovon  «bar  bei  einer  »«Irhen  gsm  all- 
gBmeinen,  lugleich.  kritiicheo,  Unterauchnng,  wie  ich  hier  kd  gdwa 
beabaichlige ,  natürlich  nicht  die  Rede  lein  kann. 
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da  wir  es  bler  TOfiagtTreis«  mit  det  liatsh^rt'aGhen  FaurMal, 
die  auch  elseaUich  nur  allein  in  der  Praxis  Beiffl'  gefaDden  hat, 
so  thun  faab^en.  Lambert  aber  iKsst  das  Fa''  aal  folgende  Art 
entsteh  en. 

InTaf.III.Fig.  H.  sei  Mder  Mittelpunkt  der  (iinie.(i£,  auf  vrekher 
in  A,  B,  JU  die  Liv'ienAC,  BD,  ME  senkrecht  stehen.  Ist  nnn 
CED  ein  swischen  den  Linien  AC  nnd  BD  liegender  Kreisbogen, 
liensen  Milteipnnkt  der  in  der  Verlängerung  der  Linie  ME  fiber 
den  Punkt  M  binaua  liegende  Punkt  0  ist,  und  dreht  sich  die  Figur 
ABCDxifa  die  lAnwAB  wie  um  eine  feste  Axe  hemm,  so  heisst 
der  dadnrch  entstandene  KSrper  ein  Fass,  dessen  Inhalt  zu  be- 
stimmen, iTiT  jetct  ?eraucfaen  wollen. 

Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  die  Hffhe  AB  des  Fasses 
durch  la,  den  halben  Spund-Durchmesser  ^£  durch  b,  und 
den  balben  Boden-Üurfifamesser  AC  oder  BD  durch  c,  wo 
bekanntlich  immer  b  grosser  als  c  ist;~den  gesuchten  körperliches 
Inhalt  des  Passes  aber  wollen  wir  durch  F  bezeicbnen.  Nebmen 
wir  nun  M  als  den  Anfang  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
Systems  der  xy  an,  dessen  ^x-Axe  die  Linie  AB  ist,  tind  be- 
zeicbnen die  Linie  MO  duich  q,  so  ist  b-\-Q  der  Halbmesser  des 
Kreisbogens  CD,  und  die  Gleicfaung  dieses  Kreisbogens  in  Bezug 
auf  das  angenommene  Coordinatensystera  ist  fülglich  offenbar: 

Also  ist,  weil  unser  Kreisbogen  durch  die  Punkte  C  und  D  ge^l: 

2)    o»  +  (c-|-v)'=(*  +  9)».  ' 
«voraus  sich  mittelst  leichter  Rechnung 

folglich,  nie  tn&n  leicht  findet: 

*     »  +  «-    2(J-c) 
e^ebL    Aus  der  Gleichung  I)  folgt 

also 

woraus  man  ferner  sogleich 


itzü^oyCoOglc 


«rbält;   ubd  weil  nuD  nach  den  Lehren  der  lotegrairecbaaiig  be- 
kanntlich 


«J        j«5a- 


iiii,  M  ist 

5)    F  = 

£»  ist  aber  feraer  nach  den  Lehren  der  Integralrecbnung ; 

/-fa  p+a  9 

Sx=2a,      I        x*dx=-^tt* 

und  all  gern  ei» 

'  rdT.S\b-Yq)i~x^ 

—  \xV(,Hq)*^x»  +  |^(*+  9)»Ärcsin-j^  , 
also,  indem  man  die  Arcus  absolut  nicht  grüsser  als  0"   nininit: 

=oV~(A+,)»-«'  +  ^(6+9)«  JArcsin^-  Are  sin  ^j , 


J*'dx^{0-^g)^~x 


=oV(6+v)»~ii'  +  (*  +  ?)*  Ate  »in  j-j—. 
Daher  ist  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet: 
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g)  f  =   ■     .      ■    '  ■      ■ 

Nacb  4)  ist  ab«,  wie  man  leicht  findet: 

also ,  weil  bei  allen  Fässern  b~c  eine  {;egen  a  »ehr  kleine tirSsse, 
folglicb  a*— (A — (;)^  stets  positiv  ist: 

also,  wie  sich  leicht  mittelst  3)  ergiebt: 

9-V{H9)'- «'=-«■ 
Daber  ist  nacb  6): 

7)     F=2a« J(6+¥)«-cy-  Ja«-  2^^^  Arcsio  ^^j , 
oder  auch: 

1  Aresin  .  ^  j 

t  0+9      ) 

Es  würde  k«ne  Schwierigkeit  haben,  diese  rnrmeln  durch  Ein- 
fahroDg  der  Wetthe  3)  and  4)  von  q  und  b+q  gans  entwickelt 
bloss  in  den  GrOssen  a,  b,  c  auszudrQcken ,  was  aber,  wie  es 
mir  scheint,  l^r  die  numerische  Rechnung  nicht  von  wesentlich em 
Nutzen  sein  wOrde,  indem  niiin  am  Leichtesten  q  »acb  der  an  mit' 
teibar  aus  3)  tliessenden  Formel: 

a*-(b-c)<b+c)  «"  1,,  .    , 

nnd  dann  F  unmittelbar  nach  einer  der  beiden  obigen  Formeln 
7)  oder  8)  berechnen  dürfte.  Noch  eine  andere  Formel  werden 
wir  indeas  weiter  unten  erhalten. 

Für  den  Gebranch  im  gemeinen  Leben  sind  aber  alle  iliese 
Formeln  viel  zu  weitläuüg,  und  man  muas  zu  diesem  Zwecke  ein- 
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nauigbeit  darbieten.  Die  MitgÜcbkril  der  Entnickelung  solcher 
NlheTungaforiDelii  wird  darch  den  Cmetatid  dargeboten,  das«  bei 
allen    im    gemeinen    Leben    vorkommenden    FSsaem    der    Bruch 

immer    eine  sehr  kleine  GrCsse  ist    Wir  volleo  dahw  auf 


selaep.    Dann  ist,  wie  man  leicbl  mittelst  des  Obigen  findet: 

a— (A-t-cju 
''       2« 

and  Mtsen  wir  nun  der  Kürze  wegen  noch 

80  i«t  nach  8): 

t 

oder,  wenn  wir 

15)    — - — =:l  +  w 

setzen : 

oder 

17)    FssSaJcK^-^ja'-f-ajH— fCi-f?)»). 
•der  nach  II): 


DKütz.d.^Googlc 


18)     F«2«jr{Ä«+Qn«~  j(i(ft+c)M— 9(*+9>el, 


19)     r=!!o» 


(0-(t  +  l!)»)(H-»') 

-«-^ Ji? « 


NkcIi  eiiMr  lefar  hekangteD  aoslytiacheB  Reihe  lel  aber,  vreilbler 

gewise  immer  kleiner  ele  die  Einheit  ist: 

.      .  .  I    e«  .   1.3    «•.  1.3.5  e'  . 


Arceln»     ,  .  1    e"      1.3  e"       1.3.S   e' 
r"-'+2'3   +2.4"5'  +  2.4.6T+  ■ 


und  folglieh 


1   •■       1.3  e<       1.3.S  t' 


Daher  iat  naeh  19): 

ao)  *'= 

2.«j4«  +  jii«-  !o(6+c)i. 


-|.(.-r6+c).)(I  +  ««)(i)'  j!.J  +J-;|.J::. 


LSaat   man    bei    unveiSoderfem    a  den    Bodenhalbmeaaer    c 
eich  dem  Halbmeaeer  fr  am  Spnnd  nlhem ,  so  nühert 
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a 
sich  der  Null.    Also  nähert  sicti  auch 


* 2_ 

nXhert  slcli  der  Grfinifl  %  Daher  n9h«Tt  nacb  20)  «Senbor  F  sieh 
der  GrSnze 


«"-(»'+8'"— l"'-'ää)  = 


Uyüi 

den  Spand' Durchmesser  zum  UoTchinesaer  bat.   nie  es  ganz  der 
Matar  der  Sache  -gemliM  ist. 

Wir  wollen  nun  aber  F  nach  den  Potenzen  der  GrSsse  h 
entwickeln,  was,  insorem  wir  uns  dabei  nur  auf  die  ersten  GFle- 
der  der  betreffenden  Reibe  beschränlfen ,  bei  der  Form,  die  wir 
dem  AusdrackeSO)  gegeben  haben,  keine  Scfatrierigkeit  mehr  hal. 

Es  ist 

=  a  —  (*  +  c>  « ,+  «u*— (fr  +  c)  ti' . 
Femer  ist 

alao  allgemein  ,  '   . 

Dabor;  I«t  nach   dtm    Binomischen  Lehraatze,    nie   man    leicht 
tndet:' 

=4-8»'+  12ii>  — Ife.«  + 


3,G(ioglc 
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=  ll)ii«-64o«  +  ie(k'— 320ii«+ 

YjY .  »•  =  2«ii<  (I  +  «')-• 
=  64ii'-381««  +  I344«'  -3S84n">  + 

(iy,.«=2W(l+B^-' 

■=256««-2IM8i.<  +  9216«'»-3(r720«"  + 

n.  8.  w. 

Führt  maD  naa  diese  AaBdrücke  in  die  Gleichung  20)  ein. 
bleibt  aber,  da  es  uns  hier  nur  auf  eine  Näherung  ankommt,  bei 
Gliedern,  welche  die  vierte  Poleuz  von  u  enthalten,  ateben,  ao 
erbUt  man; 

F 

-jolo— (Hc)«+ini'— (6+e)«'lJ5— ä"'  +  2«'  1 

+  ?«•! 

=    ö»+ga«-|<i{6+fl)« 


Ffihrt  man  nnn  die  Mahtpliealinn  ans,  indem  man  Immer  bei 
den  die  vierte  Potenz  von  u  enthaltenden  Gliedern  stehen  bifeilit, 
so  erhSIt  maD  nach  leichter  Rechnung; 
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2J)    F  = 

Ans  dieser  Formel   ergeben  sich  nna   die    folgendea   Nlfae- 
mngaformeln. 

Bleibt  man  bei  dem  ersten  Giiede  stehen,  so  erhSit  mAm 

2-2)    F=1ab^. 

Geht  man  bis  m  der  ersten  Poteni  von  k,  so  erglebt  sich: 

Nnn  ist  sber  bekanntlich  ' 

siso  wird  vorstehende  Formel: 


F=2(i«14*— j(A+<;)(6-c)|. 


f=2fl«(6«-j{fc«-««)l, 


23)  F=2a«(j6'  +  gc»), 
OrOckt  man  diese  Formel  auf  folgende  Art  aus: 

24)  P=  5  (2flft«B)  +  J  (2ac«M) , 

so  erhHIt  man  unmittelbar  die  Lambert'sche  R^el  mr  Berechituag 
der  Fässer,  ond  siebt  also,   dass  diese  Regel   bis  auf  die  erste 

Potenz    Ton    u  = genau  ist 

Geht  man  in  der  Formel  31)'.tns  zu  der  zweiten  Potera  von 
K,  SO  erhfilt  man: 


F=3a»  t  &'  -*«(&  +  c)m  — 13  oVi, 
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'J9)    F=2ff«j|*«  +  Jc«— ^<ft-c)«t 


'i6>    F=j(2a6««)  +  j(2ac"«)— ^(2aC6-c)»«). 

Die  bi  dieser  Formel  enthaltene  Regel  knnu  niMi  aaf  Tolgende 

Art  anenprechen : 

Der  Inhalt  eines  Fasses  wird  erhalten,  wenn  man 
zu  y.  des  Cylinders,  welcher  die  Spundtiefe  zum 
DurchmesseT  und  die  Hübe  des  Fasses  aur  Hohe  bat. 
Vi  des  Cylinders,  welcher  denBodendurchmesser  cum 
Uurchmesser  and  die  Hübe  de.B  Fasses  inr  ÜSbe  bat, 
addirt,  und  von  der  Summe  %a  des  Cylinders,  welcher 
4en  Unterschied  zwischen  der  Spundtiefe  und  dem 
Bodendurcfamesser  tun)  Durchmesser  und  die  HDbe 
des  Fasses  zur  Hübe  bat,  subtrabirt. 

Vergleicht  man  diese  ßegel,  welche  hls  auf  die  zweite  Po- 
tenz Ton  u= genau  ist,    mit    der  Lambert' sehen  Regel,  so 

sieht  man,  dass  diese  letztere  allerdings  den  Inhalt  des  Fasses 
etwas  zu  gross  liefert,  was  auch,  wie  schon  erinnert,  mit  mei- 
nen und  anderen  Versuchen  ganz  übereinstimmt,  ich  ({taabe  da- 
her, dass  es  zweckmüxsig  ist,  sich  statt  der  Lambert  sehen  Ke- 
gel lieber  der  ohigen  Regel,  die  nur  ein  neiiig  mehr  Rechnung 
erfordert  und  sich  aach  leicht  Im  GedScbtniss  behalten  ISxst,  zu 
bedienen ,  wenigsteus  in  den  F&llen ,  wo  es  auf  eine  grüssere 
Genauigkeit  ankommt. 

Geht. man  in  der  Formel 21)  bis  zu  der  dritten  Potanz  todk, 
so  erhält  man : 


97)    F=^a.\lb-^.\c--y-cf^l.(^)\b*-c-)\^ 

Vergleicht  man  diese  Formel  mit  den   Formeln  28)  oder  26),  »o 
sieht  man,  dass  diese  letzteren,  oder  die  oben  aus  denuehieo  ab- 

!;eleitete  Regel,  den  Inhalt  des  Fasses  schon  etwas  zu  klein  lie- 
ern;  und  berechnet  man  also  den  Fassinbalt  nach  der  Formel 

Tbatl  XX.  21 
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F=  j (2<i6>»)  +  j  fJoA.)  -  ^ (2«(»  -  c)««) , 
so  muss  man  dem  Remttat  eigentlich  noch  die  Correction 

otler 

+  i5('-T-0" '■<'-''<'+<"'■ 

beifdgen,  nas  aber  DatOrlich  die  RechauDg  weitläufiger  piacbt 

Ginge   man    endlich   bia   zu  der   vierfen  Potenz   voh   u,    so 
tnOssfe  man  die  neue  Correction 

beifugen. 

■ei 

berechneten  Fassinhalte  beizufQgeiide  Correction: 

l>i«  Fonnoi 

f  =  I  (2a6»ft)  +  i  (2«c*«)  -  ,1  (2a(6  -  c)««) . 

welche,  ohne  weitere  Correction,  die  Berechnung  der  Inhalte 
dreier  Cylinder  erfordert,  scheint  mir  mit  hinreichender  Genauig- 
keit die  nOIhige  Leichliglieit  der  numerischen  Rechnung  2u  ver- 
binden. Sehr  zur  Erleichterung  dieser  nnd  anderer  etereometri- 
Bcher  Rechnungen  dient  eine  Tafel  cylindrtsoher  RfiuoM  mit  dem 
Durchmesser  snd  der  Hübe  des  Cylimlers  als  Argument,  der 
man  keine  zu  grosse,  aber  doch  hinreichende  Ausdehnung  zu 
geben  hat-  Aus  dieser  Tafel  kann  man  die  erfordeTlicJwn  cyBii- 
«Tiscben  Räume 
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«ntoehmen,    und   hat  dieselben  dann  blow  noch  nach  der  Reihe 

mit  %,  V),  */ia  zn  multtpliciren,  bieraiif  die  beiden  ersten  Pro- 
ducte  zn  addiieo,  datt  letzte  von  der  Suinnie  zu  subirahiren,  was 
Alles  nicht  die  mindeste  ISc& Gierigkeit  hat 

Es  ist  in  mehrfacher  Betiehnng  von  Interesse,  noch  einige 
andere  von  der  kreisfurmigen  KrGmrottng  «oterschiedeBe  Krümmun- 
gen der  Fassdauben  einer  näheren  Betrachtung  zn   nntern-erfen. 

Wir  wollen  daher,  die  im  Obigen  einsenihrten  Bezeiehovn- 
gen  auch  jetzt  beibehaltend,  annehmen,  inTaülH.FIg.  9.seiw4'f  CD 
eine  halbe  Ellipse,  und  das  Fass  entstehe,  indem  sich  der  Thelt 
ABCD  diMer  hnlben  Ellipse  um  AB  herum  dreht  In  Bezog  «aX 
AttM  bei  der  Ellipse  gewDnnliche  Coordlnatensystem  Ist 

die  Gleichang  dieser  Ellipse;  also  ist 

folglich 

/b* 


F^nf^'^x  =  »<26'«  - 15« 


Nnn  ist  aber 


F=:rC24»<.-|.^^^li»). 
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X. 


«(|6«4«0- 


2»)     F=|{2a*««)  +  g-(2ao^). 

welches  genau  die  Lambert'seiie  FasnegeE  Ut.  Hleram  «ieht 
nan,  dass  dieae  Regel  eieentlich  die  Fasadauben  vog  eltiptisclier 
KiOlDmutiK  Toraussetzt.  Man  sollte  nua  durch  VersuGhe  und  ge- 
naue Recnnnnß  ermitteln,  welche  von  den  beiden  VorauMetsnn- 
een  einer  kreis (ijrni igen  oder  einer  elliptischen  Krümmung  dec 
Passdauben  sich  der  Wirklichkeit  genauer  anschliesst  Dass  die 
Lambert'scbe  Regel,  alao,  nie  wir  letzt  wissen,  die  Voraus- 
■etznng  einer  elliptischen  Krfltumung  der  Fasadauben,  den  Inhalt 
de«  Passe«  meistens  etwas  zu  gross  giebt,  ist  uns  schon  bckaont. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  das«  in  Taf.  III.  Fig.O.die  Bogen  A'CE 
und  B'OE  Bogen  zweier  Aber  der  Axe  A'B'  beschriebener  Pa- 
rabeln seien,  welche  ihre  Scheitel  respective  in  A'  undf  haben, 
nnd  dass  das  Fasa  wieder  durch  Unidrsbuag  von  AJBCD  am  AB 
entstehe.    Ist  nun  fiberhaupt 

die  Glelcbang  der  Parabel  A'CE  und  AA^u,  so  ist 

also 

A*     ,  ,  a  oe'  ,  ah* 


Folglich  ist 


»Google 
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-\(^r-(^y\ 


30)    F=a»(6>  +  c»), 


31)    F=lt(2fl6»«)  +  (-2ai;*«)|. 

Unter  derEenwchten  VoranraetsnDg  wKre  also  daa  Fom  du  arith* 
metiscbfi  Mittel  zwischen  den  beiden  Cylindern,  velche  die  Spand- 
tiefe  pnd  den  Boden dnrchmesser  tu  Darchmessern  und  die  HChe 
des  Fasses  zur  gemeinschaftlichen  Hohe  haben.  Auch  diese  Re- 
gel hat  man  wobl  zur  Berechnung  des  Inhalts  der  Fässer  in  Vor- 
schtes  gebracht;  sie  weicht  aber  namentlich  bei  grossen  FSssern 
Von  der  Wahrheit  merklich  ab. 

Wenn  inTar.  III.  Fig.  9.  die  Linie  CED  ein  Bogen  einer  Parabel  Ist, 
die  ihren  Scheitel  in  E  bat  und  deren  Axe  EJtt  ist,  so  ist  in 
Bezug  auf  E  als  Anrang  und  EM  als  Axe  der  Absdssen  die 
Gleichung  dieser  Paraben 

Nehmen  wir  aber  JU  als  Anfeng  nnd  AB  als  Axe  der  AbsGissen 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensjrstems  der  xy  an ,  bo  ist  offenbar 

^o  die  Gleichung  der  Parabel; 


folgUcb 


oy  Google 


KT, 


/ 

,«8»=4V-j 

^-.»$-. 

und 

da  nnn 

f=.y 

*-^^ 

ist 

TO  ist. 

nie  man 

ieichl  dndet: 

f; 

=,..(..-|. 

^■n?o• 

Ea  ix  abei 

c—i- 

a«    1      S-c 

■i.=^ 

alao  nacli  dem  VorhergeheDdee : 

32)    f=2o«l4»  — j6(6-c)  +  j(S— c)"l 


33)    F=2«,(|t>  +  ^,J.+|.a). 

Diese  Formel  kann  maa  auch  auf  folgende  Art  dargleUeo : 
34)    F=2.»,j(|4.  +  i.a)-^,(6-c)«(, 

oder  loch  auf  folgeude  Art: 

38)    F=2.»j(jJ  +  j»J+g(6-c)>j. 

Die  Formel  Si)  Hast  sich  auch  auf  folgende  Art  schreibeu : 

36)     F= I  {iab'n}  +  ^  (2<ic»m)  —  ^  (2o(*— cj»  «) . 

und  fßhrt  also,  was  Ich  aia  besonders  bemerkenswerth  hervor- 
hebe, wieder  auf  die  von  mir  abon  fb  das  kreisförmige  Fbbs 
gegebene  Regel. 
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Ad«  angeslelllen  vergleicheodw  l^etvuclieD  i(chliea8t  Ober- 
reit*): „dass  eieentlicfa  die  patabolitche  KrBmmMn  f; 
der  Danben  ea  i«t,  die  der  Wahrheit  am  nächaten 
Icommt",  wobei  er  ganz  die  vorher  betrachtete  Gestalt  tlea  Fas- 
ses zn  Grunde  legt;  und  da  ich  im  Obigea  gezeigt  habe,  das« 
aoch  die  kreisftinnlge   KrOramung  .der,  Paeben,    wenn  man  noch 

die  zivelte  Potenz  der  Grüsse berficksicbtigt,  ganz  zu  der- 
selben Regel  fiofart,  so  glaube  ich  alleT<1iTiM,  dass  diese  Regel 
überhaupt  die  genaueste  Ist,  ivelche  tnan  bei  der  jetzigen  Lage 
der  Sache  geben  Lann,  wenn  man  zugleich  von  der  Leichtigkeit 
der  Recbnting  nicht  zu  viel  aufoprern    Trill. 

Interessant  und  wichtig  scheint  mir  nun  aber  immer  noch 
die  Frage,  ob  die  kreieliirniige  oder  die  paralwlische  Krüm- 
mnng  der  Fassdauben  der  Wahrheit  am  nächsten  kommt,  was  sich 
natürlich  nur  durch  möglichst  genaue  Versuche  ermitteln  lässt. 
Dann  muss  man  aber  nattlrlicb  das  kreisförmige  Fass  nicht  nach 
einer  der  obigen  Näherungslormeln,  sondern  ganz  genau  be- 
rechnen, weshalb  ich  jetzt  noch  die  obigen  ganz  genauen  Formeln 
«o  umgestalten  nill,  wie  sie  mir  d'e  Icüchleste  oiid  bequemst« 
Rechnung  zu  gestatten  scheinen. 

Man  berechne  den  flflifswinkel  a  mittelst  der  Formel 


■  ist.    Dann  Ist 
ätanga) 


^2sinucosa  =8in2b] . 


I  +u^  ~  1  +  tang»«  ~ 
Nehmen  wir  nun  an,  dass  a  in  Secunden  ansgedrfickt  sei,  so  ist 

Arcsine  =:  Arcainsinäu^Siosinl". 
Daher  ist  nach  7)  ond  13): 

F=2a»r  t  (ö  +  9)'- c?  -  j-o*- ?5l*±^' owinl- 1 , 
oder 
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Weit 

a  r 

ist,  aokana  man  dts  Gleichung  38)  auch  aaf  folgeDde  Artscbreibea: 

3^     F  =  2o»wj(l— ■i|(Minl')c<»oc2»«— ^.^  — j|. 

wo  man  o  am  Leichtesten  mittelst  der  aus  dem  Obigen  sogleich 
sich  erg eilenden  Formel 

40)    q:s=  acosec3» — b 

berechnet.  Mittelst  der  vorfaerzeliendeu  Formeln  wird  man  Immer 
den  loball  des  kreisförmigen  Fasses  Kann  genau  berecbnen  bSn- 
nen,  nenn  man  ea  mit  dem  [laraboliscneo  Fasse  Tei^leicben  will 


oy  Google 


XTin. 

BeKTflndnng  eines  Kiebr^atzes  znr  Be- 

sUmmunK  hSberer  Integrale  zusara- 

menKesetzter  Functionen. 

Von 

Herrn  Uofirath  L.  .Oettinger, 

ni  FtaibRrg  i.  B. 


§•!■ 


Sind  X  nod  Z  xwei  anter  sich  Terschiedene  FuncHoDen  von 
Xt  so  gilt  l^r  di«  DarateilQaji  hüherer  DUFerenziBle  sasammvDge- 
eetiter  FunctioDen  Ton  ic  die  bekannte  Gieicbung 

«  7äiF=-(sir'+"''-i5^^+<'''»  (8*)'  +•■■■ 


wenn  bierin  die  Binnmisicoeflicienten  dnrcb 

'    ,       r(r-l)(r-2) .....  (r-p  +  l) 

•  ,''>'= l.a.ä  ....;,     — 

bezeichoet  werden*). 


*)  BiaB^  werden  die  BiaomialeoefBc teilten  durch  die  Symbole  r,  , 
ff,  r,  ,,..rf  hoBeiehiiet,  Idi  halta  d(e«a  B«M4ehniiDg  ««Mr  fär  eo«- 
••■■•■t  auA  fär  ■jetmaaliach  riebtig,  dsan  r,,  r,,  r^  ....  Tf  ..•  deute* 
besaimdiidi  nntar  eich  Tweehlodene  HoBoma  oMr  Heaiita  aa*    Vanehia- 
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Dom  diese  Gleichung  auch  uumittelbar  (Vt  die  Dantellnog 
der  Integrale  zasammengeeetzter  Functionen  gelte,  ist,  soviel  mir 
bekannt,  bisher  weder  behauptet  noch  bewiesen  worden.  Es 
dBrfte  daher  für  den  innern  Zusammenhang  der  Differenzial-  und 
Integral -Rechnung  nicht  unwichtig  eein,  treoii  dieser  Beweis  ge- 
geben wird. 

FOr  die  Differenzen-  nnd  SummenrechnuDg  gilt  der  unmit- 
telbare Uebereane  von  den  UleichuDgen  rar  positive  Un- 
terschiede einTacher  nnd  zusainmengeBetzter  Func- 
tionen auf  die  Gleichungen  mit  negativen  Unterschieden 
(Summe nrechnung  oder  lotegialcalcul  mit  endlichen  Differenzen). 
Diess  habe  ich  in  Crelle's  Journal  IL  — 16.  Band  (Lehre 
von  den  aufsteigenden  Functionen)  und  33.  Band  S.  117 
und  ff.  (in  der  Fakultäten-Theoria)  und  in  diesen  Archiv 
13.  Bd.  S.  36  und  ff.  nachzuweisen  versncht. 

Wenn  nun  In  der  Differenzen-  nnd  Summenrecbnung, 
welche  die  Grundlage  der  DiSer«osial-  und  Integralrechnung  bil- 
det, diese  Gesetze  nachgewiesen  werden  können  und  auch  nach- 
gewiesen wurden,  so  leitet  schon  die  Analogie  darauf  hin,  dass 
auch  der  Beweis  auf  die  Differenzial-  und  IntegralreGhaung  «ich 
ausdehnen  lassen  werd*. 

Fflr  die  Differenziale  und  Integrale  der  meisten  einfachen 
Functionen  habe  ich  diese  Nacbweisung  in  einer  Abfaaiidluag 
„Ueber  Differenziale  und  Integrale  hSbererOrdn uns 
und  mit  gebrochenen  Exponenten"(Crelle'sJourn.  44. 
Bd.  I.  und ll.  Heft)  gegeben.  Dass  nun  die  oben  unter  Mr.  I)  fOr 
bShere  Differenziale  zusammengesetzter  Functionen  aufgestellte 
Gleichung  auch  unmittelbar  ffir  höhere  Integrale  zusammen- 
gesetzter Functionen  gelte,  soll  hier  nachgewiesen  werden. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass 

idt,  stellt. sieb  die  (ilelchung  1),  wenn  — r  statt  ^-r  gesetzt  wird, 
so  d«r; 

2)     f'x2(,ix)'=xj"zi)xy-irvxj"*'^z(,ex)' 

+lr]^xj"*'z(ai:y  -  ir],3'xJ'Vz(Siy 
+....(-Wr],3i.j:y"^'z(ai)' 

daa«  Begriff«   akar  kftWMn   obae  Gefahr   dir    Verwechslang  nicbt  wabi 

aaf  gliche   Art   baiBidinet   wvrdenj   diüiec   «chünt  die   obmi  • 

VBue  BokeidNiBanvelio  die  bsMere  zu  teia. 


oy  Google 


r(r-HKr  +  2) (r  +  p-l)_tfH 

1.2.3 p  —  in» 


Die8e_  GleichanJE  trägt  die  Inlej^atlon  einer  znaamm^igesetz- 
ten  Function  auf  ^e  integrale  der  eiDeo  und  die  Dtfferenziale 
der  andeiD  FudcUod  (beide  für  sieb  betrachtet)  Ober. 

Uro  nnn  des  fraglfcben  Beweb  za  Obren,  gehen  wir  ven 
folgender  bdiannten  GlekbuBg  aas: 

3)      f  XZdx  =  xfz5x-  f^dxfzSxy 

Hierin  liegt  folgendes  Gesetz: 

4)  Um  das  Integral  eiiier  zusammengesetzten  Function  za  er- 
halten,  vervielfache  man  di«  erste  angeSnderte  Fjinc- 
tienntt  dem  Integrale  der  zweiten,  ferner  nehme  nan 
das  Differential  der  ersten  fsnctinit,  rerblndaes  mit 
dem  Integrale  der  zweiten  and  nehme  nun  von  der  so 
erhaltenen  zusammengesetzten  Fnnctian  als  Ganzes 
das  Integral  und  aiehe  letzteres  ab. 

Wendet  man  nun  das  fto  eben  aofgestellle  Gesetz  auf  das 
»reite-  Glied  in  2)  selbst  nledcf  «o,  so  erhält  man 

Wird  nun  das  ztreite  Glied  dieser  Darstellung  selbst  wieder  nach 

4)  bebandelt,  so  entsteht 

f  ii^X  f^  lS)x)  =  ^xC*  2^x~  J 0^X  f*  Z'bx). 

Ebenso  wird  auf  gleiche  Weise 

-f{Z'^xf*^x)=-^^xf*Z^x-{^f(^xJ**Zäx) 

n.  s.  w.  Mit  jeder  Darstellung  wird  ein  neues  Glied  eewnnaen, 
dessen  Differenzial  und  Integra)  getrennt  sind.  Bei  Fortsetzung 
dieser  Entwickelungs weise  erhalt  man 

5)  fxZQx=X  fzBx-SX  r^^x  +  cfiX  f'zdx 

^d*xf*ZSx  + {-)r.dPxJ''zSx... 
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tu 

Diese  Reihe  bricht  ab,  wenn  die  hnberen  Differensiale  einer 
Fuoction  snf  0  fahren.  Ist  diew  nicht  der  Fall,  so  ISnft  sie  ins 
Unendliche. 

Die  Glieder  dieser  Reihe  enthalten  Tora  2ten  an  scheinbar  et- 
was UDdarstellbarefl ,  denn 


/' 


Zdx 


kann  HSr  sieb  nicht  dai^estellt  werden,  wenn  ;)>1  ist  Der  E^>o- 
nent  des  integralseicbens  und  der  von  Sx  mfissen  D&nlich  gleich 
eroBS  sein,  Kenn  das  Integral  darstellbar  »ein  soll.  Diese  Bedingung 
ist  aber  auch  bei  allen  Gliedern  vorhanden,  denn  das  beigefügte 
Differenzial  ergfinzt  die  erforderliche  Potenz  von  dx.  Die  Glieder 
dieser  Reihe  unterliegen  nSmiich  folgendem  allgemeinen  Gesetze: 

Wird  nun  das  p"  Differensial  von  X  durch  Xf{dx)e  bezeichnet, 
so  bat  man  dea  daratellbaren  Ansdruck 

Die  in  S)  erhaltene  DorsteUdng  fftllt  mit  2)ssjMmmen,  weim 
r=I  gesetzt  tvird. 


Um  nun  das  zweite  Integral  zu  erbeten,  hat  raan  Nr.  5)  n 
Sj;  zu  verltinden.    Hiedurch  entsteht 


f 

f*XZiBxy^:^fixJ'zSx)3x-r(Sxf*Z3x)Sx 

+  r(d^xf*zBx)dx~^. 

Wird  Dnn  jeder  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  nach  dem  Gesetze 
5)  selbst  wieder  behandelt,  so  ergibt  sich  fSr  jedes  Glied  eine 
Reihe.  Werden  nun  femer  die  hieraus  fiiessenden  Reiben  gefaSrig 
geordnet,  so  entsteht: 
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=j/''2(at)"-8i:/''z<8*)'+8'^/"z(8»)*-8'Jf/''z(a«)'+... 

-8J:/"z(at)H8"-l/''z(8i)>-8'i/"z(8*)"+- 
+8«JlA"z(8»)'— 8'W^'z(8x)"+-, 
-8>x/'*Z(8»)H- 
und  bterauB  durch  ZasammenzUIeD : 

=  i/''z(8l»)«-28I^'z(8a;)«-t38'i^'z(8»)'-48'x|"z(8.«)'.. 

„...(-),.E+i8,Jl/'%8x).... 

Diese  DarstelluDg  ßillt  mit  2)  zusammen ,  wenn  dort  r=3  ge- 
setit  wird,  denn  eii  ist 

(2]^Xy  °^'Z(8«)"=  ^-'  »xf'^'z^a:): 

Wird  nun  Nt.  6)  mit  /  8f  verbanden ,  werden  die  hieraus  sich 

eraebenden  Glieder  der  rechten  8eite  selbst  wieder  nach  5}  behan- 
delt, und  die  hieraus  fiiaasenden  Reihen  geordnet  und  ansammen- 
ges&hlt,  so  erhalt  man 

/"a:Z(8li)' 

=Jlt/"z(Bi)'-8j/"z(8i)'+8'^'z(8i)"-8'^'z(8*)«t.. 

— 28iy'z(8i)H23"xy"'z(ar)'-28«,«/"Z(at)H. 

+3S'xy  Z(8i)'-38'iy^'z(8*)'+.. 

-48'Jc/'*Z(a»)"+.. 
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+  jj^s-jry'zpij'-^a'jy'zcs»)'*— 

Die«e  DsrBtellnng  fallt  nit  Nr.  2)  zuB&mmen,  wenn  dort  r^3 
gesetzt  fvird,  denn  es  ist 

*->a/'«  z(a.).=!E±aE±2)  ^^jr^'^^y,, 

'Führt  man  nun  auf  die  angedeutet»  Weise  den  Calcul  weiter, 
und  steigt  durch  die  biihern  Integrale  aur,  und  iat  man  endlich  zn 
dem  (r — l)ten  Integrale  gelangt,  so  hat  dasselbe  folgende  Form; 

/""'jfZO»)'-' 

-[flr-s8'W"*'z(e;rr->....(-)ffp+i],-j»jiry"~'*'z(8i)'-". 

Werden  nun  die  Glieder  dieser  Darstellung  mit  /  ix  rerbunden 
und  die  auf  der  rechten  ^eite  nach  5)  behandelt,  so  entsteht 

/"jr2(a»)'=A/"z(B»)' 

—ixj     z(ixy+       s-xj     Z(ar)' 

-[S],-!8;r^     Z(ar)'+c2],-sä«Jf/     ziß^y 

^P]^a'xJ^*'z(3xy 

Z(3»)'  + 

-  [2]r-.8'j: /"■'''z(8i)'  +  . _ 

-[3],_,3'j:y"*'z(8a:)'  + 

-(4J_,8'jy'*'z(ar)'  + ,. 
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and  hlei-ans  durch  ZusamenKahleD: 

7)        C'xzi^y 
-  [4],^i0»j:y '■'■'^(a3;)^„.(-)Ii[p+lV,spJl: /^'*'z(B^}'- .. 

Diese  Darstellung  föllt  mit  2)  zusammen,  denn  es  ist: 

m    ^_3.i.8...Ki-+l)     r(r+t) 

I4jr-i_       i.2Xr(r-l)       -         1.2.3     ~— fJ»' 


r„  .  n._.^tP-HXP  +  g>-(p  +  »'-l)      r^+l),..(r+y-l) 

[p  + 1]^.=  j;2.3...(r_l)  =         1.2  ...p         =^'^^- 

Hiernach  ist  der  fragliche  Beweis  ^lielert  aud  es  (ol^t,  dass 
die  Gleichung  1)  nl^ht  nur  für  ein  posit  i  v  es,  sondern  auch  für  eia 
negatives  r  f{ilt,  und  dase  man  diese  Gleichung  nicht  nur  zur 
Darstellung  höherer  Differenziale,  sondern  anoh  für  die  hSlierer 
Integrale  zusamraengesctztei  Functionen  benutzen  kann. 

Hiemil  Ist  zugleich  der  unmittelbare  Zusammehhani* 
zwischen  den  Grundgesetzen  der  Differenzial-  und  Integral-RecK- 
Dung  auch  fär  zaaammeugesetzte  Functionen  nachgewiesen. 

Bezeichnet  man  nun  die  verschiedenen  Functionen  von  x  durch 
fiX,  f^,f^x^-fmX,  80  bat  man  aus  der  Differenzial  -  Rechnung 
folgende  Gesetze: 


und  es  ist  durch  das  Gesagte  geietgt,  dass  diese  Darstellungen 
fQr  ein  positives  und  negatives  r,  also  nicht  nur  Tür  bü- 
bereDifferenziale,  sondern  anch  liir  bfibere Integral^  un- 
mittelbar gelten.  Kennt  man  daher  die  einen,  so  kennt  man  a«cb 
den  gehöngen  Rednctionen  auch  die  anders. 


DMzü.DyG00gIC 


{.2. 

Die  im  vorigen  Para^apfaen  gegebenen  Nkchweianngen  enthal- 
ten, nie  vor  Augen  liegt,  eine  wesentliche  Erweitening  in  dea  Fnn- 
«lamentals&tseo  der  Differenzial  -  und  Integral  -  Rechnung.  Sie  er- 
heben die  Lehren  dieser  Uoctrinen  auf  einen  hCheren  Standpunkt 
und  erüffnen  ein  reiches  Feld  za  Antvendungen.  Sie  verallge- 
meinern die  Ent Wickel  ungsmethnden  dieses  Zireiges  der  Slathema- 
tik  und  haben  dabei  den  grossen  Vortheil,  das«  sie  eine  unab- 
hängige Ableituogsweise  sichern. 

Bisher  war  die  Grundgleicbung  fOr  die  Intubation  xusammen- 
gesetster  Functionen  nur  in  der  beschrfinkten  Form 

C xmx—x  f  zhx—  fihx  f^x). 

also  nur  ßr  das   erste  Integral  und  nur  in  zurQcklaqreuder 
Bildungsweise  gegeben. 

Diese  Form  ist  sehr  beengt,  sie  erzenst  durch  fortgesetste 
Wiederholung  immer  nur  je  ein  Glied  und  fSbrt  bei  jeder  wieder^ 
bolten  OpcralioQ  wieder  auf  die  Integration  einer  tusammen^e- 
setzten  Function.  —  Dasselbe  Geschäft  muss  daher  so  lange  wie- 
derholt werden,  bis  durch  fortgesetztes  Integriren  der  Zweck  er- 
reicht ist,  nnd  aus  einem  auf  mQbsame  Weise  errungenen  Re- 
sultate fQr  jeden  speciellen  Fall  irgend  ein  Gesetz  erschlossen 
werden  kann. 

Diese  Beschränkung  «rird  durch  die  hier  mitsetheilte  Methode 
anfgehoben.  Es  trird  ein  Ueberbllck  gewährt,  der  die  GeschSfte 
nicht  nur  ungemein  erleichtert,  soorlern  das  Endziel  auf  einmal 
vor  Augen  rückt,  and  alle  besondern  Fälle  unter  ein  allgemeines 
Gesetz  suhsumirt. 

Es  werden  sogar  awei  bisher  immer  getrennt  nnd  auf  schwie* 
rige  Weise  ausgefilhrte  GescbSRe  (I)iffereiiziren  und  Integriren)  in 
eines  zusammen  gezogen  und  auf  einmal  ausgeführt,  denn  man 
bat  nach  auagembrter  Differenziation  nichts  weiter  zu  thun  als  ~r 
statt  -fr  au  setzen,  um  alsbald  das  fragliche  Integral  zu  erhalten. 
Mit  einem  Worte:  die  Gleichung  I)  $.1.  dlfferenztrt  und  in- 
tegrirt  in  einem  und  demseibeii  Acte.. 

Hierin  ist  eine  wesentliche  Erleichterung  in  Anefilhrung  der 
Geschäfte  zu  erkennen ,  wenn  man  auch  von  der  Bedeutung  dieser 
Sätze  in  wissenschaftliclier  Beziehung  ganz  absehen  will,  welche 
den  Zusammenhang  zwischen  der  Differenzial-  und  Integral -Rech- 
nung 80  klar  und  einfach  vor  Augen  legt 

Ein  Beispiel  mag  das  Gesagte  verdentl leben,  Hierzu  soll 
Tdrerst  ein  ganz  einfacher  Fall  dienen,  und  das  r"  Diferenzial 
und  Integral  der  ansammengesetzten  Function 
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Ä-^ifcr  +  A)P 
bestimmt  werden. 

Setzt  nun  Z  =  «"  und  (oz-f  6)r=A,  so  ul: 

=s(aa;  +  Ä)P3';t-  +  r0(aa:  +  bytd^^x-  +  (i-),a^o;r  +  *)f8'-*x"'  +  .... 
NuD  ist 

d-Xs:  3^oa!+*)'=p'l-^«i^<Mr+6)i'-'(a«)'. 

a»Z  =:  S-j: «        =  «•l-'j--'(8jr)'. 
Durch  Elnfiahrang  der  gehltrigen  Werthe  eotatebt: 
1)      ^(tut+b)Pa^  =    iaj;+b)rmr^^:c'^'(Sxy 

+(r)iP'l-'o'(aa;+ft)J»-"m^>l-'i»'»--'+>(ar)'- 


(r),pl'l-»oi'.m'-?l->jr"-H»(ar)'. 

Seist  man  hierin  — r  statt  r.  so  geht  das  DiffeTensial  in  daA  In- 
tegral Aber  und  man  erbSlt  nnter  Berficksichtigung ,  dass 


ist,  unmittelbar  ans  1)  folgendes  Integral : 

J-    pil(flJ?+ft)?-'g"H-r+l 
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Cio'-^    <V-«    c;^'^-' 


Die  nSmUcbe  Danttdiang  erhSH  maa  aveh,  wenn  man  vom  ei- 
sten zum  zweiten,  von  diesem  zum  dritten  and  sofort  bis  zum  r"* 
alJmSlig  aufsteigt,  jedoch  nach  langer  Arbeit. 

Das  vorstehende  Integial  hat  r  Conetaiten.  Sie  trtrden  ftc* 
fanden,  wenn  in  der  vorstehenden  Darstellung  :r=:0  gesetzt,  and 
allmaiig  die  Werthe  1,  2,3,  ....r  statt  r  eingeführt  werd^.  S. 
Crelle's  Joarn.  44.  Bd.  [>.  149  n.  ff. 

Das  nSmliche  ReeuKat,  welches  die  vorstehende  Gieichnng 
2)  enth&lt,  mrd  getronuen,  vrcnn  man  die  Integralgleichung  $} 
oder  7)  $.  I.  benutrf  und  die  Werthe 


f 


"  (n»+  t)«l> 


elnRAiri     DUforenzIrf  und  htegral  unterliegen  ata«  dem  gleichm 
Gesetze. 

Eine  zweite  Eorm  für  die  enltviclcelte  Darstellung  nird  ge- 
(Tonnen,  wenn  man  X^:^«"  und  Z=((r;c-f  A)]'  setzt.  Es  ent- 
steht dann  anter  Benulznng  der  ohen  aufgestellten  Differenzial- 
coefficienten : 

3)    ^X"iax-\-b)f=    x''.p'\--^a,'{ax-\-byf-r{;dxy 

-^^.^l/)^^-'a'-»a:"•-'(«x-^6)l'-•+"(^T)'■ 


+  (r)mm»l-'p^'"l-'a''-"(aj!-f6)P-''+"(8a!)'. 
Wird  hierin  — r  statt  r  gesetzt  nnd  bemerkt,  dass 
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'  ~  {p+r+i)'+'i->-  (p  +  l)-t*l' 

Ut,  so  ergilit  sich  hieraus  uiunittelbar  das  nschsteheDder^^lDtegTal: 


/' 


'(ax-l-6yr(dxy  = 


^■M.3!^'-^ffla^^•*)l'^^'^+' 
(p  +  l)'-+»l»ar+i 


(p  +  l)H-»ii  ar+» 


(- JP  - 1 FJ-  -  "(p+"l)"rTS)Iar+B. 

Ci^P-^-'     <^-a     t;:c^-' 
r  |r-i]i  +  Tf::ätr  +  "l?r>jr  +   -  t^-i^  +  *^ 

Das  r**  Differenzial  liefert,  wie  man  leicht  erkennt,  auch  bei 
versebiedener  Aoordnang  ib  den  beiden  Darstellungen  1)  und  3)  eio 
und  dasselbe  Resultat.  Das  t*"  Integral  liefert  aber  in  2)  and  i) 
zirei  der  Form  nach  verschiedene  Resultate. 

In  der  ersten  Darstellung  entstehen  p  Glieder  mit  r  Constan- 
ten, in  der  Eweiten  m  Glieder  mit  r  Constanteo.  Der  Inhalt  aber 
wird  und  muss  gleich  sein,  da  er  eine  und  dieselbe  Sache  bedeu- 
tet. In  der  Darstellung- 2)  fahren  alle  Constanten  fUr  x:±0  auf  0. 
In  der  Darstellnog  4)  ist  diess  nicht  der  Fall. 

Mau  findet  die  Coiistaoten  für  4)  auf  die  ob«D  bezeichnete 
Weise,  wenn  x=0  und  dann  t=-1,%3 r  gesettl  mid. 

Bttzeicfanet  man  das  r"  Integral  Oi  die  Grenzen  Ton  0  bis  :z 
durch    /    ,  so  hat  man 
o>  > 


(p+l)'+»Hfl'+* 
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(p+l)M-"li«'+- 
^    (p+l)-+iI«|'--il»a>>H-»<    J"     (p+l)»H-«liI'-»l'a^» 


■•■  ^    ■*       (p+l)'"+f1  'a"+' 

*  Die  hier  gefundenen  Oleicbungen  gelten  nicht  nur  fflr  ein 
ganzes,  sondern  auch  Rir  ein  gebrochenes  r  und  sind  daher  gro- 
sser Annendung  lahig.  Man  kann  sie  zu  dem  Ende  durch  Äos- 
scheidung  gerne  mach  aftlic  hei  Faktoren  unter  bequemsre  Formen 
setzen.     Aus  2)  wird  sofort: 

0.  * 

+ 1'»        (m+r+l)*         ■" ''"       (m+r+l)"l» 

Aus  4)  oder  5j  wird  dann 


(p+rH)«!"««  1'»      (p+r+l)"l'o» 


..(-)-W 


-)"«■  l,+,rtl|l„»tiL    lr-l|l     +{p+„-(.2)lr-J|l„ 
+(p+m+2)1W-'l>""^(p+»H.2>-«lio'->+(ptm+3)'-i|ia'^J- 

D„t„an,  Google 


«)  /•V(,.»+t).(8:.);='";''"\'>'^T'--'"'^"'"'- 

;    j..<r+9)C-+2<)-(i-+('»-<)t)»'-l-'('"+t)''1 

1.2....in.5-(l+p+;)-lio- 


lf+-+«io-+i 


•Hieraus  lawen  sieb  eine  Menge  specielier  Fälle  ableiten  und  in 
Tafeln  bringen,  welche  die  hierher  gehörigen  Integraltafeln  ergän- 
zen und  erweitern.  Uiess  Geschäft  wird  aber  nicht  mehr  nStiiig, 
da  die  hier  gegebenen  Darstellungen  alle  besonderen  Fälle  schon 
entwiclfelt  dem  Auge  Torlegeo.    So  ist  sofort 

9)       /'•Miui+6)'(lx)l 
2.lPl'(ag-i-ft)PV  ax  +  hf        (o£+fi)_-| 


2.Ifl'(oi+6gV^+6r  .    ix(ax  +  i)  ,  1.3       jiui+iy 
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u.  8.  w.  Nicfat  uMiiteressaDte  ResuUate  ergeben  sieh»  w«dii  man 
auf  noch  spf<^el)ere  FSlIe  zuräcbgebt  und  die  vorliefienden  Clei- 
chungen  Eur  Darstellung  des  l>ekaDntea  Eulerschen  lnl^rak  bÜ- 
h«rer  OrdnuDg  benutzt. 


zwischen  den  GretiEen  0  und  1,  so  hat  man  aus  6),  da  alle  ( 
der  mit  AusDahme  des  letzten  verschwinden : 


/r  ri>l>li"|i 


l'+P-ilM"!' 


=  Ji:riii;m+p-H-+i)~(TiF^nr+*+'' 


Aus  7)  wird  bei  den  gleichen  Grenzen : 

11)    fx^O-^xindzy 


iPli     r-  Imji  2-|i  3»|* 

=  1H*HI»  LF^iT'"  1'-»i»(p-Hm+2)  "•"  l-^'l'Cp+m+i)»!'' 

/_lr-a    _V^±IZL /_lr-] 


Beide  Wertbc  in  JO)  und  II)  sind,  obgUicb  in  der  Form  verschieden, 
an  Inhalt  gleicb.  wie  sich  teicht  zeigen  iBsst.  Scheidet  man  näm- 
lich im  Zähler  die  Facultfit  l"l',  im  Keiner  lP+"+ni  und  I-^^l» 
aus,  so  gehl  II)  über  in 


/' 


.«"(I— ;c>i^ar)' 


=  ,?Sl!=!il[Ö'+'»+r)'-'l-'-V<''+"+'>^'''~'<'°+'> 

-fr- •).(t>+«»+'-)'-'i-'("'+l)''"+(>— ').'M"+')'^'-'(>»+I)'i'- 
_(-y-K'-l)r-l<m+))'-'l'l- 

Die  «jngeUamroerle  R«ibe  .l&wt  sich  auf  f^lggnd«  Weise 
behandeln : 
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^a  -  6)"!-'= •<-' -IMI«-'I-WI'  +  (ii),o— »l-'6««  - ... 

..•(-)"("WI'. 

Wird  oSmlich  p  +  m+r=a,  m-i-l=b,  d:s:l,  r  — 1=H   geeetzt, 
so  geht  die  eingescfaloisene  Reihe  über  in 

(p+T-iy-'i-'=ip+iy-'v. 

DieEinfiibruagiliesfes  Wertbes  fährt  zu  folgender  DarateUang: 

0.  1 

Diese  ßiilt  mit  10)   zusammen,  nnd  somit  sind  die  Eigenschaften 
dieses  Enlerschen  Integrals  höherer  Ordnung  ermittelt 

Setzt  man  r^l,  so  ist  wie  bekannt: 

|m]ilp|i       IXm+l; 

=I,+»firi  -     IXp+m+'2)    —  (l,l)f+"+>  • 


y^(l-...a.-  ■■"""  -  nm+l)f1:p+l)_(l,l)-.(l,l)> 


tSelzt  man  r+-  statt  r,  t9  wird 


U)      /        l-ll-l)f(8z:)^= ^ ; 

1'"  (<+«)'+"<■'" 
Hierans  eotstefat  tilr 

i=}  und  r=0.  1,  2 : 

,     2  • 

/i  «     .      I"lilPl».2»+i 

0.  > 
/\i  ilin|13|il«9in-l-S 
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p 


r 


Die  in  10)  und  12)  gefaDdene  Gleichung  ISsst  sich  auch  un- 
niittelbar  aaa  dem  r"*  Differenüal  Nr.  1)  al>leiten.  Setzt  man 
nfimlich  wie  vorhiu  6=1,  a^ — 1  und  1  statt  x,  so  bat  man  ans 
dieser  Gleicbung,  da  alle  Glieder  mit  Ausnahme  des  (p+l)'*"  ver- 
schwinden : 

16)     ^Fx"  (\—x)* = {—y.TJ>i-'^mr~f\-'{Sxy . 

Wird  hierin  —r  staK  r  gesetzt,  so  erbSIt  man 

/'     „  „  rPl»  l"IMi»+r->|i 

;r-(l  -  x)P(5xr  =  ^„^|jH-p11  =  lr-l|.  l.>fr+p|.  ■ 

Die  hier  gegebenen  NachweisnngeD  dürften  in  so  weit  nicht 
ohne  Bedeutung  sein,  als  sie  den  Zusammenhang  zwischen 
deoFundamentalsätzen  der  Differenzial-  und  Integral- 
Kechnung  unzweifelbart  aufdecken,  und  deswegen  für  eine  sy- 
stematische Begründung  dieser  wichtigen  Doctrinen  sich  geltend 
machen.  Sie  zeigen,  wie  diess  in  der  Natur  der  Sache  liegt,  dasa 
die  bestimmten  Integrale  denselben  Gesetzen  unterliegen,  wie  die 
Differenziale,  wenn  diess  auch  bisher  nicht  gezeigt  wurde.  WSre 
diess  die  einzige  Auabeute,  welche  hier  gewonnen  wurde,  so 
mochte  ea  schon  genügen,  um  die  Aufmerksamlceit  der  hier  mit- 
getheilten  Methode  zuzuwenden.  Sie  gewährt  aber  ausserdem  den 
Vortbeil  grosser  Einfachheit  und  Leichtigkeit  in  Handhabung  des 
Calculs,  und  eine  nicht  verkennbare  Allgemeinheit  für  den  Ueber- 
blick  in  den  zu  gewinnenden  Kesultaten. 

Es  mag  hier  genOgen  auf  diese  SStze  aufmerksam  gemacht 
zu  haben.    Das  reiche  Material,  welches  hier  zur  Verarbeitarw 
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Einig'e  Bemerknniren  tllber  die  nJUie- 
runiEswelse  AnflSsuni?  einer  Gleichung 
mit  einer  anbekannten  Grösse  und 
zweier  Oleiciiunsen  mit  zwei  unbe-' 
kannten  OrSssen. 

Tod 

dem   Heraasgeber. 


Eh  gjebt  bekanntlich  eine  sehr  einfache  annShernde  Auflü- 
ftnng  der  Glelcbtin?en  roit  einer  nobekannten  tirüsae,  voiaue- 
Keaetat  nämlich ,  aass  man  schon  einen  ersten  N&herungswerth 
der  unbekannten  GrOsse  kennt.  Diese  Audrisung  stellt  man  ge- 
wShnlich  als  eine  Art  von  Regula  t'alsi  dar.  Indess  ISsst  sich 
dieselbe  auch  in  sehr  einfacher  Weise  ans  einem  geomebiscben 
Gesichtspunkte  auffassen ,  wie  ich  jetzt  zeigen  tvill. 

Die  anfza losende  Gleicbnng  sei  flberhaapt 


and  I  sei  ein  schon  bekannter  erster  Nähernngawerth  der  nsach' 
ten  unbekannten  Grosse.  Man  nebme  nnn  xvrei  dem  £  sehr  nahe 
kommende  Werthe  x^  und  a:^  an ,  und  berechne  die  entsprechen- 
den Werthe  der  Function  fix),   Tr«lGbe  wir  dnich 


bezrichnen  wollen.    Die  Gleichnng 
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kann  man  sich  aberhanpt  durch  eioa  Cnrve  dargestellt  denken, 
und  die  dnrcb  die  Coordinaten  ^'i ,  u^  und  x^,  u%  bestimmten 
Punkte  werden  zwei  sehr  nahe  bei  einander  liegende  Punkte  die- 
ser (^nrve  sein.  Bezeichnen  wir  aber  den  nähren  Werth  der  ge< 
suchten  unbekannteu  Urüsse  durch  r,  so  dass 

A')=0 

ist,  so  wird,  wie  aas  allen  vorher  gemachten  Voraussetzungen 
sich  auf  der  Stelle  ergiebt,  auch  der  durch  die  Coordinaten  r,  0 
hestimmte  Punkt  (lO)  unserer  Ciove  sehr  nahe  bei  den  Punkten 
(XiUi)  und  (xyi^  liegen.  Der  dufch  die  drei  Punkte  (tO),  {Xtiti), 
f^gi^  gehende  TheiT  der  Curve  wird  also,  eben  weil  diese  drei 
PÜiKte  SAhr  nahe  bei  einander  liegen,  nllkernngsneise  mit  der 
durch  die  beiden  Punkte  IxiUi)  und  {j;%Uf)  der  Lage  nach  be- 
stimmten geraden  Linie  msamraenraBen ;  und  entwickelt  man  also 
(tie  tileichnng 

dieser  geraden  Linie,  so  wird  mao  t  aXhenrag^weise  erfialten, 
wenn  man  es  ans  der  Gleichung 

0=a»  +  b 

bestimmt  Weil  aber  unsere  eerade  Linie  durch  die  beiden  Punkte 
(«(U,)  und  (xaU|)  ^ebt,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  Con- 
stanten a,  b  die  beiden  Gleichungen 

Ui=aX] -|-6,    tift=::ax^~i-b; 


,  .  a, — lu 

ergiebt.  Nun  erbSIt  man  aber  ans  dem  Obigen  auch  die  Gleichung 

oder 

also  ist  die  GIddinng  unserer  geraden  Linie 
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r  Bflstimmung  von  r  fa&t  man  also  die  Gleicliung 


.-«,  =  - 
woraus  sich 


ergiebt. 


3«,  «d«  f=iii-— :-«.. 


«1— K» 


Dies  «bid  die  aa«  der  Äi^bra  bekanotes  NäherungsforaielB. 
Wie  man  aicb  dmaelbea  ear  sueceBaiven  Ano&heniog  be^ot. 
braucht  hier  nicht  weiter  eriSutert  zu  werden. 

Eh  war  mir  intereaaaat  zb  nntersnchflo,  oh  sich  miKeiat  einer 
ähnlichen  geometriBchen  Auffassun^fweise  Dicht  anch  NäheruDgs- 
l'ormeln  zur  Auflusung' zweier  Gleichungen  mit  ztroi  nnbekannto» 
Grüssen  linden  lassen.  Was  eiae  von  mir  angestellte  desfallsige 
kleine  Untersuchunig  ergehen  hat,  wilJ  ich  in  Folgenden  mittheilen. 

Die  zwei  Mjizuiüaiinilen  Gl«ichiiagaB  «eten  Qhwhuipt 

und  I,  II  seien  Kwei  schon  bekannte  erste  NKberungswerthe  der 
gesuchten  nabekannten  Grössen.  Man  nehme  ,nun  drei  Systeme 
deii  I,  1}  sehr  nahe  kommead«  WerAe  aa,  welche  wir  durch 

bezeichnen  wollen,  und  berechne  die  entspredienden  Werthe  der 
FuncUoueu  f(x,  y)  und  F{fl:,  yi,  die  durch 
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«1  =/(«!.  tfi).     Vi=F(^i>9i)i 

bezeichnet  vrerden  mSgen,  wo  also 

«t.  ua,  Ms;     üi.  üt,  üa 

simrotlich  der  Null  sehr  nahe  kommende  Grossen  sind.  Die  Glei- 
chungen 

u=f(x,  y),      Ü=F(*.  ff) 

kann  man  Üherhaupt  als  die  Gfeichuneen  zireier  auf  dasaelhe  (V 
ordinatensyateni  bezogener  ktunimer  FIfichen  betrachten,  und  die 
Besuchten  Werthe  der  beiden  unbekannten  Griissen,  welche  wir 
durch  r,  tf  bezeichnen  wollen,  so  dasa 

'Ist,  sind  dann  eigentlich  die  Coordinaten  des  Durch scfanittspunbts 
der  beiden  Curven,  in  denen  'die  Ebene  der  xy  von  den  beiden 
in  Rede  stehenden  krummen  FIflchen  geschnitten  wird.  USIt  man 
aber  alle  obigen  Voraussetzungen  Test,  so  wird  auf  der  Stelle  er- 
hellen, dass  man  nihemngaweise  r,  9  als  die  Coordinaten  des 
Durch  seh  nittspunkts  der  beiden  geraden  Linien  betrachten  kann, 
in  denen  von  den  beiden  darch  die  drei  Punkte 

(*iyi«i).    (^«ft*^.    (^By»»4) 
nnd  durch  die  drei  Punkte 

(^iJiPi).    i'hSiV^.    (^MS,l\) 

gelegten  Ebenen  die  Ebene  der  xg  geschnitten  wird. 

Beseichnen  wir    nun  die  Gleichungen  dieser  beiden  Ebenes 
durch 

ax  +öy  +  cii-fl  =  0, 

so  sind 

nx  +  bs  +  1=0, 

Ax+By  +  l=0 
die  Gleichungen  der  DurchschnittsiiDien  dieser  beiden  Ebenen  mit 
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der  Ebene  der  xy,  und  f ,  q  nias8«n  daher  ans  den  beiden  Glei- 
chungen 

n«  4-  ^  +  1=0, 

bestimmt  werden,  was  nicbtdie  mindeste  SchwieriKlidt  hat,  weiin 
man  die  constanten  CoeDicienten  a,  b  und  A,  2t  Kennt.  Zar  Be- 
atimmnne  dieser  coiutanten  CoefScienten  hat  man  aber  nacb  dem 
Obigen  die  Gleich angen 

«*i +*Si  +  «*i  + 1=0, 
oj;,  +  Aya  +  c«,  + 1=0, 

"Xt  +  ha  +«^  +  '='* 

nnd 

^x,+Ä3^+cr,+i=o, 

^:t,  +  By,  +  Cf7,  +  l=0. 

Aus  dem  ersten  dieser  beiden  Systeme  von  Gleicfaangen  ergeben 
sieb  znvürderst  durch  Elimination  von  a  die  beiden  folgendeb 
Gleichungen : 

f>{xiy%~XtHi)  +  cixiot-x^uj)  +  xi— Äa=0, 

und  (VQon  man  nun  ans  diesen  beiden  Gleichungen  b  eliminirt,  ao 
erhSIt  man: 

(a:,^la-a^|«,)(a:,y,-a:Jya)— (jijw,  -a^B^(a){a^,ya-^M'l) ' 
Den  Zähler  dieses  Bruchs  bringt  man  leicht  anf  die  Form : 

— ^«1  {^i3^— ;«=iyi)  +  (p^r-^iSti  +  (a?»yi-ai3^  I . 
und  den  Nenner  auf  die  Form ;  ' 

—XtXoiix^t—Xty^  +  v^ixigy  -:r,j<B>  +  K%{Xiyt-x^i)  i  ■ 
Setzt  man  also  der  KOrse  negen 
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„_,        fr^f^i  +  a^i 

und  gaDZ  ebenso; 

Hat  man  mittelst  dieser  beiden  Formeln  c  and  C 
so  erhSIt  man 

a,  bi    A,  Bi    r,  Q 

mittelst  der  folgenden  tileiubungen: 

na^i +*yi=— {J  +  «*i). 

o^Ci  +  fiSe  =  —  (1  +  ««i)  i 

/lx,+Bj,=-(l  +  CO,), 

^^+B».=-(l  +  CI7a); 

nt  -f  6lr  =—1, 
Jr-1-£9=~1; 


I  +  eii,= 


i+t,i/, —    o,a»,+  e,ffl,.,  +  D.35r-' 


i+co,= 


lP,-Pi)a^,+(P,-p,)g., 
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Han  kann  i»atllrlif:b  die  GrSuen  ttpi;  A,  B;  f,  t)  auch  leicht 
kTtllig  entwickelt  darstellen;  t^rdie  praktische Rechnnn^  scheinen 
iiIt  aber  die  folgenden  formeln  die  bequemsten  zu  seni  : 

J2s,i  =  »aSi— «lyj; 

fl,,+a..,+a,„ 

««i+4yt=— (i+cw,), 
«*«+*»•=— (*+«%)? 

Ar,  +  Bj,  =  -(1+C0,). 

ni  -f  öif  =  — 1, 

Ohne  Schwierigkeit  erhält  man: 

^  _     Si(ne— "»)+yaf"»-"i)+y»("|— n«) 
,_     g|(t«B-ttj)>Xa(«i— H|)+x,(hi— Ha). 


._     !y,(P.-P.)4-a(tf.-l7i)-t-a(P,-PJ 

»,(0,-P,H-:r.(P,-  P.)+:c,(tf,-P.). 
"-  PiaM+tWJ.a+ü.öi» 


—        yi("«-"a)-t.y»('^— Wi)-fya(M,-tta) 


»Google 


H_     p*i(t^i-t?,)+;r,(D-,-P,)-h;r,(t7,-E7^ 
Zur  Bestimmung  von  r,  ^  hat  mui  die  Formeln:' 


Hiermit  will  ich  diese  kurze  Skizse  schliessen,  indem  ich  die 
weitere  EntwicIceloDg  dem  Leser  überi&sse. 

Sehr  bemerken 8 wertfae  Formeln  zur  nSherunts weisen  Auflö- 
sung zweier  Gieichunsen  mit  zwei  unbekannten  Grössen  hat  be- 
kanntlich Gauss  in  der  Thearia  motus.  p.  136.  gegeben,  die 
ich  in  meinen  Optischen  Untersuchungen.  Theit  II.  §.28. 
S.  175.  mittelst  der  Differentialrechnung  bewiesen  und  in  §.  40. 
S.  28K  auf  n  Gleichungen  mit  n  unbekannten  Grüssen  zu  erwei* 
tern  gesucht  habe.  Ich  benutze  diese  Gelegenheit,  diese  For- 
meln, den  Lesern  in  Erinuerang  zu  bringen. 
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XX. 

DemooMtratioii  elementare  de  la  Titesse  de 

deTiation  da.  plan  d'oscIUation  dn  pendale, 

k  diverses  latitndes. 

Far 

M.  Crahay, 

■nembre   de   l'Aca<l£liiir. 


Lb  pr^aeiite  note  a  pour  but  uoiqae  ile  montrer,  k  l'ftide  des 
math^matiques  <ilementBire8 ,  la  lelatioiigui  etiste  entre  laviteese 
de  ddviatioD  du  plao  d'o sei  Nation  et  la  latitude  du  iieu  oü  se  fait 
l'ezp^Tience.  Je  consid^re  le  phänomf^ne  dans  sa  p\u»  Kranke  sim- 
plicitri,  Sans  m'occiiper  des  causes  qui  peuvent  modifier  p^riodi- 
quement  le  mouveraent  du  plan,  dont  je  suppnserai  conetante  la 
vitesse  angulaire  autonr  de  la  verticale.  C'est  dans  le  travall  de 
mon  sarant  confrire,  M.  Scbaar,  que  la  question,  envisagäe  bods 
tontes  ses  faces,   a  ^t^  trait^e  ä  fond. 

Soit(Tab.lll.  Flg.  10.)  Pff^F  une  sectiondelalterre,  euppos^e 
aphrfrique, p&r uti plan  m^ridien,  Oeoncentre;  PPTaxednmouvemenf 
diurue,  et  soit  L  un  lien  situ^  am  le  parallele  ELF,  de  t'hänil- 
Sphäre  boTia,\.  La  drmte  OLl  repreaentß,  ä  un  instant  donn^, 
la  Position  de  la  verticale  3u  Iieu,  donl  PLP"  est  Je  cercle  ni^- 
ridien,  tandis  qae  la  droite  LJÜ,  perpendiculaire  en  L  ä  U  ver- 
ticale. et  coroprise  dans  le  plan  au  m^ridient  est  la  ligne  m^ri- 
dienne  du  Iieu;   eile  recoutre  en  IB  le  prolongement  de  Taxe. 

Dans  l'espace  d'un  jour  sideral,  la  rotatinn  de  la  terre  fait 
dticrire  ä  la  lerticale  Ol  et  h  U  m^ridienne  LM,  avtonr  de  Taxe 
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PP",  des  st]Tface§  de  cADea  droits,  qul  ont  le  cercle  £F  ponr 
base  commune,  et  dont  les  sommeta  sont  plac^s  respecävemenl 
en  O  et  en  M.  Apröa  un  certain  temps,  quo  dous  aupposerons 
tr^-court,  le  lieu  L  aura  parcoum  l'arc  LL'  du  parallMe;  la  ver- 
ticale  du  lieu  aura  pris  la  position  OUt,  le  märidien  ceüePL'P", 
tandis  que  la  m^ridienne  se  tronVera  en  L'JU. 

Admettons  qn'ati  däpart  en  L,  le  plan  d'oecillation  ami  dir^ 
aDivant  le  plan  du  mririmen ,  c'est  ä-dire  dana  celui  qui  paww  par 
la  verticale  Ol  et  par  la  m^ridienne  L9I.  Ce  plan  d'oaöllahoD 
serait  toujoura  ezactement  parallele  k  lui-mämei  roalgr^  son  d^ 
placeroent  dans  l'eapace  par  la  rotation  du  globe,  ei  )a  paaanteur 
ne  le  ramenait  continueltemeQt  ä  passer  par  le  centre  de  la  terre; 
mala  c'est  Ik  ausai  la  seule  modificatioa  que  sa  position  ^pioDve 
pai  Bütte  da  mouvement  diurne,  de  aorle  qve  loraque  Je  lieu  L 
est  arrivä  en  V,  le  plan  d'ascillation  sera  deteroiinö  nar  la  verti- 
cale Ot  et  par  uiie  droite  L'JV  parallele  k  la  m^ridieBne  LS. 
Ainsi  k  l^^rivee  en  L',  le  plan  d'oaciUatioa  WL'l'  forme  avec  le 
plan  ML'V  du  möridien  du  lieu  un  angle  horizontal  ML'M',  le- 
qnel,  k  cause  de  la  petitease  ,qae  nous  aupposona  k  l'arc  ZX'. 
peul  <tre  coDsid^r^  comnie  iaai  k  l'angle  LML'  des  lignes  mi- 
ridiennee  anx  deux  endroita  L  et  L'.  C'est  l'angle  de  d^v'iation 
apparente  qae  l'on  observe  au  plan  d'oscillation ,  mals,  dana  li 
realitd,  c'est  l'angle  dont  la  m^ndienne  LM  a  cbang^  de  position 
dana  l'espace  pai  la  rotation  de  la  terre. 

Pour  däterminer  cet  angle,  menona  les  droitea  LS,  L'N  vera 
le  centie  du  parallele,  Celles  LO,  L'O  vers  le  centre  de  la  terre, 
enGn,  par  le  miüeu  R  de  la  corde  XL',  menona  des  droitea  Ters 
A'et  vers  ^,  elles  aont  perpendiculaires  k  cette  corde,  et  diri- 
aent  les  angles  oppos^a  en  N  ti  ea  M  en  denx  partiea  tfgalea. 

D^signons  par  r  le  rayon  de  la  terre,  uar  A  Tanele  hor^re 
LNL',  par  B  l'angle  de  diriation  LISL'  au  plan  d  oacillatioD, 
par  A  \&'  lalltude  du  lieu. 

L«  Iriangle  LNO,  rectangle  en  iV  et  daus  leqnd  Tugle 
NOh  est  le  compl^iuenl  de  la  latitude,  donne 

NL^r.coül; 

Du  triangle  LNR,  recfangle  en  R,  on  d^ult 

ZiiZ  <=  AjL8in'|^iVX'=:r.cwiJi^iQVaA . 

Le  triangle  MLO,  rectangle  en  L,  donne 

JtfX'  =  r.cotangl. 

Enfin  le  triangle  LMR,  rectai^le  en  R,  foumit  W  rebtien 
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Maintenant,  comroe  dans  le  passage  de  £  en  U,  la  oi^ri- 
«tieone  1>M  d^crit  uoe  portion  de  la  ^urface  convexe  du  cdne,  H 
faut,  uour  que  Tangle  plan  hML'  reprösente,  saos  erreur  nen- 
Bible,  respace  an^ulaire  parcouru  r^ellemerit  par  cette  ^eoeratrice, 
qae  cet  angle,  de  raeme  que  cetui  L^L',  soit  tris-petit,  et  telle- 
ment  i|ue  les  arca  qui  les  mesureot  puissent  ttto  substifiiös  k 
leurs  Sinus;  c«  qui  conduit,  apris  suppression  dn  (acteur  com- 
mun  Vs<  ^  l'expreseion 


Ainst,  pouT  an  arc  h  parconru  par  le  point  L  de  la  terre,  le 

[dan  d'nscillation  seroble  »e  mouvoir  autoui  de  la  verticale,  dana 
e  seiia  dn  niouTemant  apparent  dn  ctel,  d'nn  angle  H,  dont  la 
vaJenr  est  k  ainA. 

NoDs  avons  snpposä  que  le  plan  d'oscIHatiön  coTncldait,  an 
d^part,  avec  le  plan  da  ni^ndiec;  mais  on  ae  cnnvaincra  facile- 
□lentque  s'it  formait  alors  avec  cedernier  un  angle  azimutal  quel- 
conque,  sa  d^viation  de  cette  position  aurait  la  möme  valeur  H 
apris  le  parcoura  de  l'arc  h.  D  au  il  suit  aussi  qu'il  chaque  in- 
stant la  meme  relation  eiiste  entre  les  arca  H  et  h;  et  cnmme 
le  mouvement  de  rotation  eat  uniforme,  celni  du  plan  d'oscillation 
i'est  pareillement 

La  rotation  compl^te  de  la  terre  s'execntant  en  34  Iieures  ai- 
d^rales  ou  en  23^'4",0t)detempa  solaire  moyen,  il  s'ensuit  qu'en 
une  seconde  de  lemps  moyen  l'arc  parcnnru  est  de  ]5",041.  Tel 
est  auasi  aaz  pdles ,  le  raouvemeat  ansulaire  du  plan  d'oacillalion, 
tandis  qu'ä  notre  latitude,  suppoaee  de  51",  le  mouvement  angu- 
laire  du  plan  n'est  que  de  0,77715  de  cette  valeur;  ce  chiffre  ätant 
le  ainuH  naturel  de  la  latitude;  par  consdqueut  le  mouvement  du 
plan  y  est  de  11",68U  aeulement  —  Et  pour  faire  le  tour  entier, 
il  (andrait  30^7'S2"  de  temps  moyen,  tandia  qu'aaz  pdles,  it  eat 
ezdcutri  en  un  jour  aidäral.  —  Pour  qae  le  plan  d^nve  an  angle 

de  n  aecondea  k  notre  latitsde,  il  lui  fant  ■.  gug  aecondes  de 
temps  moyen. 

Dans  rb^miaph^re  austrat  du  gtolie,  la  driviation  du  plan 
d'nscillation  a  iieu  dans  ie  sens  oppos^  de  son  mouvement  dans 
rb^misphdre  bordal;  c'eat-ji-dire  quli  y  soit  encore  ladirection  du 
mouvement  apparent  dn  ciel. 
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La  coostruction  graphlqne,  d'accord  avec  la  formule  H=h.Bijil, 
montre  qu'ä  mesure  que  )e  lieu  L  est  situä  plus  pr^B  de  l'^qua- 
teor,  les  denz  m^ridieanes  LJtl,  1^'^  «'approcfaeDt  de  plua  en 
plae  da  parall^lisme,  l'angle  de  dä?iation  JJ  diminue,  et  il  est 
oul  Jt  l'riquateur;  qu'an  contraire,  il  augmente  quand  ja  dintaDce 
ä  l'ao  dea  pAtes  diminue,  et  qu'au  pAle  it  est  ^al  ä  l'angle  ho- 
raire  A  lui-mäme. 

La  Gondtnicllon  montre  encore  corament  le  mouvement  angu- 
laire  LNL' ,  autour  de  l'axe  PP",  peut  itra  rapport^  k  un  autre- 
axe  OLl  iocline  an  preroier,  k  1'a.iae  de  deux  compnsantes  rota- 
lives ,  l'uoe  autour  du  onurel  ase  Ol,  l'autre  d'une  droit«  LAt, 
laeridienne  du  pointXi;  la  premiärede  ces  composantes  est  l'angle 
JULIS'  ou  Ä,  dont  la  valeur  est  ha'ioL;  l'autre  compnsante  est 
l'angle  LOL',  doot  la  pesanteur  Tait  tourner  le  plan  a'oscillation, 
pour  le  diriger  constamment  vers  le  centre  de  ta  terre.  La  v^enr 
de  ce  dernier  angle,  que  nous  designerons  par  C,  ee  d^duil  dn 
triangle  LOR,  rectangle  en  R,   qui  donne 

sabstiluant    les    arca  anx  sinus,    et  eSacanl  le  facteur  conunun 
Vs,  on  a 
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3UU. 

Snr  le  tb^or^me  d'flnler,    relatif  a<la  de- 

compositlOD  da  moaTement  de  rotalion  des 

Corps. 

Kote  pBi 

M.  Pagani, 

■nembre  da  l'Aeadtoie. 


, , , -.-    la 

döclinaison  du  plan  d'oscillatioii  au  pendule,  ont  rametiö  ralten- 
tion  des  g^omitres  sur  te  beau  tb^r^me  d'Euler,  au  moyen  dtt* 
qoel  on  peut  espliquer  assez  simptement  la  loi  de  cette  döcli- 
naison.  Mais  pouT  mettre  l'expl'tcation  de.ce  pbänom^ne  k  la 
poit^e  de  ceux  qni  ne  sant  point  familiariBäe  avec  les  caiculs  bu- 

S^riears,  il  manquait  k  la  science  une  d^monstration  ^Irimentaire 
e  ce  th^oT^me,  que  I'on  doit  consid^rer  comnie  1«  corrölatif  de 
celui  qui  porte  le  nura  de  parallälograrome  des  fnrces,  et 
qui  eert  auMi  k  la  compoeitioa  et  ä  la  decompositloo  du  moave- 
■neot  d'nn  point  roateriel.  Oette  corr^latioo  est  fonunUe  dana  les 
thöorömea  suivaota: 

Tb^orJiine  I.  Si  I'on  a  (Tab. [11.  Fig.  11.)  an  poiot  materiel  C, 
aatmi  dana  ladirection  CA  d'nne  vitesse  P=CA,  et  ei  I'on  imprime,  par 
nn  moyen  oueiconque,  au  point  C  unq  vlteese  Q=-CB  dana  la  dl- 
rectiun  Cli;  te  point  C  ira  dann  la  directian  CD  avec  uoe  vi- 
tesse  R=CD,  en  d^aignant  par  CD  la  dif^onale  du  parall^lo- 
gTamme  construit  aur  lea  droites  CA  et  CB ,  considrirees  comnie 
cAt^  adjacenta.  Eo  ontre,  ai  I'on  d^aigne  l'angle  ACD  par  a, 
et  l'angle  BCD  par  ß,  od  aura  les  relation«; 
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PiQiRiisiaß-.aina-.ainia+ß) . 

Ce  tbtforime  lenfenne,    coimne   od  sait,    tonte  la  Ih^rle  de  la 
Gompositinn  et  de  la  d^compositiftu  dn  monvement  de  traiiBlation. 

Th^orime  II.  Si  l'oii  a  un  corps  qoi  toorne  aatour  de  la 
droite  CA  avec  une  vUeaee  liDgnlaire  p  propoitionnelle  k.CA,  et 
ai  Ton  imprime,  par  on  moyen  quelconoue,  an  mäme  corps, 
autour  de  la  droite  CB,  une  viteeee  anijulaire  o  proportinnnelle 
Jk  CB,  le  corpa  touroera  aiitour  de  la  droite  CD  arec  une  vi- 
tease  angnlaire  tt  proporlinnnellQ  k  la  diagonale  CD  du  parallele- 
gramme  construit  sur  les  droites  CA  et  CB,  considrir^^s  comme 
cAt^s  adjacents:  En  outre,  si  l'on  d^slene  1' angle  ACD  par  «> 
et  l'angle  BCD  par  ß,  on  aura  les  telalioiiB 

%  p:  9:R::sinj3:sina:sin(a-l-^)- 

D^moBstratlon.  Du  point  C  comnte  centre,  et  avec  m 
rayon  egal  ä  l'unit^  de  longueur,  tra^one,  dans  le  plan  de  la  fignre 
un  cercFe  qui  coupe  en  a,  d.  b  les  droitea  CA,  CD,  CB, 

En  vertu  de  la  vitesae  angulaire  p,  le  point  d  s'älevera  au- 
deasaa  du  plan  de  la  figure,  et  d^rira,  dans  un  temps  excessi- 
vement  court  x  an  arc  de  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire 
ä  la  droite  CA,  et  dont  le  rayon  est  ^gal  ä  sinn.  Donc  le  point 
d  a'^ldvera  perpendiuulairenient  au  plan  de  la  tigure  d'une  quan- 
tlt£  ^gale  ä  tp&ma.  Mais  en  vertu  de  la  vitease  angulaire  q,  le 
point  d,  penilaiit  le  temps  t,  s'abaissera,  pemenmculairemenl 
au  plan  de  la  ligure,  d'une  quaotite  dgale  &  tqhxaß.  D'ailleurs, 
00  doit  avoir,  d'apr^s  les  definitions  des  quantittfa  p,  tf,  tt  ei  ß, 
et  lea  propririt^  connues  des  Iriaogles: 

(I) p:9::Binj3:8ina, 


r|wioc(  =  Ty8>flj3; 

donc,  en  vertu  des  vitesaea  au^ulaires  aimnltau^es  p  et  a,  le  poiot 
d  restera  en  repos.  Mais  ceci  ne  peut  avoir  lien  que  si  le  corpa 
tourne  aulour  de  la  droite  CD;  dooc  la  premiire  partie  du  theg- 
rdnie  est  deinontree. 

Maintenant,  le  corpa  toumant  autoor  de  CD  avec  nne  vitease 
angulaire  n,  le  point  o  s'el^veHt  perpendiculairement  aa  plan  de 
la  Ugure  et  decrira  dans  le  temps  r  un  espace  ^at  k  TRsinß.  Or, 
cette  (junntite  doit  etre  ^gale  ä  Veepace  xpa\n{u-\-ß)  que  le  point 
b  d^trirait  en  vertu  de  la  vitesse  an^taire  p  atitonr  AaCA,  puis- 
qae  ce  point  ne  change  pas  de  posilion  en  verlüde  la  vitesse  an- 
gulaire q.     On  aura  donc 

sRein|3=cpeiii(a-f-j3). 

En  Goniblnant  cette  ^natinn  avec  l'öqoatioa  <1),  on  en  d^uit 
iniiD^diateinent 
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(2).    p:q:ni:aaß:aaa:ait^a+ß).CQ.F.D. 

CoroMaire  1.  81  Ton  imprime  k  ud  corp«  troia  monvement« 
sinraltan^  de  rotatioD  autour  des  ar^tes  contigufo  d'aa  par^l^li- 
pipAde,  et  que  les  vitesses  aiif;ulaire»  de  cea  mouvemenU  soieDt 
proportionnelteH  ä  ses  trais  ardtes,  il  en  r^sultera  nne  rotation 
nnique  autourde  Ja  di^onaJe  du  parall^lipipide,  avec  une  vitesse 
aogulaire  proporlioii Delle  k  cette  oiagoDale. 

Corollaire  II.  R^iproquement,  toat  monVemeut  de  rotation 
autour  de  la  diagonale  d  un  parallel ipipede  arec  une  vitesse  aD- 
^ulaire  pToportiooiielle  k  la  longueur  de  cette  diagonale  peut  tou- 
jourtt  se  d^composer,  k  chaque  inGtant,  en  trols  rotationa  Bininl* 
tan^es  autour  des  arÄtes  du  paraiUlipip^de  avec  des  vitesses  aD-- 
gnlaires  proportioUDellea  aux  loogueurs  de  ces  arAtea. 

Ces  propoaitions  se  dämoDtrent  de  Ta  m^me  maniere  qne  leurs 
rrdlativea  dans  la  tbäorie  de  la  cciDpoeitioD  et  de  la  dMcompo- 

Corollaire  111.  En  Bvpposant  U  pnralklipipede  rectan^e, 
nn  aura  lea  relations 

p^ncosX,    9^nG0Sfi,    r:=nG08v, 

dans  lesquellea  p,  q,  r  d^ignent  les  vitesses  angniaires  compo* 
sante«,  n  la  vitesse  angulaire  T^aultante,  et  1,  fi,  v  tea  aogtes 
que  fönt  lea  arätes  avec  la  diagonale. 

Corollaire  IV.  Si  l'angle  v  est  droit,  od  aura  co8i':=0, 
co8ft:=Binil,  et  les  dernierea  ^qualions  donneroni 

(3)    ....  p^ncoal,    ii=7isinl. 

Donc,  le  rooaremetit  de  rotation  de  la  terre  antour  de  Taxe  du 
monde  avec  la  vitesse  angulaire  n,  peut  ^tre  considdr^  il  chaque 
instant  comme  le  räsullat  de  deux  rotationa  inHlantan^es  antour 
de  l'horizontale  men^e  par  le  centre  de  la  terre  dana  le  plan  du 
ni^ridien  d'nn  l'ieu  quelconaue,  et  autour  de  la  verticale  du  inline 
lien  avec  lea  vitesses  angataires  respectives  p  9t  q,  FonTDles  par 
.  les  ^qnalions  (3). 
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MiBcellen. 

Problem. 


Jahre  laog  fortoeaetste  Beobaditaiigeo  bei  der  Sprttngnn^  von 
FeUen  io  den  SteiDDriCcheD ,  so  wie  endlich  ein  eigens  zu  diesem 
Zweck  angestelltes  Expnimeiit  haben  den  üuterzeichneten  aaf 
l'olgende  Sätze  geführt: 

1)  Eine  solide,  d.  h.  eine  nach  Dichtigkeit  uod  CobSsion  in 
allen  ihren  Tbeilea  durchauH  gleiche  Kugel,  wird  vermittelst  einer 
durch  ein  elastisches  Fluidum  (Pulver-  oder  Wasserdatupf)  he< 
wirkte  Esplosion  vom  Centrum  aus  in  vier  gleiche  Stacke  zer* 
sprengt,  und  zwar  spitzen  sich  die  vier  StQcke  im  Mittelpunkt 
dreiseitig-pyraroidalförraig  zu,  so  dass  die  Bruchflächen  wirkliche 
Ebenen  sind  and  die  K^geloberßfiche  in  ihrer  Zerreissnng  genau 
das  tetraedrische  Kugelnetz  xeigt. 

2)  Geschieht  die  Sprengung,  unter  fihrigena  denselben  Vor- 
an ssetcnngen ,  nicht  vom  Cenimm  aus,  so  entstehen  dennoch  nur 
vier,  jedoch    ungleiche  Stücke. 

3)  Kleinere  Abweichungen  nach  CohSsion  und  Dichtigkeit 
liefern  eben  so  nur  vier  HauptstScke,  die  etwas  ungleich  ausfal- 
len können;  neben  einer  giOssern  oder  geringem  Anzahl  von 
Splittern ,  die  sämmtlich  mit  weit  grösserer  GeecnwiDdigkeit  fort- 
geschleudert werden. 
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■Em  ivkd  tmo  das  Problem  gestellt,  di«*e  iS8tM  anf  theoreti- 
schem Wege  XU  beweisen,  so  wie  die  li'rage  anfgewoif^n ,  ob  sich 
nlf^  ew  diesen  Sfitien  gen>j««e  Fold^ttiueB  eieben  liessee  in 
Beziehung  auf  die  Kahlreiche  tinippe  def  Aetecoideo.  so  wie  im 
Beziehung  auf  onsere  Meteore,  wonnter  naiBentlieh  det  St<äs< 
regend 

Brenner  in  Tuttlingen. 


In  Bezug  nur  obige  Aufgmbe  beuMilie  iiA,  dass  üerr  Bren'- 
ner  im  Warttembergiechen  Scbulwocbenblatt.  ISftS. 
Nr.  10.  einen  AufsatE  unter  folgendem  Titel  verüffentlicht  hat: 

Eiulges  aber  die  ZertrGmraernngen  fester  Kfirper, 
so  wie  neBonders  fiber  die  Vermntbnng  der  Astrono- 
men, dass  die  Gruppe  der  kleinen  Planeten  die  Trfin- 
merstQcke  eines    einzigen  seien. 

In  diesem  Aufsätze  sind  Anwendungen  der  in  obigem  Problem 
zur  theoretischen  Betveisfflhrung  vorgelegten  Sätze,  von  deren 
Richtiglieit  Herr  Brenner  sich  durch  Versuche  fiberzeugt  hat, 
anf  die  Asteroiden  gemacht.  i>a  indess  Herr  Brenner  in  einem 
an  mich  gerichteten  Briefe  vom  20.  November  J852  selbst  sagt, 
dass  d«r  in  Rede  stehende  Aufsatz  jetzt,  wo  bereits  W  und  meihr 
Asteroiden  entdeckt  seien,  weniger  Werth  habe  als  frQber,  wo 
diess  noch  nicht  der  Fall  war,  so  lasse  ich  diesen  Aufsatz  nicht 
wiederholt  im  Archive  abdrucken,  sondern  begnüge  mich  voritufig 
mit  der  Mittheilung  des'  obigen  von  Herrn  Brenner  gestellten 
Problems  und  insbesondere  des  nicht  uninteressanten  Erfahrungs- 
resultats  über  das  Sprengen  von  Steinen ,  von  dem  in  diesem  Pro* 
bleoi  die  Rede  ist. 

Absichtlich  stelle  ich  aber  dieses  Problem  nicht  unter 
die  Rubrik  „Uebungsnufgaben",  sond,ern  tbeile  es  nnter  den 
„Miscellen"  mit,  womit  sich  ja  wohl  Herr  Brenner  einver- 
standen erklären  wird. 

Der  Heranisgeber. 


Jeder  weiss,  wie  störend  z.  B.  bei  Sextantenbeobachtungen 
u.  B.  w.  das  Zittern  des  Quecksilberhorizonts  bei  Erschütterungen 
des  GebSudes  durch  vor  überfahrende  Wagen  u.  dersl.  ist.  In  dem 
Hagazin.far  die  Literatur  des  Ans  landes.  18&3.  No.  27. 
S.  100.  nird  folgende  diisselbe  völlig  beSeittgeu  sollende  Vor- 
richtung angegeben,  die  ihre  Erfindung  den  Herren  MauTsis 
und  Seguin  verdankt: 
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„Ein  ffteiker  eiserner  Hake»  war  an  dar  Deck«  das  Zimmers 
bere8tlgl;.an  diesem  Haken  war  m'rttelat  eibea  Doppelseilea  ein 
Riiw  von  KaatacbiJE  Migefa&nfit,  der  ans  einem  KaatachnkatreifeB 
KcbMdet  war,  desaen  Enden  Ober  einander  gebogen  and  mit  Bind- 
faden zusamraefieefonnden  waren.  An  diesem  KaatschnkriDge  hing 
an  Stricken  das  Brett,  auf  welchem  das  mit  Quecksilber  geAÜUe 
GeftsB  wie  auf  einer  Wagschaale  stand.  Man  wartete,  bis  Alles 
an  dieser  Vortichtang  tn's  Gleichgetvicht  und  zor  Ruhe  gekom- 
men war  und  betrachtete  dann  mit  einem  auf  die  Qaeck- 
silberflHcbe  gerichteten  Fernrohre  die  Spiegelbilder  verschiedener 
Irdischer  Gegeostfinde ;  ihre  Umrisse  traren  vollkomneo  featste- 
bend  und  scharf  faegrfimt" 

Es  wird  rulkaniairtes  Kantschuk  empfohlen  und  bemerkt, 
das«  man  darunter  Kautschuk  verstehe ,  welches  lingere  Zeit  in 
geschmolzenem  Schwefel  öder  Schwefelarsenik  gelegen;  diea«s 
Bebalte  seine  Elastacit£t  bei  jeder  Temperatur,  wShrend  das  ge- 
wSholiche  Kautschuk  bei  3**  hart  werde. 


Man  weiss,  dass,  wenn  in  einen  Kegelschnitt  ein  beliebisea 
Secbse<d[  ÄBCDEF  beschrieben  ist,  die  Ihircbschoittsponkte  der 
Seiten 

AB  und  DE.    SC  und  EF,    CD  und  FA 

immer  in  einer  nnd  derselben  geraden  Linie  liegen.  In  dem 
Briefwechsel  zwischen  W.  Olbers  und  F.  W.  Bessel. 
Zweiter  Band.  Leipzig.  1852.  S.  133.  ff  zeigt  Bessel, 
dass,  wenn  A,  B,  C,  D,  £,  F  sechs  auf  einem  Kegelschaitt 
liegende  Punkte  in  beliebiger  Lage  sind,  immer  die  Durchschnitts* 
punkte  der  Linien 

AB  nnd  CD,     AE  nnd  CF.     BF  und  DE 

In  einer  nnd  derselben  geraden  Linie  liegen. 


In  dem  „Brieftrechsel  awiscben  W.  Olbers  und  F. 
Vi.  Bessel.  Herausgegeben  von  A.  Erroan.  Zweiter 
Band.  Leipxig.  18ft2.  S.  136.  nnd  S.  137."  findet  man  (ron 
Bessel)  folgende  trigonometrische  Relationen  angefGbrt: 
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äaia-b)ooa{A+B+C)  +  BiD(Ä~-^oa[tL+b+C) 
=0M(£— (>ia(^-|-«+0  -  v9B(A-~a)m»iB-i-blC} 

ttod 
—  Bin(a— 6>iii(-i+B+C)-8iii(^— B)8iD(o+6+C) 
=  co8(B— 6)c08Mfo+C)  —  co8(^-a)co8(B+ft+C). 


In  dem  mehr  enrShirten  BriefiFschsel  zwiacbcnOlbers 
und  Bessel.  ThI.  I.  S.  363.  tbellt  Bessel  Mioera  Freunde  fol- 
genden Satz  mit: 

„Wenn  In  dem  rechten  Winkel  abc  eine  Ellipse  80  {^dreht 
wird,  daes  ab  und  be  immer  TaDgenten  von  ihr  «md;  eo  ixt  d«r 
Ort  Ihres  Mittelpunktes  ein  Kreisbogen ,  um  b  mit  dem  Halb- 
roeMer   aV2— ee  beschrieben,  dessen  Sehne  gleich 


(IV^(1-V"1-M) 


In  den  „KurseD  Erinnernnsen  an  Momente  meines 
Lebens.  Jugendzeit — '  erste  26  Jahre"  welche  Bessel 
in  seiner  letzten  schmerzhaften  Krankheit  ceschrieben  hat,  die 
ige  Wochen  später  am  17.  Mfirz  1^  den  Seinigen   und 


sehen  W.  Olbers  und  F.  W.  Bessel.  Erster  Theil.  Leip- 
zig. 1852.  S.  IX  ~  S.  XXX.  abgedruckt  sind,  findet  sich  auf 
~i.  aXIII.  die  in  dem  Munde  eines  solchen  Mannes  wichtige 


und  deshalb  von  Lehrern  zu  beherzigende  pädagogisch-mathema- 
lische Aeusserong: 

„In  Untertertia  des  Mindener  Gymnasiums"  —  bis  zu  tvelcher 
Klasse  nämlich  Bessel  gekommen  war.  bevor  er  zum  Kaufmanns- 
stande üherging  —  „wurde  zwar  Unterricht  in  den  ersten  Anfangs- 
grflnden    der,  Geometrie  ertheilt,    allein  ich   glaube,    dass  dieser 
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Anfanu,  wehD  er  ohne  Fortsetkunc'  bleibt,  nicht  {teftienet  ist, 
fliaen  Begiiff  von  dem  eigentlichen  Wesen  der  Matheniatik  zu  er- 
zeugen. Uie  Aohngsgraude  der  allj^enieiDen  Rechenkunst  und 
Algebra  wfirden  dies  schon  ebet  leisten." 


Lehrsatz. 

Wenn     a*  +  s*=^     ist,      «o     ist    j^+s"<i"     oder 
J^  +  P">-*".  jenachdeni  iii>2  oder  ni<2  ist. 

Beweis. 

Man  selsB  x^at,  y=fri,  so  ist  nach  der  Voraussetzung 

aV  +  hV=t*.     also     a''+/.«=l; 

folglich  ist 

a<l.    ft<l 

indem  wir  den  Fall,   wenu  eine  der  beiden  Grössen  x,  y  oder  a 
b  der  Null  gleich  wäre,  ausscbliessen  wollen. 

Ist  nun  in>2,  so  ist,  weil  <i<l,  &<l  ist,  offenbar 

(!"<«>,  Ä»<6*j    also    o"+A"<a«+6»; 

folglich  nach  dem  Obigen 

also 

■(i":"  +  Ä"i"<i»,  d.  i.  ((«)■" +(fe)"<i'»; 
folglich  nach  dem  Obigeo: 

Ist  aber  in<2,  so  ist,  weil  i(  <I .  6<1  Ist,  ofieubar 
«">«'',    6">A'*;    aUo    n»  +  6">n»  +  4*; 
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folglich  nach  dem  Obigen 

a«.f  Ai»>|, 

Also 

a-i-  +  6"i"'>i",  d.  i.  ((w)"  +  (fa)»>t"; 
folglich  nach  dem  Obigen 

Anmericune.    Der  Gleichan!;  .T'-f^=:*  genflgen  die  dre 
Seilen  eines  rechlwinliligen  Dreieck«. 

G. 


.  In  den  „Astronomischen  Nach  rieh  ten.  Nr.  849."  findet 
man  einen  interesnanteii  Aufsatz  von  Herrn  Doctor  G.  Scbwei- 
zar,  Aatronomen  des  Konstantin'schen  Messinstitutes  zu  Mos- 
l(au,  in  irelchem  Herr  Dr.  Schweizer  ia  sehr  überzeugender 
Wfliae  einen  Zusanimenliang  der  bei  totalen  Sonnenfinsternissen 
beobachteten  Prutuberanzen  mit  den  Sonnenfaciceln  nachweiset. 
Die  grosse  Sonnenfinstemisa  vom  SSsten  Juli  1851  bat  Herr  Dr. 
Schweizer  in  Hachnowka  im  Kiew'schen  Gouvernement  beob- 
achtet.   Schon    vom   -a— .-.,-    an    liess     Herr   Dr.   Schweizer 

von  den  damaligen  ZOglingen  des  genannten  Inatituta,  jetzigen 
Offizieren  Herrn  Petschkowski  und  Troizki,  sehr  sorg- 
fältige Zeichnungen  der  Sonnenflecken  und  Sonnenfackeln  anfer- 
tigen, nnd  theils  die  nachhengen  Beobachtangen  der  Sonnenfin- 
steroisa  in  Macbnowka,  theils  von  anderen  Orten  Iier  bekannt 
gewordene  Beobacbtnngen  zeigten  Protnberanzen  bei  gleichen  Po- 
aitionen  wie  die  vorher  gezeichneten  Sonnenflecken,  ja  es  Hess 
sich  ancb  selbst  einö  Aebniicbkeit  in  den  Gestalten  erkennen. 
Wir  können  hier  uns  nicht  weiter  über  diesen  Gegenstand  aus- 
lassen ,  verweisen  aber  unsere  Leser  dringend  auf  den  jedenfalls 
höchst  interessanten  Aufsatz  des  Herrn  Doctor  Scbweizer.  den 
nir  fCr  sehr  wichtig  halten. 
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In  dem  lesensirerthen  Programm  der  Ritterakademie  -  zu  Lieg- 
nitz  von  Ostero  1853  (m.  8.  Literar.  Bericht  Nr.  LXXIX.)  hat 
Herr  Inspector  Gent  daselbst  den  folgenden  einfachen  Beweis 
des  Lhuilier'scfaen.  Ansdrnclui  für  den  vierten  Theil  dea  Bpbfiri- 
•chen  Excesses  gegeben. 


Nacb  den  Gansa 'sehen  Gleichungen  ist: 
CQ»^(A  +  B)        cos  j  (d  +  6) 


Au  dieaen  Gleichungen  folgt: 


co82(J+fi)Tco«CW>— ,JC)       cos^(ffl+A)Tcos^c 


sin  2('i  +  ß)Tsin(90<'— 2*^       coSjCa— 6)T  cos.jc 


also  nach  bekannten  Zerlegungen : 

•lnj{^+ ß+ C-i80")8in  jM +ß-C+ 180"^ 


i,inj(a  +  Hc)slnj(a+6-c) 
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sin  2  C 
cos  j-(a+i+c)co8  7-(ii+6 — c) 


" 17 


coaj(J+ß+C-I80<»)Binj(^  +  B-C+180») 


«  y  (— a4-A+c)c(>s  j  (a—b + c) 


Ungj(^+ß+C-1800)tangj-(^-fB_Cfl80») 
Ätangj(fl+H-c)taDgj(o+6— c), 

taug  j  U+ Ä+ C- 180»)cot  j  (^+fi-C+180<0 

=  tangj(— (i+*+c)tangj(o-6+c). 
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Hultiplicirt  ip«n  iliese  beiden  GleicbuogeD  in  einander,   80  erhSlt 
man: 

tangj(|^  +  Ä  +  6'-180^* 

=*ang4  («+*+<=) tan«  J (- <»+6+c)'«inS  4  {o—* t*^)  toDg  j (n+ft-c/ , 


=  y  tangj(o+6+c)tang^(-a+6+e)taiig|(fl— 6+f)tangj(o+*-c)' 
Trelcfaee  der  gesuchte  Ausdruck  ist. 
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Velber  Interpolation  und  mechanische 
Quadratur. 


dem  Heraasgeber. 


EiDleitung. 

1d  mdner  der  mechaniachen  Qu&dratur  gefrldmcteo  Abband- 
lang,  welche  im  Arcbi«  Tbl.  XIV.  Nr.  XX.  abgedruckt  Ut,  hab« 
ich  xaDfichst  vorzQglich  eine  strenge  EnttvickeluDg  der  berChinten 
Fonneln  von  Cotes  und  der  nicht  minder  H'ichtiaeo  uod  berahm* 
teil  Correction«formelii  von  Stirling,  netche  früher  Oberhaupt 
noch  Dicht  streng  entwickelt  und  bewiesen  warden  traren,  zugeben 
versucht,  dann  »ber  auch  gezeij^t,  nie  msn  zu  den  Formeln  von 
Gauss,  wenigstens  tu  so  weit  dieselben  hauptsächlich  Anwen- 
dung finden  durften,  gelangen  kann,  ohne  ubrigeos,  wie  Gauss 
in  buchst  scharfsinniger  Weise  gethan  bat,  diese  nichtigen  For- 
meln ganz  allgemein  zu  entwickeln.  Alle  so  eben  genannten  Fot> 
mein  zeichnen  vor  allen  übrigen  zur  mechanischen  Qaadratur  in 
Vorschlag  gebrachten  Fonneln  besonders  dadurch  sich  vortheil- 
baft  aus ,  dass  sie ,  um  in  genmelrischero  Sinne  zu  sprechen,  nicht 
unbedingt  erfordern,  die  Ordinaten  in  gleichen  Abständen  zu  neh- 
men. Ausser  diesen  Formeln  giebt  es  zur  mechanischen  Quadra- 
tur nocb  andere  besonders  zum  Gebrauche  in  der  Astronomie  und 
io  den  Naturwissenacbaften  überhaupt  geeignete  Formeln,  welche 
die  Ordinaten  in  gleichen  Abständen  zu  nehmen  erfordern,  unter 
denen  sich  baaptsScblicb  eine  Formel  durch  grosse  Eleganz  und 
Leichtigkeit  der  Anwendung  auszeichnet,  welche  Laplace  i»  der 
HAcaniquB  Celeste.  ;Tome  IV.  Livr«  IX.   No.  S.    anfahrt. 


oy  Google 


3«2 

ohne  zu  bemerken,  dus  diese  Formel  wohl  ciKentllch  nrsprflng- 
lich  von  Lagrange  (M^moirea  deBerlin.  1772.)  herrührt*). 
Laplace  gelangt  zu  dieser  Formel  in  aeiner  bekannten  gewöhn- 
lichen Weise  mittelst  seiner  Fouctiona  gän^ratrices.  Der 
fe  IV  ähnlichen  Differenzen  rech  nun^  bedienen  sich  Lacroix  im 
raitä  du  caicul  differentiel  et  du  calcul  integral. 
Tome  III.  p.  182.  und  in  ganz  gleicher  Weise  Pont^coalant 
in  der  Theorie  analytique  du  eystäme  dn  monde. 
Tome  II.  p.  105.  Alle  diese  Entvrickefungen  lassen  aber  be- 
sonders rücksichtlich  der  Allgeraeinheil  jedenfalls  noch  Manches 
zu  wünschen  flbrig,  und  namentlich  scheint  mir  auch  die  in  Rede 
stehende,  nach  meiner  Meinung  «ehr  bemerken swerthe  Formel, 
überhaupt  noch  nicht  'unter  dem  richtigen  ticnichtsp unkte  und  in 
gehürieer  Allgemeinheit  dargestellt  worden  zu  sein,  weshalb  ich 
versuchen  will ,  in  der  Tonl^enden  Abhandlung  eine  m&glichat 
strenge  und  allgemeine  Enlwickelung  dieser  höchst  wichtigen  und 
merkwürdigen  Formel  zu  geben,  die  hanntsSchlich  fQr  dteBerech- 
hung  'der  BtSrungen  der  Planeten  und  Cometen  grosse  Vortfaeite 
darzubieten  scheint,  weshalb  sie  auch  dazu  von  Laplace  und 
Pont^coutant  voriügltch  in  Vorschlag  gebracht  worden  ist. 
Besonders  scheint  dies  aber  der  Fall  zu  sein,  wenn  man  die  StS- 
rungsrecbnungen  nicht  mehr  in  der  filteren  Weise,  sondern  in  der 
neuen  an  sich  ganz  elementaren  Form  führt,  welche  neuerlich 
besonders  von  Encke  in  den  Astronomischen  Nachrichten. 
Nr.  791.  792.,  fraher,  wie  Encke  in  Nr.  814.  desselben '  Journals 
selbst  bemerkt,  schon  von  George  P.  Bond,  Geholfen  an  der 
Sternwarte  zu  Cambridge  in  Nordamerika,  in  Vorschlag  ge- 
bracht worden  ist,  wobei  ich  jedoch  zu  bemerken  nicht  unterlas- 
sen darf,  dasB  Encke  in  den  angeführten  Abbandlungen  auch 
ausführlich  und  in  eigenlhümlicher  Weise  gezeigt  hat,  wie  die 
mechanische  Quadratur  bei  der  neuen  Form  der  ISlürungsrechnun- 
gen  nach  seiner  Meinung  am  besten  in  AusQlhmng  zu  brin- 
geti'  Ist, 

Die  Enlwicketnng  der  erwähnten  Laplace'sehen  oder  Lagran- 
ge'schen  Onadraturforrael.  welche  ich  in  dieser  Abhandln ng  gehen 
werde,  siebt  aber  in  so  enger  Verbindung  mit  der  Theorie  der 
Interpolation  bei  gleich  weit  von  einander  aoetebenden  Ordinalen, 
dass  Ich  auch  diese  Theorie  in  ihren  Hanptmomenten  zn  entwi- 
ckidn  genüthigt  bin,  hoffe  aber,  däss  meine  Entwickelnng  dersd- 
1>en  durch  ihre  EigenthOmMcbkeit  das  Interesse  der  Leser  einlger- 
ma^sen  in  Anspruch  zu  nehmen  geeignet  sein  wird.  Ihe  berflnin- 
ten- Newton'sehen  InternolBtionaformeln,  zn  deren  Entwickelung 
sich  Laplace  in  der  Tntforle  analytique  des  probabiHt^s 
Livre  I.  Cbap.  I.  Ne.  4.  gleichfalls  der  Theorie  de»  fon- 
ctiona  g^n^ratrices  bedient  bat,  werde  ith,  um  diese  Ab- 
handlung (ÜT  jetzt  nicht  zu  sehr  anszudehoen,  in  einer  spsteren 
Abhandlung  in  möglichst  einfacher  and  elementarer  Weise  zn  «nt- 
wickeln  suchen. 


•)     M.  R.  ilattiomadachaii  Wörterbnrb.  ThI:  IT.  S.  I«5. 
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Das  Intorpolationsprobläm  kann  im  AllgemeineD  auf  folftende 
Art  aus  gesprochen  werden: 

Es  sei  eine  Reihe  von  GrCsneD 
^  Xq,  Xi,  X^,  Xf,  ....  x% 

111)4^ ii^d  zweite  Reibe  gleich  rielei  Gi8B«en 

gegelien.  Mao  soll  eine  Function  y=sf{x)  von  x  von' 
aofctier  Beschaffenheit  finden,  dass  dieselbe,  Treno 
man  der  nnabhSngigeo  verSnderlicben  Grltsse  x  die 
Weithe 

Xff,  Xi,  X^,  Xf,  ....  Xn 

bM'lÜgt,  respectlve  die  Werthe 

Sa.  yi.Jff'Ä'  '■•■  9' 
erbSIt,  so  dass  also 

Sto=A«o).  ffi==A^i).  ff2=A*«).  ....jh=A«-) 


Han  kann  sieb  die  gegebenen  n  + 1  Werthe 

■xo,  a'i,xt,  xa,  ■■■■  xm 

der  nnabbäDSigen  TerfiDdeilichen  Grösse  x  als  Abscisaen,  die 
gegebenen  Werthe 

So>  Si.  ya.  Sf3.  -9» 

der  Function  y=if{x)  als  die  diesen  Abscisseo  entsprechenden 
Ordinalen  in  einem  beliebigen  CooTdinatensyslem  denken,  und 
wird  dann  sogleich  fiberseheo,  daso  das  allgemeine  Interpolations- 
problem, aas  diesem  Gesichtspunkte  betrachtet,  auf  die  folgende 
geometrische  Aufgabe  znrtlckkommt : 

DuTch  »-I-1  gegebene  Punkte  in  einer  Ebeoe  eine- 
Cnrve  zu  sieben,  oder  diA  Gleicbnng  eiser  Gnrve  xn 
findCRi  iveJcb«  durch  «-|-1  gegebene  Punkte  in  einer 
Ebene  gebt. 
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Ans  dieser  geometrisclten  Fassung  der  AnfgiAe  etciebt  sieb 
auf  der  Stelle,  Aobb  das  iDterpolationsproblem  im  AHgeiBelaen 
«ne  anbestimmte  Aufgabe  ist,  weil  dnrcE  n-f-1  gegebene  Pnnkte 
offenbar  nnendlich  Tiele  eben  so  rieleo  Terschiedenen  GMetaen 
«nterworfeiie  Cnrren  gezogen  werden  kODoen. 


{.2. 

Wegen  der  Uebestimmtfaeif  iea  iDterpolationsproblems  üb  All- 

gemeinen  Ist  es  nütbie,  dasselbe  durch  Hinzufagung  besonderer 
edingangen  zu  einer  bestimmten  Aufgabe  zu  machen.  Dass  auch 
hierin  dem  matbematischen  Scharfsinne  wieder  ein  grosser  Spiel- 
raum verstattet  ist,  bedarf  kaum  einer  besonderen  Bemerkoog. 
Um  uns  aber  fiQr  jetzt  der  Form-anzuschliessen,  unter  welcher 
das  Interpolationsproblem  vorzugsweise  in  der  Astronomie  und  in 
den  Maturwissenscfaafteo  Anwendung  findet,  wollen  wir  uns  die 
folgende  Aufgabe  vorlegen; 

Man  soll  eine  ganze  rationale  algebraische  Fan- 
ctisn  v^f{x)  des  nten  Grades  von  solcher  Beschaf- 
fenheit/luden,  dass  dieselbe,  wenn  man  ihrer  unab- 
bSngigen  verSoderlichen  GrOsse  x  die  n-f-l  gegebenen 

Wertbe 

Xq.  *i,  Äa,  xt,  -..  X. 
beilegt,  respflctive  die  r  ebenfalls  gegebenen  Wertfae 

ffo.  ffi.  yB.ya.  •-  »« 
erh&lt,  so  dass 

aio=AJ^.  Si-Aaii),  yi=A«i). ""  y«=A^«) 


Der  AnflSsung  dieser  in  jeder  Beziehung  hSchst  wichtigao 
Ai^gabe  werden  nnsere  folgenden  Untersuchungen  ledlglicfa  ge- 
widmet sein. 


Zuerst  und  vor  allen  Dingen  mnae  man  zeigen,  dass  das  In- 
terpolationeproblem  unter  der  ihm  im  vor  hergehen  den  Paragraphen 
gegebenen  Fassnng  eine  vSlIig  bestimmte  Aufgabe  ist  Die  fo|> 
genden  Betracfatnngen  werden  geeignet  sein,  uns  hiervon  voUfcom- 
men  zu  iibeneugen. 
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Uaberiwnpt  «ei 

eine    beliebige  ganze    rationale    algebraische  Function  dea  Alen 
Grades  tob  x,  welche  fOi  x=Xo  Terschwiadet ,  ao  dass  abe 


and  i&e  FonctioD  X  iat  alao,    weil  bekanntlich  allgemein 


ist,  dnrch  die  GrSsae  X'—Xq  ohne  Rest  theilbar,  ao  dasa  näm- 
-  Geh  der  Qootient ,  welchen  man  erhält,  wenn  man  in  X  mit  x — x^ 
dividirt,  jederzeit  eine  ganze  rationale  algebraische  Fnnctiim  dea 
(ifc— l)sten  tiradea  ist. 

Hierans  llsst  sich  ferner  leicht  herleiten ,  dass  die  ganze  ra- 
tionale algebraische  Function  X,  wenn  dieselbe  verschwiadel, 
wenn  man  fdr  x  irgend  einen  der  sSramtiich  unter  einander  an- 
gle ichea  Weithe 


setzt,    wo  die  Anzahl  n+l   dieser  Werthe   nicht  grSaser  aU  k 
sein  soll,  jederzeit  durch  das  Product 

{a— Äo)  ^jB—Xi)  (a;— Xj)  —  (x — x») 

ohne  Rest  tbeÜb&r,   und  dass  der  Quotient  eine  ganxe  rationale 
dgebraische  Function  des  {k — n— l)8teD  Grades  ist. 

Weil  nfimlich  nach  derVoraaasetzung  X  fllr  x^Xf,  verschwin- 
det, 80  ist  nach  dem  Vorhergebenden,  wenn  man 


setzt,  Xg  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des  (A— l)ster 
Gndea  von  x. 

Nach  der  Voraussetzung  Terschwindet  aber  A^  auch  fürx=X|. 
Ako  mos«  das  Prodnct 


(a?-aro)Ao 
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fBr  x=Xi  Terachwinden ,  und  da  dod  nach  der  VdqnwniUaiig  Xo 
und  Xi  a^leich  sind,  also  x^Xq  fflr  :r=:r,  nicht  Terschwindct. 
so  mnss  J^,  f  Sr  x:=Xi  vcTSchwloden^  so'  dfuw  akq^  e^h  ^^i»  Obi- 
gen, wenn  man 

setzt,  X^  «ne  j^dz»  rationale  iJgebraische  Fnnction  des  (A— 2)teo 
Grades  ron  x  ist    Daher  ist-  nao  nach  dem  Vorhergehenden 

X=(x~x^(x-x{)X^:, 

Nach  der  Voraussetznog  verschwindet  aber  Xsach  iSr  x^^. 
Also  mass  das  Product 

ix-^o){i'—Xi)Xi 

fQr  ^=29  verschwinden,  nod  da  nun  nach  der  VoniassetziiDs 
Xoi  ^1  ni^  ^>  unter  einander  ungleich  sind,  also  {x—x^{x—x^ 
fär  x=:x%  nicht  verschwindet,  so  mnss  Xi  fQr  x=^g  verschwin- 
den, so  dass  alfio  nach  dem  Obigen,  nenn  man 

setzt,  Xa  eine  ganse  rationate  algebraische  Fnnclidn  des  (A — Sjttn 
Grades  von  x  ist    Daher  ist  nach  dem  Obigen 

X==i(x-^o)(^—»i)^~a^Xa. 

Wie  man  anf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar,  nmi  es 
ist  folglich  unter  den  gemachten  Voraussetzungen: 

X=  (X—Xo)  (X—Xi)  {x—X^....(x—Xm)X„  , 

WO  lU  eine  ganze  rationale  algebraische  FnncttoD  des  (A—r— lö- 
sten Grades  bezeichnet,  so  dass  also  X  jederzeit  durch  du 
Product 

iX—Xt^  (x—X,)(x—Xti^.^X—Xn) 

ohne  Rest  theilbar  ist,  wie  behauptet  wurde. 

Wir  wollen  nun  «BDehmen,  dass  die  beiden  beliebigen  gwizeB 
rationalen  algebraischen  Fonctionen  ^(x)  und  ^(x)  von  x  Xüt  die 
sfimmtlich  onter  einander  verschiedeneD  Werthe 


von  X,  deren  Anzahl  n-|-l  grüsser  sein  soll  als  der  Grad  jeder 
der  beiden  Functionen  g)(x)  und  ^(x),  sleiche  Werthe  edbälten; 
Bo  l&sst  «ich  leicht  zeigen,  dass  die  beiden  Fnnctio»eB  7(x>  u)id 
^p(x)  identisch,  d.  h.  fOr  jeden  Werth  von  s,  einander  gleich 
sein  mOssen. 
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Wäi«  DSinUcb  aicfat  idaDtlwfa,  d.  k.  fir  jMlafcWarth  rbni«» 
<p(x)^^{r),  so  n-Sre 

eine  ganze  rationale  algebraische  Fnnctioo  von  x,  619  titktlAtmi 
tisch,  d.  b.  ftlr  jeden  Werth  von  x,  deich  Null  wfire,  ood  der 
Grad  dieser  Function,  welchen  wir  . durch  ^t  bezgichiian  n-ollcD, 
wäre  unter  den  gemachten  N'oraussetzungen  jedentalls  kleiner  al8 
R-f  I-  Nach  der  Vorausseliung  erhalten  aber  die.  Fiju^tipnen  ^(x) 
and  if>(x)  fär  die  n-f  I  ungleicben  Wertbe 

ffo,  Xi,  «a,  X„  ....  Xn 

von  X  gleiche  Werth e ;  also  venchmndet  die  gance  rationale  alge- 
braische Function 

<p(,x)—iix) 

dee  Aten  Grades  von  x,  wo  k  kleiner  als  R-fl  ist,  (Sr.dle  n-|-l 
HD^icben  Werthe 

«0.   '1.  i»l'   «i *" 

na  X.-  Daker  ist  nach  dem  Obigen 

a=(«— a^(ir— ir,){a;— j^  .....  (*— «b_i)Xt--|., 

-WO  JTfc-t  eine  eanze  rationale  algebraische  Function  Aai'(k — i)- 
ten  oder  Oten  Grades,  d.  h.  «ine  constnnte  QrSase  fet;  ■  nijd  ifa 
BDD  ^{x)  —  -^{x)  nicht  identisch  gleich  Null  ist,  so  verstftwindet 
offenbar  diese  constante  Grösse  ^jt-^  nicbt. 

Nan  verschwindet  aber  nach  dem  Obigen 

<p{x)^Mx) 

auch  für  die  Werthe 

Xt.  Xl^i,XkH,....Xn 

TOB  X.    Abo  ist  nach  dem  Vorhe^ebenden : 

Q={xi~x^{xk~Xi){xk—x^....{xk—Xh^i)Xk-i, 
0=(*Hi— ^)(^*+i— afiKari+i— ■*a)—(-y*+i-**-i)-3^*-i. 


0^(0=«— «o)  (ar.— «iX««— !Ca>....  («■— «*_i)Ä-i 
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ttoi  dl  nnn  nach  der  Vontuetzmg  die  Wcrtbe 
xa,  ri,  a:,,  x^,  —  a^ 


(xk—Xo){xi^Xi)(xk~X^.:.(xir—Wh-l), 

(•**+«— «ö)(a;fcH—a^)  (a:i+»— a:J....(«H4-«*-i), 

n.    s.    w. 

(;r«^«o)C«iir-:ri)  (xn~x^  ....(ä.— »_,). 

A1m>  mnss  offenbar  Xt-^  verechwiDden. 

Ds  dies  dem  Vorhergeheoden  widerspricht,  no  mnM  niuere 
obise  Annahme,  daas  die  Functionen  <pix)  und  i('(:i;)  nicht  idea- 
tUcn,  d.  h.  für  jedes  x,  einander  gJ eich  Kfireo,  falsch  sein, 
und  diese  beiden  Functionen  sind  dalier  anter  den  ^machten 
Voraussetzungen  jederzeit  identisch  einander  gleich,  me  behaai^- 
tet  wurde. 

Hieraas  ergebt  sich  aber  unmittelbar ,  dass  das  Interpolations- 

Sroblem  unter  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  ihm  gegebenen 
assung  eine  Tollstlndig  bestimmte  Aufgabe  ist,  d.  h.  dass  jed« 
ganze  rationale  algebraische  Functioo  «  des  nten  Grades  von  x 
vollständig  bestimmt  ist,  weDD  man  die  deo  r-|-I  oogleicheB 
W«ithen 

Xq,  Xi,   X%,  Xf,  .•••   Xa 

TOD  X  entoprecheDden  Werthe 

yo-yi»».  j» s^i 

dlesw  Fnnction  kennt,  weil  nämlich  nach  dem  Vorhergeh^ndeo 
alle  ganze  rationale  algehraisclie  Functionen  des  «ten  Grades  vea 
X,  welche  fQr  die  n-|-l  ungleichen  Werthe 

Xif,  X|  ,  X^,  Xg Xu 

von  X  die  Werthe 

so'Si'  Sf  9t'  ■•■■  y« 

erhalten,  unter  einander  identisch. sind.  Kann  man,  was  bierbet 
immer  vorausgesetzt  wird,  nur  eine  ganse  rationale  algebr^che 
Function  g  des  nten  Grades  von  x  finden,  welche  (üi  die  n-f-l 
ODglöchen  Werthe 
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v(H)  a;  die  gegebenen  Werthe 

fo»  Sit  S*'  fi'  ••"  Jf" 

Hhält,  HO  ist  dsdorch  die  Functicm  y,  wdche  bei  dem  Interpetat 
tioDsprobleni  geancht  nird,  ganz  im  AU^em^en  gefuoden.  Wie 
nun  aber -eine  solche  FudcÜod  jedenut  gefnnden  werden  kann, 
soll  im  Fönenden  gezdgt  werden. 


{.4.  , 

Unseren    ferneren   UntersnchnAgen   fiber  das  Intetpotations- 
pToblem  schicken  wir  die  folgende  Betrachtung  Aber  die  Fonctio- 

nen  llberhanpt  voraos. 

E>  sei  f^x)  eine  ganx  bel|eblee  Function  von  w,  so  bat  man 
Dir  jedes  a  and  a  die  folgende  identische  deichnng: 


oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

9W  ~ i 

setzen,  die  Gleichnng 

In  dieser  Gleichnng  setze  man  nnn,  was  offenbar  verstattei  ist, 
fllr  X  und  m  respective  x-\-^x  nnd  a— Ax,  wo  ^d ebenfalU  eine 
gans  beliebige  Grüsee  bezeichnet^  so  erÜllt  man 


ier 

■       3)    Ö=A/(i)+(»— A*>Av(a!)-,v(*)A«• 


^yGoOgIc 


Setzfla  (vir  in  dieaer  Glaicbimg  flir  ja.  und  s>  wieder  lespective 
:c-fA^  tiod  I» — äk^t  eo  erhalten  wir 

0=A/(^A»)  +  Co— 2A»)A?i(f  td^tJ-ltCl+A^JA*. 
aU»j   itaQB  wir  VD0  dteeer  .ei«dineg  die  <iJeiolliiilg  2)  abzielna: 

=   Art»+A:c)-A/(») 

+  (i.-2Aic)lA5>(a+Ai)-Al><»)|— A»(»)A* 
;  .^       —  t?>(a^^-A^r)— ^(^»A^, 

folglicli 

'  »)■  0=A'/!;j^)+(">-^A»)ÄM/«)-2A»WA«- 

Wird  ia  dieser  Gleichnnf;  (ilr  d;  und  o  wieder  reepective  J^t-A^ 
und  a— A^  gesetzt,  so  etgielit  si^li: 

0=AV(rtA»)+(«>-3A»)AV»+A:>^)-2A?'(«+A*)A«. 
also,    wenn  man  Ton  dieser  Gleichung  die  Gleichung  3)  abliebt: 

0=    A'rta+Ai)-A'/i:») 

+  (.-3A:s)iM«+i»)-("-2A»)AM»>,    , 
-älAyC^+AxJ-ATWIAi 

=    A1«rtA»)-A'rt:ü) 
+  («.-3A»)IA'9>CH-A«)-A'»(*)t-A'»WA» 
-2IA»(»tA»)-A»(«)lA«. 

folgUcb 

4)   0=A'/t«)+("-3A*)A'W»)-3AV(i)A*. 

Wie  man  ««f  diese  -Art  iamer  wsitst  gelisa  lunq,  is^  ktla.  Auch 
erhellet  die  Richtigkeit  des  allgemeinen  Gesetzes  auf  der  Steile, 
ohne  dass  man  dasselbe  erst  durch  den  Berooulli'scbeu  Scldss* 
allgemein  zu  beweisen  braucht    Es  ist  nämlich  allgemein: 

5)   0=A"A»)+(">— »A»>A"»<*)-"A"-'t(»)A*- 
Hieraus  erhSIt  nunnber.  die  fet^endeo  deiolningeti:  ■  ' 


»Google 


A»+«>)=A«)+"»(*).  > 

u.    a,    w. 

■  '.  i 

wdcbe  ferner  dmcb  ain  einracbea  SobtrtitatiooiVMblireD  ■ogleich 
zn  der  folgenden  Gkichnng  fahren: 

,  «>{o>— Aa;)(»~8AJc) 


1.2.3Aar" 

U.      B. 


AV(^) 


.■«(ih/Aj;)(«.-2A^M»-(«-l)Aal) 

+ 193      .A^ -AfW 


L2.3..-IIA»" 

-2A3:)-(( 
...nA^ 
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t-^Afl«) 


Bezeichnen  wir  aber  in  dieser  AliiiandluDg  die  BinomillceefBeien- 
teo  Dir  den  Expenenten  A  immer  doich 

(*)..  (i)i,  (*)..  (*).,  (*)..  -; 


6)    /(re+.)=rt.)  +  (^)_A/W  +  (35^).Vrt») 
n.    s.    w. 

Wenn  ^'i/^xy—O  iet,  le  int: 


»Google 
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n.  B.  w. 

+  (^)>'«"- 

Ist  z.  B.  f(x):si3^,  indem  m  eine  positire  gaaxe  Zobl  beseicb- 
net,  so  ist 

V(:.)  _ ~ =  (^  +  -)-:«' 

also  nach  einem  bekannten,  acbon  oben  angewandten  Satxe : 

D.  8.  W. 

+a:— », 

woran«  sieb  ergiebt,  dau  in  dieaem  Falle  <pix)  eine  ganxe  ratio- 
nale algebraiacbe  Fnnctioa  des  (n  — l)sten  Grades  tod  x,  nnd 
Tdlglicb  aacb  einem  belcannten  Satze  ^"9(:e)  =  0  ist.  Also  ist 
»•ach  7): 


+  (^).^"-^ 


5.  B. 

Wir  wollen  aun  die  Reibe 
(»)i.    -(l+l),(«)in,   a+JW«)»^.   ._(-lWHcW»)J+).. 


»Google 


wo  n  «ine  ganz  beliabige  GtSsse  bezeichnet,  dagegen  l  und  f» 
positive  ganze  Zafalep'sein  saIIvd,  zu  saDUDlren  Bucbeni  indem 
wir  der  Efirze  wegen 

=(n)i-a+i),(».)i+i+a+2).('')i**+ +(-iKi+pw«)if^ 

setzen. 

Nach   einem  wbt   bekannten  Satze  von   der  Zerl^nng  der 
Binomialcoelficienten  io  zwei  andere  BinomialcoefGcienten  ist: 

9(1,«)=    (B-I)i_,+{n_l)i 

-(i+I)i(«-l)i-<Hl)i(«-l)ifi 
+  (l+2Wn-I)ji+i+(l+2),(»-l)l4* 
-  (l+3),(«-I)l+,-(i+3),Cn-l)H.       ' 
u.    s.    w. 

+(-I>'(l+rt„(.-i-l)it^,+(-l)»(l+rt^«-l)ifl. 

-l(lfl)i-(»)oK»-l)» 

+  l»+2).-(l+l),l  («-1)1+1 

-|(l+3),-a+a),l(«-I)J4, 

a.    8.    w. 

+( -lvi(n-rt/i-<»+(^l)M-,  K»-i)J+(.-i 

+  <-WH(.W«-l)it/.  ■ 
=  (»-l)»-,-'a),(.-l)l  +  (H-I)i("-l)Hi-'»+2),(«-))H,+— 

....+(_l)P(i+|.-lWn-l)«^,+(-l)*(H|.W«-l)lt»- 
Also  hat  man  die  Relation: 

»(^«)=^(l_I,n-I)  +  (-I)P(»+rt|.(«-l)i+„. 
Nnn  ist  aber 

(i.f(.)(H-|.-l)...a+l)  (.■-l)(n-2)...(it-i-|.) 
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■,  ,(H|t»(a.-(i(i^l)...Jai   (.-l)(.-3),.^a-i^)i) 

—  l.a.3..1.1.2.3..(.      '  I.2.3...(i4|>)  ; 

_  (Hrt(i-n.-l)...()iJ-iJ  (.-i)..C'^'l(»^'-')-(«-i-rt 

—  1.2.3....i  OairtW^MJ+c) 

(.-l)(»-2)..,(.-l)   (i.-t-l)(„-i-2)..(«-t-rt 

—  1.2.3..1  '  ^^  ].2^..|>  • 

also 

(1+?W«-1)W,=  (»-1W"-1-I)«. 
uod  folglich  nach  deu  Obigen: 

»CJ,«)=»(J-lrfi-l)+(-lWn-lW«-l-l)„, 
Leiclit  erbettcti  daas 

?<0, ») = <n)o  -  (n),  +  («X,  -  (»),4  _ + (-IWn), 

=  (").-(«-I)o+(''-l)i-(»-l).+-+(-l)'('>-l)>»-1" 
-(»-l),+(«^l),-(.,-l),+...+(-l)«(«-l)„ 
alao  ■       I 

9.(0,n)=(-l)»(»-l)„ 
ist    Also  ist  nach  der  obigeo  Relation: 

■  ,,(l,»)  =  5<0,ii-l)+(-lV(»-l)i(«-2), 

=  (-1 W  -2),.  +  (-I«n-l),(n-2)„ 
=  (-lyi(»-l)o+(«-l),l(«-2), 
.  .      =(-IW)iC»-2)|..-  ,.      .    , 

=(_1),(„_1),(„_3)„  +  (-1)«(„_1),(,_3), 
=  (-lVI(«-l),+(.-l),l(»-3)« 
=(-l)»(»)a("-3),.     , 

9(3,ii)  =  T0,«-l)  +  (-W»-I).('>-4)«  ,        , 

'    =(-I)/'(«-l),(n-4),  +  (-I)(<»-I),(»-4),/ 
=(-])»  I  (»-1),  +  (n-l),  1(«-1), 
=  (-W»).(»-')«. 


»Google 
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Wi«  man  aof  dieu  Art  w^tor  gehen  kaoD,    ist  Mar,   und  es  ist 
folglich  allgem«D: 

9(l,n)=(-I)K«W«-il-l);.l 


=(ii)i-(i+l)»(n)H,  +(1+2W«)H«  +  -  +  (-lWl+l*yn)l4*- 


fi.6. 

Indem  tvlr  dem  eigentlichen  InteroolatioDsprobleDi  nnn  nSher 
traleo,  wollen  mr  annehmen,  dass  die  gesuchte  ganze  raäonale 
algebraiBche  Function  des   nten  Grades  von  x,  wdcbe  üQr 

^=0^,  Xi,  X%,   Xt X, 

rcspective  die  Werthe 

So.  yi»ft»i%.  •••-»■ 

erbalten  soll,   die  Function 

sei,  «vollen  aber  jetzt,  wie  wir  schon  frOher  bemerkt  bal>en,  die 
besondere  Voraussetzung  zum  Grunde  legen,  dass  die  gegebenen 
Werthe 


der  anabhSngigen  v  erfind  er  liehen  Grösse  x  eine  arithmetische 
Reihe  der  ersten  Ordnung  bilden,  deren  bextSndige  Differenz 
durch  ^Xq  bezeichnet  werden  mag. 

Nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  haben  wir  die  Gleichung 

yo=4>  +  A^^  +  AtXn*-\-AtXo*  + ....  +  A^o'i 

aus  welcher  sich  nach  bekannten  Principien  Oberhaupt  die  folg«- 
den  Gleichungen  ergeben: 


oy  Google 
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A*-'yo= 

wo  die  GiOraen 

yo.  Ayo.  AV.  A'jo.  -  A"-."*».  A"3fe 
BUS  dor  g^«ben«i  Reihe 

,     ,     yo.  ffi.  j^.ft.  —yi.  . 

nach  dem  folgenden  bekaDoten  Schema  berechnet  werde^  mfimeD : 


yi  — yo 

y.-2yi+iro  ,       , 

ya-ffi         „  yB~3Ä  +  3yi— yo 

3fc— 2yfl+yi 


Ä  y4-^ 

»>       i 


+ya 


3f»>-i-3y--a+y—j 
■-a 


y--i-%it-«+^'iH-»— y«-4 

y.-3y»-, + 3y,-,-yB-, 


wo  all» 
»o=yo' 

Ayo=yi-So. 
A'»o=y»— 2yi+yo' 

A^o =y«  -3s«+ 3y,  — yo , 
n.    a. 
ThdiXX. 


oy  Google 
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A':yo=jta—(«)iy»-i  +(")»!'»-*--('')>*"'»+■■•+(— l)'(''>>«to 

ist.    Natfirlich  wird  man  aber  bei  praktischen  Anwendua;^ 

So.    Ajo.    AVo.     aSo. A"So 

Dicht  nach  diesen  Formeln,    sondern  in   bekannter  Weise  durch 
saccessive  Si^btractioo  nach  dem  obigen  Schema  berechnen. 

Zur  Bestimmung  der  Coefficienten 

der  gesuchten  Fnnctien 

erbXit  man  nnn  aber  ans  den  obigen  Gleichnogeit  «nwittelbar  die 
folgenden  recurrirenden  Fnrmela: 


nA. 


A— ^0        A-y 


"Aa»)       AiTo    '       A«o  "'    '"      A%  '' 


In  diesen  Formeln-  ist  die  erste  Anflnsang  des  InterpoUtlions- 
problems  enthalten. 

Häufig  kommt  bei.  An  wen  dangen  der  Fall  vor,  dass  fra=0  ist 
In  diesem  Falle  bat  man  z.B.  für  n=5  die  folgenden  recumren- 
den  Formeln,  mittelst  welcher  sich  die  Coefficienten 

Aqj  Ai ,  A\  I  Aft  I  A^ ,  A/j 

bestimmen  lassen: 


»Google 


»» 

Sich  fihnltcbc  KpnnetD  füt  noch  {(lüdsere  Wertbe  von  n  m 
berectiDeti ,  hat  nicht  die  mindeste  SchtvierigkeiL  Für  den  prak- 
tisGbm.(ii«braficL  Ut  as.  natQrlich  voTtbeilbaft  und  nothwendie,  die- 
selben bis  Eti  eioec-  inüglichst  hohen  GrSnze  hin  vonätnig  zo 
haben. 


Eine   neue  AnflSswig   mgefer  Anfgaba  ..ergiebt,  sich  auf  fol- 
gende Art. 

WeoD  Mr  d)»  im  Torbergehenden  Paragraphen   cDtnickellen 
Ausdrücke  von 

nadi  der  Reibe  mit 

'  V  A««/r  V  Aar^A'.  V  A^oA'"'v  A*o  A 

rauMpIlciren   und  |i»  erhaltenen  Gleichungen  dann   xa   einander 
addiren,  ao  erhallen  wir  die  Gleichung: 


»Godgic 


»0 

=   A 

n.    ».    w. 

+''-i*.-+(^).'^-»-+(^0.'^"'»-+- ' 

Setzen  wir  Dun  Iü  der  Gleichung  {.  4.  8)  ßr  a;  und  i»  respectlTe 
Xq  «nd  a:— a:<„  also  Xo  +  (x—a^:=x  för  «+«,  «*o  erh&ltoD  wir 
'den  Ausdruck: 

'■=^-  +  (^°).A-"-+(S').-^'-'«-+" 

-■+(^).^--- 

und  folglich,  wenn  wir  in  dieser  Formel  nach  und  nach 

11=1,  2,  3.  i, n 

»etaen,  nach  dem  Torhergehenden; 

•■■+(^).-^-^ 

also,  weil  bokanoüich 

S=A  +  •4*+'«*^  +  •4«' +  -  + -**• 


»Google 
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«=»»+ (^)>"+c-se).A>.+(^).-^v- 

welche  Formel  eine  nen«   sehr  benierktUwwertlie  Anllfsiing  des 
Interpolationaproblema  iiefert. 

}■  8.'  -■'■ 

Eine  drittfl  AnflMinig  ergiebt  aich  aaf  folgende  Art. 
Bekaootlich   Ut: 

yo— Jo. 
Ayo  —tfi—0)i9o> 

n.    s,    w. 

A"sro=y--(«)iy-i+(n)ay-a+-+C-in«i«yo- 

Abo  ist  nach  dem  Torhergeheoden  Par^^pheoi  t 

9=    So  .,   ,  ' 

+  (^'),  1»  -  (3)1»+  (3)^1  -  (3)dhl 
n.    8.    w. 

+  (^'),l».-(«)i»^  +(")ö.-»+-+(-l)"(")i«ol 


»Google 


3S3 

+l(^).--+'-'>-<"'"(^)J- 

n.  B.  w. 

+!(S'L-<»).(^)J,^. 

also  Dach  dem  in  $.  5.  beniesenieb  -Sstee  tod  dflB  BinomitdcivefS- 
cieoten : 

+<-'>-(^).&?-'')^>»' 

D.      8.      W. 

DWiioiGdOglc 
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EUl  Ist  aber  aflgem^u: 

—  1.3.3....  k^xo^ 

und  weil  dod  bskaimtlich 

xt — Xo  —  iSk^ot 
xh~Xi  =  (k~l)!^X(,, 
«*  — ^={*— 2)Aa^o. 

u.  s.  w. 
jTt— at*_,=  2AjCo' 
;rt— ic»-i=  1A^> 
:ri—  «*-h =T~  1 A^  f 
jti  — a;i+a= — 2A*ü. 
Xk—  xn-s = — ^Ä^o  1 

n.    8.     w. 
a»— a:«=  —  (n— Ä)  A^ ; 
also,  wenn  man  mnnipliclrt:  _ 

(Xk—Xo)  (Xt~xi) ....  (art— «l-j)  iXk—Xki-i) ....  (Xk—Xm) 

=1.Ä  3..jtA  V  •  1.2-l.-(»-*)  Aa;»"-*-  (-1)—» 
ist,  so  Ut  Dach  Üem  Obigen  offenbar: 

\  AJ'o  /*  V  Aaro  A-* 

.     ,,^     (x--x^lx~xt)....(x--xt^t)(x-~xt+i)^(x^xky 

~^~'^^-(xk—Xo)(.*k-x,)..(xk-xt-i)(xk~xk-n).A.xir~x.) 


oy  Google 
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<-"-*(^XC-^-*-'L 

{xir—Xf^ixk—Xi)...ia:k—Xk-t)(J!k~Xk+i)...(a:k~Xny 
Inabesonder«  bat  man  Doch  zn  merkeo,  das> 

.      (- 


-»•(^(x^-'). 


und  Tolglicb,  weil 

XQ—xa=—^/^Xo, 
«0— ai=— 3A«o. 


=  (— I)-.1.2.3..„»iA,*o" 


_       (g— Ji )  (j:— Ja)  (x—Xg) ...  (x—Xn) 


Daher  iat  jetzt  nach  dem  Ohlgeo : 

(j— j()(j— JaXa'— a^»)(j— g^J'-Cj?— g») 
*  (aro-^iX^.— «aX^o— «»){^— «4)-  (iCo— «■)  *" 

(j— j:.0(j;— irg)(j— a:,)(j— ■-i:,)...(g-nj^ 


oy  Google 
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'*'  iXa~X(;){Xn~Xi)(Xn—X^{Xg~a:t)..^XK—Xm-{)^" 

Dieae  merkwürdige,  zaerat  tod  Lagr&n|;e  gefaiiileDe  Inter* 
polationsfonDel  iat  freilich  hier  eigentlich  bloss  für  den  Fall  bv 
wiesea  worden,  wenn  die  GTÜssen 


eiae  arithmetische  R«ibe  der  eratep  Ordann^  bildea.  Indeas 
übersieht  man  anf  den  ersten  Blick,  das«  die  Grüaee,  durch 
welche  wir  rnrfaer  y  ausgedrückt  haben,  gani  allgemein  för 

a!:=XQ,  Xi  ,  X^t  Xs,  ....  X» 

respedive  die  Werthe 

yo.  jfi.  »fl.  ya.  ■■■■!'" 

erbUt,  ao  dass  also  die  obige  Fomel  «ine  ganz  allgemeine  Inter- 
polationarormel  ist,  d.  h.  dase  durch  dieaelhe  das  Interpolationa- 
problem  in  der  ihm  in  §.  3.  gegebenen  Fassung  ganz  allgemein, 
was  auch  die  GiSsaen 

^Oi  ^l>  ^'  ^'  — •  ^ 

sein  mfigen,  anfgelOat  wird.  , 

Aas  der  vorher  bewieseoeD  Formel 

■  +<-''-<s).(^^"^).-.- 

a.    s.    w. 
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+'-'KS).-.(^^-).»-    . 
+'-'K??).(l?-»-0.»- 

erfafilt  mui  sogleich  die  Tolgende  bemerkeDswertheFonDd: 

-=  <-«"(S).(S-"-').-"- 

n.    a.     n. 

+ (-'KS).-.(^-').<-«+"-«^^ 

oder 

<-"-=  (^)X^-').-" 


»Google 
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■  +(-')7-C^t).-.(^°-»).<'"+<»-«'^«.)' 

wo  tut  3^  tnid  ^Xf,  alle  beliebige  tirQsseu  gesetzt  werden  bünnen. 

5.9. 

tiebeo  wir  jetzt  zu  der  mechan lachen  Quadratur  über,  so 
kSnneo  wir  die  dieselbe  betreffeDd»  Aufgabe  im  AllgemeiueD  auf 
folgende  Art  fassen: 

Man  soll  eine  ganze  rationale  algebraische  Func- 
tion y=::F(x)  des  (n-fi)sten  Grades  von  solcher  Be- 
schaffenheit finden,  dass  der  Differentialquotient 
y=/]]j:)  derselben,  wenn  ihrer  unabbSneigen  veränder- 
lichen Grwsse  x  die  n-|-l  gegebenen  Werthe 

Xf,,  X^,  X^,  X^,  ....  Xm  , 

beigelegt  werden,  respective  dien-fl  eben  falls  gege> 
benen  Wertbe 

»o.»i.fti;y> y 

erb&Lt 

Cm  diese  Aufgabe  anfzulSsen,  btäncfaen  wir,  indem  wir  wie- 
der annehmen,  dass  die  gegebenen  GrCssen 

±0*  ^li  ^ai  ^s>  ■"'  '■ 

eine  arithmetische -Keihe  ieh  ersten  Grades  mit  der  constanteo 
DiffereQz  A^oi'^tlden,  nur  etwa  nach  j.  6.  die  ganze  rationide 
algebrvsctae  Fanction  des  nten  Grades 

y=Ao  +  A,x  +  A^^^Atx»  +  ...'i-An.t' 

so  zu  bestimraen,  dass  dieselbe,  wenn  man  für  X  die  Werthe 

Xq,  X,  ,  Xg,  X),   ....  Xn 

setzt,  tespecüiie  die  Wertbe 


DK!,tzü.DyG00gIC 


orhSlt    Denn   dann  wird   die  gestiebte  Fnndion  F  ofenbu    im 

Allgemeinen  durcb  die  Formel 


=/j**, 


also  wegen  des  Obigen,  trenn  C  eine  nillkQh Hiebe  Conatsnte 
bezeichnet,  welche  jederzeit  aus  den  besonderen  Bedinfinngen  der 
jedesmaligen  Aufgabe  bestimmt  werden  mass>   durch  die  Formel 

dargestellt,  und  daher  unser  ProbUm  hlerdnrcb  vollstindlg  gelSst 
sein,  weil  die  Bestimmung  der  CoefficienteD 

4)»  "It   "%i  "8'  ••■•  "■ 

schon  In  $.6.  vollstSndig  gelehrt  worden  ist. 


S- 10. 

Zn  einer  anderen  Auflilsung  des  Problems  der  mechanischen 
Quadratur  führt  die  in  §.  7.  gej^ebene  BestimmuDg  der  Function 
y=f[a:).    Dort  ist  nämlich  gezeigt  worden,  dass  immer 

»=»«+(S''X'^+(^).^^»+(^f).  '^^•+- 

ist-    Also  kann  offenbar 


D„t„an,  Google 


Iteaetit  werden ,  and  die  den  einzeloeD  Wertben 

«Ol  ^i.  ^.  ^ «■ 

von  X  entsprecfaeDden  Werthe  von  F  erhfilt  man,  wenn  man  (Qr 
die  obere  GrSnze  in  den  Integralen  der  obigen  Formel  naefa  ved 
nach  die  roratehenden  Werthe  setzt. 

Setsen  nir  aber  der  Kurse  wegen 


^= «0  +  «A«o  >    Sä  =  A^o^ ! 
wobei  man  zu  bemerken  bat,  dass,  weil 

«o=«0. 

a^=a:(j  +  2Ajro, 


ist,  wenn 

ist,  reepective 

11=0,  1,2,3,  ....  n 
■at;  so  ist  ofenbar 

F=C+A^tS'oy"(«)o9«+Ayoy**(«),3« 


a:=«o.  a:,,  x^,  ä,. 


■/•'■ 


-K^lhl     («).ä« 


»Google 
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und  die  den  Wertben 

Zq,   Xi,  X^,  Xg,   ....   Xn 

TM  X  entapreGbenden  Wertbe  von  Y  erhalt  mao,  «renn  niftn  lilr 
die  obere  Gränze  in  den  Integralen  der  voretebenden  Formel  aacfa 
der  Reihe 

0,  1,  2.  3.  4,  ...  n 

setzt. 

Bezeichnen  wir  alag  jetzt  die  den  Werthen 

x„,i^,  «,,  Xa.  .-..  X, 

vott  X  entsprecbenden  Wertbe  von  Y  oacb  der  R*ihe  dnrcb 

Ko.  F..  F„  F„  ....  F,; 

80  ist  allKetnein,  nenn  f»  eise  beiieluge  der  positiven  ganzen 
Zahlen  0,1,  2,  3,  4,...n  bezeichnet: 


+  A-yt,y  "w-B«] 


Nebmen  wir  aber  grösserer  Bestimmtheit  wegen  an,  dass  das  In- 
tegral so  bestimmt  sein  soll,  dass  es  für  x^Xa,  d.  i.  tÜlr  h=0 
verschnindet,  was  jedenralls  der  Allgemeinheit  nicht  schadet,  weil 
man  ja  immer  zu  dem  ea  bestimmten  Integrale  sieb  wieder  eine 
willkQhrliche  Constante  addirt  denken  kann,  so  ist  offenbar  G=3|), 
und  folglich  nach  dem  Obigen: 


ovGdg^Ie 
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F„=^i„(jr„y''(,.»+A,„y%),8«+A=»c>y''<«w«i 


■  +A"»oy''(«)Ai| 


Die  Werthe,  welche  die  Functioe 

oder 

y = yo + (»)i  Ayo  +  (")a  A Vo + (»)s  A  V + -  +  (»)« A-Jo 
erbilt,  wenn  man  .ßr  x  di«  W«Tthe 

«Bf  1  =Xo  +  («+!)  A^ . 

«»+ 4=.T(,  +  (i»+4)  A^o, 
u.  s.  w. 
d.  h.  für  8  die  Wertbe 

n  +  l,    n+2.    n+3,    ii  +  4 

setzt,  wallen  wir  reBpective  durch 

S'+t'  »»la-  y»-f«.  y»+». 

bezricilnen.    Nun  ist  bebanntlSch 
oder 

yi+(«-I)iÄyi+(«-l)iAVi+""+<«-lJ"A"y. 


oyGopt^lc 


x=ixi,  ar,,  Xf,  Xi,  ...  a:»h 
respectir«  die  Wertbe 

,       Si.y«.Sa.  S*.  -•  SM-i 
erbält.    Weil  aber  liacb  dem  Obigen  auch  y  Rir 

X=Xi,   X%,   Xg,  X^,  ....  3:11^ 

/eapectlve  die  Wertbe 

erbalt,  ao  mass  nacb  dem  in  §.  3.  benieaenen  Satze 

oder 

aein.    lu  ganz  ähnlicher  Weise  iat 

oder 

y,  +  (tt-2),  Ajft.  +  («-2),  A  V+-  +  C"-2).A"y» 

eine  ganze  rationale  algebridache  Function  des  nten  Grades  von 
X,  welche  fSr 

X=Xt.  X,.  Xt,  X^,    ....   Xn^ 

reapective  die  Wertbe 

3fe»Ss-  »4.  S»'  -  y"4a 
erbSlt.    Nacb  dem  Obigen  erbfilt  aber  auch  y  (ür 

X=X%,   X^,  Xt,  Xt,   ..-   «,+, 

respectire  die  Wertbe 


oy  Google 
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Also  ist  nsdi  den  ia  j.3.  bewiessMD  Satze: 

od«  , 

y=^  +  (K-2),AÄ+C«-2)*A'yi+—+(«-2)«Ä-y«- 

Wie  man  anfdlese  Art  welter  gchm  kann,  ist  klar,  und  man  er- 
bSlt  daher  fibethanpt  die  fotgendan  Gleicbnagen: 

S'=yo+{»)iAyo+ {")aÄ'y»+ -■• +(w)«A*yo. 

,= ,,  +  {a-l),ayi  +  (ti-I)flAVi  +  ■:•  +  ('*-'^)-^'*!'i . 
y=y,+(i,-2)iAs,+f«-2).Ä»y.  +  -  +  f«-2)-A"yi. 
,=,,  +  («-3),Aff>+(«-3),AVa  +  .-  +  («-3).il-to, 
n.    8.    w. 

S/=lfi-t  +(a— f*+l)iAS/— i  +  (»<-»*  +  l)«AV(^+..-    . 

.™+(ii-P+I),A-yp-,. 

Nun  ist  nacb  dem  Obigen  allgemein 
also  nach  einem  bekannten  Satze  der  Integtalrecbnnng : 

wo  man  in  die  einzelnen  ft  Integrale  oacb  der  Rdbe  fOr  «  die 
obigen  ^  Ausdrücke  dieser  FanctlOD  einf^ten  kann.  Setzen  wir 
aber  OI>erhaiipt  in  dem  Integrale 


y'(B-p+i),3» 


die  GrSase 

a — p+l=e,    alao    9u^8r; 
Thail  W. 


■      D,=;,lz.d.,C00g[c 
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iiod  liberiegeD,  dasc  Btt  «s» — I,  ussp  TespacHr«  ircO,  «a1  1 
so  erhalten  wir  auf  der  Stelle  die  Gleicbnog  . 

f-l  0 

oder,  was  oatSrlicb  Dasselbe  ist: 

/''(«-p  +  l),ö„--Y*'('')f3"- 
Nach  dem  Obigen  ist  als» 

V-. 

=»-1  y '  (»» + '^■Sr^J     Wi**  +  ^%p-iy '<«).ä»  +  - 

+A"»-iy"(«)A, 


I 
I 
I 
I 

»Google 


+ 

1 

'S 

+      +      +      •? 

»         »         9       -5- 

•s  -s  -s  s 

c"           ^           C-           "■ 

+ 

1*11 

J     i     +     + 

•c. 

§  ^  §  $ 

2 
'S' 

•s  -"^  -s  < 

1  1  f  f 

i  i  i  i 

'S 

+ 

•s  -s  -s  •< 

ff  ff 

t> 

+     +     +     + 

f 

§  r^  5 

woraus  sich  ferner  sogl^fa  die  iolgende  Formel  ergiebt: 
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3»e 

Es  Ut  aber 

a»b  + 1^1  +  A»+ A»+ •■•  +  A»i^ 

=  (»i-So)  +  (S«-»il+Öli— »«'  + +<si'— »1'-') 

=  Sc-So. 
ii'»>  +  il"sri  +  A'j.+AV.+-+AV«-i 

=(A!(.-Ayo)  +'<Ajl.-Asi)  +  (Asi-Aj,)  + +  iHnr-Mli-t) 

=  Ay;.— Ayo. 
A"»«  +  AVi  +  A'».+  AV. + + AV-i 

=  AVe-A^o. 

U.      8.      W. 

/Usb  ist 


n,«,=„,C(10glc 


M7 

+  (Ay/.-ÄS(»)y*\»)«3M 

«.   8.   W.  ■ 

io  welcher  FoTmel  man,  um  die  gesuchten  Grüssen 

*"..  ^1.  y%.  i"». F- 

KD  etbalIeD,  nach  und  Dach 

(t=0,  1,  i,  3,4,  ...  n 

setzen  innss.  Fdr  u=:0  ist  freilich  die  obige  Fonoel  eigentlich 
nicht  mehr  anwendbar;  man  weiss  aber  sns  dem  Obieen,  dass 
F,=0  ist.  " 

Die  obige  Formel  mass  nnn  aber  noch  so  umgeformt  werden, 
dass  man  zn  der. Berechnung- der  sämmtlichen  GrOsseu 

T^.Yi.  y»,  r,. ....  F. 

bloss  der  gegebenen  GrSssen 

»..».»•.  yj »M 

und  ihrer  Dlbrenzen,  nicht  auch  der  oben  durch 

jw-i.  y«*«.  y-+»'  !Ma>  ■■•■■ 

bezeichneten  GrSssen  und  deren  Differenzen  bedarf,  wozu  wir  alwr 
zuerst  den  folgenden  Satz  von  den  BinomialcoefBcienten  beweisen 
mflssen. 


oyGQOgIc 


»8 


§.ii. 


Wenn  u  eine  beliebige  GrCeee  iet,  aber  £  and  fi 
positive  ganze  Zshien  bezeicboea,  >o  ist  immer 

(«)«+(*)i(«')Mi+(A).('«)/*f>+-.+  (*)i(»W 

Beireis.- 

I.  FOr  *=1  l8t 

.  w(B-l).-(lt-(.+l)(B-fl) 

+  ■  1.2JJ...0*+1) 

In  dem  besonderen  Falle  ^=0  bt 

Man  siebt  also,  dass  der  Satz  Rtr  jedes  positire  ganze  ft 
nnd  &!sl  gilt. 

II.  Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  der  Satz  ftir  jedes  po- 
sitive sanze  ft  und  k — 1  gelte,  und  wollen  daraus  abzoleiten  sw 
eben,  dass  er  dann  aucb  nlr  jedes  positive  ganze  ^  uod  k  gelten 
moss,  wodnrcb  seine  allgemeine  Galtigkeit  beiriesen  sein  wird. 

Nach  einem  bekanoten  Satze  -vos  den  Binomialcoeffiden- 
ten  ist: 

(A),  =  l+(&-lA, 
,  (*),={*^l),+(i-l)„ 


oy  Google 


(«);.+(*)I(«)*^H  +  (*).(»)h^  +  -  +  (m^)^ 
-    («),.+(A-l)i(«Wi  +  (*-J)a(«W+-+C*-l)*-i(«)M**-i 

+  («)^+i  +  (*  - 1).  («)*.+>+(*  -  lUuh+»  + 

....  +(*— l)*-i(«)*-+i+(fc-i) , 

and  da  nun  nach  der  Annahme  dftrSats  für  jedes  ft,  folglich  auch 
tOr  t^+i,  and  £—1  gilt,  so  ist: 

(«);.+(*).(wW.+(*)»(«)/H*  +  -.+(*M«Wt 

also  nach  eiuera  bekunnteD  Satze  von  den  Binoniialcoellidenlen : 
(")p  +  (*).(«)*.+!  +  CÄ)a(«)^,+ ....  +  (A)*<i.),<+* 

wi«  bswiesm  weiden  eoUte. 


In  dem  in  §.10.  gefundenen  Ausdrucke  von  F^,  wo  bekannt- 
lich fi  nicht  grSsaer  als  n  ist,  kommen  aosset  der  bekannten 
GrOase  A^o  '""'  ^^'^  bestinimten  Integralen 

f\tt)t3u,    j(u)^u,    f^iu)tdu, j{u)Jdu, 

deren  Werthe  immer  ohne  Schwierigkeit  berechnet  werden  kSn- 
nen,  die  Grössen 

So.  ffi.ya.  Vi'  —  Sni 

Ajte,  A*i)o.  A*>o,  J^V« A»-'if.! 

Ay^.  AV'  AV'  A*?^.  ™  A"-"»^ 

ror.    Die  bei  unserer  Auff^abe  eigentlicb  gegebenen  GrSsaen  sind 
in  dem  folgenden  Scbma  cnthaUeu: 


itzü^oyCoOglC 


400 
»»    3^    n    »ff«  ■—  ff^    9^ 

^9o  Affi  Ay>  Aa  Aff>-i 

AVo  AV  AV.  -  A>-. 

AVo  AV  "■■  AV-. 
AVo  ■••■  AV-* 

A'-'yo  A"-"?! 
A"^ 

Weil  ft  nicht  grSssei  ala  n  isi.  so  sind  in  dieMm  Schema  vVea- 
bar  di«  Grössen  • 

So.    ffi.    99'    ffi'  —  yp! 

Affo.  A"ä'  AVo.  A'ffo  ■-  A—Vo 

jedenfalls   enthalten  and  kunnen    ans  demselben  simraUkh  mt- 
■ommen  irerden.    Was  aber  die  Grossen 

Äff;..  AV*»  A*ff^  AV A— "ffi- 

betriffl]  so  sind  dieselben  unter  der  allgemrinen  Fom 

A*ff«. 


0<ä^b'— 1 

ist,  enthalten;  und  weil  nun  in  dem  ohigen  Schema  offenbar  bloss 
die  folgenden  Aten.UiSereDxen  Torkommen: 

AVi»  A*yi.  A*y«>  A*ffB.  -  AV-*?     , 

so  Ist  in  dem  obigen  Schema  der  wirklich  gegebenen  GrUssen  £e 
GrSssfl  A^fffi  eoUuilten  oder  nicht  enthalten,  Jenachdem 

n'^n — fc  oder  f*>ii — t 

ist    Hieraus  ei^iebt  sich,   dass  von  dea  Grifssen 

-Affp.  AV'  AVi"  A'ffM.  --  A'-^^ 
die  Grössen 
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Ayp,  AV.  AVm.  äV.  -■  A— '^/< 

in  dem  obigen  Schema  der  wirklicli  gegebenen  GrSaaen  enthal- 
ten, dagegen  I  die  Gnlswn 

A"-**-»y,..  A"-'^'»^.  A— "+'!<;..  .-.  A"-"*;. 

in  diesem  Schema  nicht  enthalten  sind.  Die  enteren  GrUsaen 
fcOnneo  daher  ans  dem  obigen  Schema  unmittelbar  entnommen 
werden,  die  letzteren  mOssen  wir  dnrch  die  in  diesem  Schema 
rorkommenden  GrDssen  aussadrücken  suchen ,  wozu  wir  jetzt  fiber- 
gehen  wollen. 

Zu  dem  Ende  bemeriien  wir  zuTörderst,  dass*  weil 

y»+i.  y»«.  ff"-h.  9'**'  •■•■■ 

die  Werthe  einer  ganzen  rationalen  algebraischen  Function  tUt  • 

u  =  n+\,  n-f-2,n-|-3.  n-l-4 

sind,  welche  fflr 

«=0,  1,2,  3,  4,  .„■ 

respecÜTe  die  Wertbe 

yo.yi'  !/*'9»'  ■•■  J^ 
erhält,  di^e  Reihe 

»0.  yi.  y».  ft.  ••-  y».  y-+i.  y»+*.  9»h 


A'yo.  A'yi.  A"y»»  A"yB.  A"y4. 

unter  einander  gleich  sind,  und  deren  höhere  Differenzen  folglich 
sSnimtlich  versdiwinden. 

Nun  ist: 

A--''+»yM-i=A-^^;*-,  +  A"-''+»».-..  ■ 
A-^V/^= A-'**^yM-i+  A— ''+V/'-«. 


A"-S=A"-^i+Aryi. 
A"yi=A"yo; 
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A— "+"9^ = \'-''+'Sf-t + A"-'*^^/^  +  - + A— Vi  +  A^y, . 
Id  dieser  GlelchqDg  kann  man,  well  «Ich  die  Reihe 
»e-»!.  ft.   ff«.  ** - 

ooch  als  eine  arithmetische  Reibe  der  (n-f-llsten  Ordnung  be- 
trachten läset,  aoch  n-|-l  Itir  n  setzen,  wodurch  man  die  GleicouDg 

A— "+'*/•=  A"-'^'y/^i+A"-''+V»^  +  •••■  +  A"yi + A-**?« . 
also,  vreil  A"^'ya=''  '>^'>  ^'^  Gleichung 

A-''+V=A-^V/^i  +A"-''+V-a  +  ""+A'yi 

erhält;  und  wenn  man  nun  anf  die  Differenzen  auf  der  rechteo 
ISeile  des  Gleichheitszeichens  den  oben  entwickelten  Ausdruck 
von  ^'~''+hfn  anwendet,  Indem  man  ^rin  für  fi  nach  und  nach 
f*— I,  K~~^  f* — 3  ■■"  1  setzt,  so  ergiebt  sich; 

0.      8.     W. 


..._  +  (|.-l),A-sr,. 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  n-f-1  fOrn  und  bemerken ,   dass 
^'+^^^0  \at,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

=(1),  A"-H->,„_,  +  (2),  A-"^.-,  +  (3),  A-M^»,^  +  ■••■ 

...  +  (M-rä),A-»i. 
Folglich  ist  itacfa  dem  Obigen: 


»Google 


4m 

=a),A"-'H-v^+(l),:i-»*>„-,+(I),A-'H-'j;^+...+(l),A'*» 

+  (2).ll-»+V^4  +(3),(i-W',,^.  +  ...+(2),A"*, 
+  (S)i  A"-»*'»|.-.+-.  +  (S)ii"J(b 
-n.  B.  w. 

alsD,  wenn  man  adtlirt.  Dach  der  Lehre  Ton  den  figurirten  Zahlen: 

-+(c-i).Ä"»,. . 

Stetat  man  hier!«  N-fl  Ar  n  und  bemerkt,    daee  ^*+'ye=0  üt, 
eo  ergiebf  sich: 

=(2),A"-»t^«-,  +  (3),A-''+'j«-.+(*)aA"-'*ir^+- 

+<(— 2)aA'!»i. 

also  nach  dem  Obif^en: 

=(2)a;i-*^V;i-.+<ll).A-'^.^a+(2)aA»-«Vi>-.+-+(2).A'»o 
+(3),A-rt'3l,.-,+(3),A'-WV«-.  +-+(3)aA"»e 

O.  8.  W. 

+  0'-2)aA-J«) 
alBO,  wenn  man  addirt,  nach  der  Lehre  von  den  figurirten  Zahien: 

■•••+0— 1).A-»,. 

Wi«  maa   auf  diese  Ait  weiter  gehen  kano,  erhellet  hier  acbon 
mit  Tülliger  Deutlich keit .  und  e«  ist  daher  allgemeiD: 


Diqilizedby  Google 


A"^»t'»,=  (4-1)1-,  A-i*^«-!  . 
+(i)»-iA-»f-Hij^l_, 
+(M-l)a-i  A"-i'+^»»^J-. 

U.      B.      W. 

Den  in  §.  10.  gefutidetien  Ausdrock  too  F/i  nrollao  trir  jetzt, 
was  offenbar  verstattet  ist,  auf  folgende  Art  darstellen: 

F,.  =  Äa-ol9b  +  S'i+y«+3'i+ — +y»— I     \ 

/t 
tu),«« 

+  (A»<'-A»o)y"(«).8» 


+  (A-"»«-A-'So)/"(«).8« 

+(^"»,.-^■»0)  y"<t<).+,8. 


und  haben    nun  nach  den  rorhergehenden  Entwickelangen  oBen- 
bar  den  folg^den  Ausdruck: 
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II 


1 


l 


■k 


i. 


I 

4 


g       3" 


1  i 


V 

+ 

I 

+ 

f 


1    I 


1 
f 


i, 

i 


I  I 
•s  •■^. 
r  T" 


§ 


r 
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4M 

Srnnmirt  man  aber  die  in  den  Vertifcalreiben  atebendm  lategrale 

mittelst  des  In  5.  II.  bewieaenen  Satzea  von  den  Binomialcoelli- 
cfenten,  so  erhSIt  man: 


n.    a.    w.  o.    •.    w. 

Fflbrt  man  dies  in  den  obieen  Aoadrock  von  Fu  ein,  so  erhält 
man  mit  gehSriger  BerGckaichtiau^  aller  im'  Obigen  gemachten 
BemerinuigeD  für  .Ff<  die  folgoDoe  Foimel: 
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a.     «.    w. . 
+  (A—'V,.-  tir-«yaij     («).-rt,8» 


+  l\'-»<-'»»-iy(«V-|.hä«-Ä-»*-'»o/'(«)-/.«äi 

+  A— '+'SMy"(il+2).-rt.3»-i-t'jj/'(«),i-rt4S. 
u.  s.  w. 

+ A"»oy '  («+1^1  Wi«"-  '^"»oy  («)«i8» 


und  alle  In  dieser  Fonnel  eDtballeDen  OrSeseD  kommen  jetzt  wirk- 
lich in  dem  obigee  Scbema  der  gegebeoen  Gr&BBen  vor,  kSnnea 
also  anch  ans  diesem  Scliema  unmittelbar  entnommen  nerden. 
Dass  Fa  =  0  ist,  nissen  wir  aas  dem  Obigen. 

Wenn  man  in  der  Torhergebendfln  Formel  ^=n  setzt,  so  er- 


D,  Google 


+ A»-.  y '  (»),a«-  Ajo  y  (")^« 

+ AV-»  y '  (»+I)i8«-A'iro  y '  (»).ä« 

+ A  Vi  y '  (»+a).8«- Avy '  («)«8« 

u.  s.  w. 

+ A-yoy'<»+»-i)tiä"-A"soy  («Wis« 

-Mittelst  leichter  Reclitinng  findet  man  aber: 
/'(«).  8.=  + |. 

/l  1 

/i  id 

(")*^  =  -72Ö' 

/'        -  3 

(•)'="  =  +  !«)• 

7    <'')«*'  =  -6H8()' 


y'(t.)^=-,i. 


»Google 


«M 

/*         '  .       1 
(.+l),8.^-^.5j. 

/i  3 


Dftber  kann  man  die  AnfaDgaglie^Br  des  bhigen  Aiudracks  von 
¥a  auf  folgende  Art  scbreiben,  nodnrch  man  gans  dcDselben  Aus- 
druck TOQ  la  er^£lt,  welcfaea  Lapisce  a.  a.  O.  gegeben  hati 


r.  =  Air«  J  2!to+3(,+J(^+3!,+.-.+3f/,-i  +  5:J- 


19 


Dieser  Laplace'scbe  Ansdmck  t«p,  Ki  ist  als^  »Is  «infceson- 
derer  Fall  untef  nnaerm  obigen  altgeimtriDen  AuMracke  von  Fju 
enthalten. 


J.U. 

Ana  dem  Torbergehendea  Paragrapben  ergeben  sieb  nnmittel- 
bar  die  folgenden  GfHcbnngen: 


DMzüdoyGoOglC 


BrinseD  wir  das  tn  diesen'  Gleifibongett  attf  der  Stell«  sidi  s^- 
geiule  Gesetz  auf  einen  allgemeineD  aDslytiscfaeo  Ausdruck ,  s« 
erhalten  wir,  indem  il:  eioe  positive  ganse  Zahl  bezeicbnet,  die 
folgende  GleichuDg: 

Es  frSgt  sich  nun,  ob  die  Richtigkeit  dtesiai  Gleidrans  sieh  all- 
iKmein  beireiscD  ISsst.  Eiti  Weg,  diesen  allgemeinen  Beweis  m 
rahreHiBctieint  mir  aber  der  folgende  ui.aehi. 

Ans  dem  Obigen  wissen  wir,   dass  wir  im  Vorb ergehenden 
eigentlicb  die  folgende  Anrij-abe  anfgelGst  k^hen: 

Wir  haben  eine  ganze  rationale  algebraische  Fanction  von  x 
des  (it-l-l)sten  Grades 

.1  . 


Ton  solcher  Beschafenheit  gesnchtf  dass  deren  Differentialqnetient 
tut 

1  XSZS!f),  3!|  t  iTg,  Xf,  Xm 
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n^Mctire  die  Werthe  ,    - 

■■    »»afi.yi.»!.  ■■■■if' 

erhslt  nnd  faabeh'  xugleich  die  Canatwite  C  so-  bectl^mt,  itm  ^ 

Wir  ivoUaa  mo  am  OiiaaDg  ^*^'  GtOsMit 
«o.  *i.  »»,*■.-.  «-; 

nmkelireD,  und  wollco  also  eine  ganze  ntionmle  algebrvMhe  Fnn- 
ction  v<io  s  den  (i*-l-l)ste«  Giades 

von  eolcber  Beschaf enheit  suchen,  du«  dereu  DifferentialquotiMit 

U  =  Jlo+il,i+il»ar«+il,««+...+ilrf:" 
fBr 

X^Xm,    2b— 1 1    *■— ■>  X»—if    Xq 

reepecHve  die  Werthe 

»«,  jF«_j,  s*-a>  y»-*.  -•  3to 

erbxlt,  indem  irir  zugleich  die  Conatante  <£  -ao  bestimmen,  dass 
ip  tat  x^Xn  Tersehm-indel. 

Zuerst  ergielrt  tücfa  nun  aus  dem  in  6.3.  foewleserieti  Satze 
unmittelbar,  daaa  die  Fnttttlonen  y  Dnd  9  iaeotlsch  adu  mdasen, 
also  I 

Ao=Ma,  Ais:Mi,  At=^.  ••-  A=Aij 

folglich 

ist  Daher  haben  wir  jetzt  wegen  der  ana  dem  Obigen  bekann- 
ten Bestimmung  t^er  Constanten  C  und  tf  die  beiden  folgenden 
Gleicbnngcn :  ' 


nK.izcd.vCoO'^lc* 


41S 

W^^n  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Bedeutung  der  GrSaaen 
I'k  und  Pn  ist  aber  Teroer; 


V-=«+i-^o^+S'<iV+  ä^o'+"+^Xi^'^o* 


Also  ist  nach  4Jen  zwei  rorbergebenden  (üelcfaimgeH 

woraus  sich  die  Gleichung 

erlebt 

Bezeichnen  wtr  die  Differenzen  nir  die  Reihe 
»0.  ft.ya.  »1.  —  >« 
wie  gewühnlicb  dnrch  ^,  die  Differenzen  fffr  die  Reihe 

y«.  s»-i.  s»-i.  y»-».  V  sfe 

dagegen  durch  V*  ao  haben  wir  nach  dem  TorhergeheDden  Para- 
graphen offenbar  die  beiden  folgenden  Gleichungen: , 
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I'.=4«ol»>+»i +>. +yi +  ••• +»■- 1 

.    .    +<».-».j/"(«)i8» 

+ ii"».-.y  W)i8«- A'jy M.8« 

+  AV-«y"("+3)>äic-AVo/"(«).8» 
u.    s.    w. 

und 

T«=— A^tff«  +  y»-»  +?».-«+>•-«+  r-v'+ffl 
^  '  ,/■■  ^ 

+(j«-»">jr  <«),s. 
+  yyi  y  Wä»  -  vy.  y '(«),au 

+T>».y  Wi).8«-v>y  '(").8» 
j      +v'»y'(»+2).3i.-v'»y'Mis»  1 
tvv.yw3),8»-wy'w.8« 

11.  s.  w. 

+  v"j^'(«+»-i);+.8«-v-s.yV).+i8"    ■ 

iodeni  man  sich  auf  der  Stelle  abeneugen  wird,  dass  in  lelzlerero  Falle 
—  A^o    statt   4~A^o  im  erstereu  Falle  gesetzt  frerden  muse. 

Aus  einer  Vi     "  '  ' 
Berechnung  der  I 
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ft-» 

S*-?»+»o 

»ir-ft 

»■-2)l.+»i 

Urs, 

»«-2ft.+Jht 

*.-r»' 

! 

»■- • 


] 


y—,  »—»-2»-.+»—.       , 

y—.— !ta-i         „  »k-i— 3j"-«+'!h-t-*"-« 

»!►-.  »■- ■-'»•-•+S'.-i      „  .  «■  •■  "• . 

y-71  y-— Sih-i-h"- 


y- 

und 

y- 

y« 


y.-y-^ 


•1       „      .     y—i-3y— »+%"-!-»• 
y— I— 3y»-»4y»-i         „  „  «.  •-  w. 

y—4— 3yi-«+<b—«-»i-i 
•y-rty^-« 


»— y4  „      ! 

yi  »— 2y, ty,        ,    ., 

y«-y.  „          »1  -8»+*— y« 

y.  yi-2y.+y.                        »•••"• 

yi— ya  „               yo— 3y,+3ya— y, 

yi  y»— 2ji+yt 
yn-yi 

Ho 

mit  elnaDd«  «rgebm   «kh  ab«  nmnittelbv  die  folgenden  Giei- 
duuigen : 


Vyi  =-Aye. 

n.  e.  w. 

V>=(-l)"il"y., 

Also  ist  nach  dem  Obigen: 


Vy.  =— Ay»-i; 
V"yi.  =  -AV-ii 

n.  ■.  w. 


DwiioiGooglc 


+Av-.y(«#«-A'»oy"<'(+p)«««[ 
-  Av-iy  '(•0.'»+ Av«iy„v?»'"  I 


U.     8.  W. 


(Jebetlegt  nun  jetzt,  das« 

y '(«),  ä.d|  ■  ■     ' 

md  bmIi  dorn  Obigon 

n+v»=0'     ■       :  "■■  -■ 

ist,  ■»  «rhSlt  B»D  Jnrck  AMition  der  tnlden  tAigeo  AusdrScke 
von  ¥n  und  yii-dia.fi>)^«*dea  GU«ithuDgc&;   ' 
Für  ein  geradvs  n  ist:     - 

+(AV-.-A'»o)y'(»+l)i8«Hy'(»)i8«l 
+(AV.-.+AWy'(«+2)48«-y'(«)48«l 

+(AV"-.-A*»o)y<"+5)«s«+yw8"i 

+(i'»->+A'Soy'w-t).6i'-y'c»).8«l 
1.  s.  w. 

+(A-'»i+A"-wy''«+«-2)Ä-y(«)*i 

tCA-J«- A'So)y'(«+»-lWi8«-y'(»Ui8«l ! 
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IM     ■ 

Für  cId  OBgerodMii  ist: 

\       +(ÄV-V-A'3ro)ty"(«+l>i3"+/\«)i3"J 

n.  «.  w. 

Weil  nun  aber  dieae  CHeiebangfln  gans  unKbhftngig  von  be- 
«ondeTen  Werthea  von  A^o  .»nd, 

,  Ae^Ä.  ÄVo' AVo.  A*yft.-f  A**o>  ■: 

Affi.-!.  AV-1.  A^hi-s/aV-4....,;A-yo'' 

beiteheD,   Tielraehr  immer  ihre  Richtigkeit   befialten,   w&m  auch 

diese  GrKnen  f&t  Werthe  erhalten  nttgeo,  nod  weil  ferner  ancb  <i>  den 

obigen  GleicfanngeB  n  bäliebig  grosH  werden  kabn,  so' mitss  offenbar 

'y"(").s«-jr'(").ä«=o.  . 

yWi?4«"-y"'("),8«=o. 
y"(«+3jkB«+jr'(u),8»=o,  , 

Ik  S.  W.     0.  s.  w. 
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«r 

y"(«),3«=+y"(«),3ii, '  -''    ■    '■ ' 
'y"(i+i)i8»=-y"(.),a«.   ' 

y '(«+4).a«=+y '(«),8«, ' 

'         !  ^  a.  TT.    n.  s.  w. 

folglich  fSr  jedes  positive,  gmu^  S 

«in. 

UloTDacb  iunmMBIiaii)  in^SQIniuizuglolch  wieder  bemoriit,  d&se 

iat,  die  oben  fSr  F«  gefandeDe  Formel  allgemein  audi  auf  fönende 
Art  aasdrDckea. 


FOr  ein  genides  »  ist:     i 

n=Axo  J23fo+yi+3h+3'i+-+y-i+ä3'- 

+(Ä»-i-Ayo)/*'(tt)i3«    ■ 
■  ^       o       ■  : 

-(A'j,.-.+A'»o)'/"(").8« 
'      '' 

+(Av-.-A'»o)y"(»).8« 

■      -<AV-.+ A<yo)y"(").8» 

n.  s.  w. 
+  (A-'»i  -  A"-'»o>/"(«).3"  ] 

0  ' 

-(AVo+A'Jojy'C'Wiä« 


*/' 
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FOr  ein  oBgerades  n  M: 

+  <Ay-i-A».)/"(»).8« 

+<AV-.-AV0y"'(«)49« 

:  %  ; 

ich  SMtehe,  da»  es  mir  wAnsoheMwerth  acheint,  noch  einen 
uditn  Mwei«  der '  Gleicfating 

y*'(i.+A)H,3«=(-I)*y"(«)H.»« 

za  besitzen,  und  werde  viel  leicht  epfiterh  in  anf  diesen  G^eiubuid 
zurflcklcommen. 

Setst  maD  K-|-A  =  e,    also  du^So,  so  ist  flir  tt^O,   h=I 
tespective  v=k,  e=i&-|-i;  alatf  ist 

oder,  wenn  mani  was  bier  offenbar  veratattet  ist,  IBr  «  nieder  u 
schreibt: 

y "' (.)H,s« = (-i)'y 'wihS.. 
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.     XXIV. 

Der  Winter  von  1853  In  Berlin«  im  Ter- 

gielcb  mit  denl6Tortaerflreli«ndenirbi- 

tem,  b.eisproctaeii 

fiem  ProfEAsor  Dt-.  Wolfers  io  Berlin. 


In  xwel  AaritSUeii,  welche  in  dtcser  Zeltschrift  «bgedmckt 
siid,  hatte  ich  irir  die  Aafgabe  gestellt,  die  elBzeliien  Wtiter  in 
Beriin  aach  d«r  Vertfaellnngdet  hohen  und  ntedem  Tempentin 
nit  elaandei  za  Yereleioken'  md  zn  ontarsnchen ,  ob  In  diesem 
Sinne  mck  AehnlioKkelten  ziriKcbeo  Ihnen  ergeben  werden.  In 
dem  zweiten  Aufsätze,  welcher  dem  18.  Band«  etnrertelbt  is^  hat 
sidi  enter  andern  Resnltate«  das  folgende  ereeben :  In  den  stran- 

SD  Wintern  pflegen  wenige,  aber  znsanimennlBgende  Henfcen  nie- 
rer  TerapentuT,  In  den  nicht  strengen  viele,  aber  kleinere  Heir- 
geo  vorzabMnmen ;  tn-  jenen  finden  demnach  wenige,  in  diesen 
viele  Uebeivflngft  durch  Null  statt  Es  ist  die  Anfgabei  aas  dem 
ersten  Thetfe  eines  Wjnters  eine  AehDÜchkelt  nit  dem  entspre- 
cbeaden  TheMe  etnee  frahem  Wintere/  in  Bezng  anf  die  vorhin 
«ngeflihrte  Bigcfwchafl,  zn  entdecken,  am  daraus  anf  seinen  w^-  ' 
tent  Verlauf  sehlleasen  zn  klVnnen.  Wie  weit  mir  diese  in  dem 
verflossenen  Winter  gelungen  ist,  will  Ich  hier  darstetlfm  und  lasse 
zanächst  eine  Zusammenstollnng  seines  Verlaufes  vom  1.  November 
bis  mm  31.  Mtnt,  der  Tafel  A.  In  meinem  Anfsatzeenteprechendjfolgen. 
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Bis  Ende  Decerober  fand  eine  anffalleDde  AebDÜchkeit  mit 
dem  Anfange  des  Winters  von  1842  statt,  während  nämriGh  in 
diesem  folgende  Wertbe  ToifcaiDen: 

»      ■         +  TOil  18 

—Qfi  1  .        - 

130,4      .42 
Snmne     +.205;B      ^B        ^^^         i 

betrSgt  io  diesem  Wiot«r  die  Samae  der  ei»t«i  d^  Aftechoitte 

+229,5  60         —1.1  S. 

Diese  UebsMiMtimmungr  welche  aicfa  natOdicb  in  der^Coive 

gleich,  dflutficb  <  berausRttlltt  bracbto  mich  beretU  in  der  Mitte,  de« 
•ecambef«  tat  die  Vernuthnns,  dass  dieser  WiAter  dcM.nmlHIä 
abniicb  wecden,  und  ich  spraebtaith. dabin  uanitantlirii  Atm,  dawit 
wahrscbeinlifth  elae'tae'hrele  Wocbea  anbaltcnde'Ktl- 
teperiffde  eintieten  wArd«..  Meirui.VTiraHitbuBf'  scbisO^laDge 
Zelt  «ich  nicht  bewahrheit«»  zu  wollen^  WttbraBd'iin  Whiter  von 
im  auf  die  Bogeliihrten  61  Tege  sogleich.  d>«  27  Tage  nauiiiM- 
brocben  anhaltende  Kfilteperiode  elotrat,  batIeD:  «vit  .m  dem  leta- 
too  .Wi[>te.r  nach  den  anijefQbrtcfi  62  Tagen  nur  3:  Taa^  Frost. 
worauf  noch  :39  Tage  vateingeti,  KMer  tteDce  nur  an.eioem  ein- 
zigcn  Tag«  die  mttilere  Teraperatat  j^uMz  wea^  .unter  Null  sanlC 
ehe  es  sich  lum  anhaltenden  Frost  hinneigte.  Aof  diese  Weise. 
war  der  ganze  Januar  ia  diesem  Wiat«  wärmer,  als  in  jddeii  der 
16  vorberRebpnden  Wibter.  Gerade  aber,  diese  anhaltende  bähe 
TemperatoT,  welobe  nur  am  19.  Januar  durcb  das  i  bereits  er> 
nSbote  verschwindwd  kleine  Minus  unterbrochen  wurde, .das  Aus- 
bleiben aller,  nach  meinen  frühern  Untersuchungen  einem  nicht 
strengen  Winter  eij^enthiFniticheD,  hSußgcn  Temperatur  Wechsel 
liessen  mich  in  meiner  Vermuthung,  dass  uns  noch  anhaltende 
Kälte  bevorstehe,  nicht  irre  werden.  Die  obigen,  der  Tafel  A. 
für  1853  entsprechenden  Werthe  zeigen,  wie  w^t  ich  richtig  ver- 
mutbel  hatte.  •  '      ^ 

In  der  Tafel  B.  meines  Aufsatzes  waren  die  Wintec  nach  der, 
den  150  Tagen  vom  1.  November  bis  31.  MSrz  zukommenden 
Summe  der  Temperatur  geordnet,  und  Jn  Betreff  dieser  Tafel 
will  ich  hier  nur  bemerkep,  dass  der  Winter  von  1863  darin  mit 
den  Werthen 

l'abBnchuu   der  Temperalur:  '    im  Hitl«!  für  1  Tag: 

+  213.2  +1,42 

seinen  Platz  zwischen  den  Wintern  ven  1844  und  1843  findet. 

Die  Tafel  C,  hingegen  erlaube  ich  mir  hier,  mit  HinzufÜguag 
der  beiden  Winter  vonlSffii  and  1853,  wieder  darzustellen. 


itzü^oyCoOglc 


421 

T.  >;f  e.l 


Win- 

SumnJ 

e  der  Terapentar- 

Ueber- 
srIlLIM  Aßt 

DRDbr  in 

im  IMittel 

ter. 

Tempcr«- 

T.8.n. 

fpr 
1T.S. 

+ 

T.B* 

— 

T.r 

tar. 

vm 

ai7,3 

89 

46,0 

42 

+171,2 

131 

+1,31 

1843 

240,1 

107 

64,4 

36 

+  179,7 

143 

+  1,23 

1853 

271,7 

SO 

129,6 

47 

+  142,1 

137 

+  1.11 

1842 

248,9 

82 

122,9 

43 

+  126.0 

125 

+  1.01 

18S1 

105,3 

68 

69,9 

47 

+  95,4 

119 

+0,83 

I83T 

243,2 

86 

138,0 

52 

+  104,6 

138 

+0,76 

1840 

293,6 

99 

177,7 

66 

+  116,9 

156 

+0,76 

1846 

96,3 

46 

65,7 

23 

+  40,6 

6» 

+0,99 

1849 

1873 

59 

169,6 

37 

+  27,7 

96 

+0,29 

183» 

163,9 

76  ' 

132,5 

68 

+  31,4 

134 

+0,23 

1844 

116.7 

58 

93,2 

49 

+  23.5 

104 

+0.23 

1850 

185,2 

54  . 

324,2 

88 

-1-139,0 

142 

-0.98 

1847 

86,9  . 

39 

265,5 

77 

-178,6 

116 

-1JS4 

1848 

83,7 

27 

293,9 

67 

-210,2 

84 

•-2.60 

183S 

49.1 

42 

382,1 

69 

-333,0 

111 

-3,00 

1849 

14.» 

J4 

394,8 

100 

-380,2 

IM 

-3;34 

1841 

31,2 

17 

352,1 

78 

-320,9 

95 

-3,38 

Naeb  di*«er  Tafel  erscbeint  der  letit«  Wiater,  im  tianzen  be< 
trachtet,  dem. von  1S42  Dabe  ähnlicb  nod  mit  ihm  abertiaotiaraend. 
Wie  damals  trat  auch  jetzt  nacB  anhalteoder,  durah  wenige  Tag« 

'  HMlei  brache  DM  hoher  Temp«atur  eine  anhaltende  niedrige  Tem- 
peiAtQt  ein;  im  letzten  Wintei  aber  nm  etn-a  rinen  Meaat  später 

-  ala:iii  dem  von  1842. 


In  meinem  v 


n  Aufsätze  nar  ich  bei  derOiscimion  Btehen 


geblieben  t  deren  Resultat  in  der  Tafel  C.  durch  Zahlen  daree- 
stellt  ist  Schon  damals  habe  ich  bemerkt,  daes  diese  Art  dei 
Discussion  kein  dnrchgebeods  befriedigendes  Resultat  liefere,  jetzt 
erlaube  icti  mir,  die  Winter  noch  nach  einer  andern  Weise  za 
ardaest  wozu  ich  die  Data  der  Tafel  C.  entnehme.  Unbedingt 
wird  maa  nKmlich  zugehen,  daes  ein  Winter  um  ao  strenger  ist, 
je  grOaBer  die  in  der  vierten  Rubrik  enthalte««  Samme  der  nega- 
tivea  Temperatur  ist;  gibt  man  ausserdem  zu,  dasa  ein  Winter 
iW'ffo  strenger  ist,  je  grusser  die  in  der  ftinften  Rubrik  eethal- 
teoe  Anzahl  der  Ffosttage  ist,  so  werden  die  Winter  überhaupt, 
ihrer  Strenge  nach  im  direkten  zusammengesetzten  VwbKItnias 
dieser  beideD  Zahlen  stehen.  Indem  ich  daher  der  Tafel  C  diese 
Wertbe -entnehme  und  fiir  den  Winter,  welcher  der  am  wenig- 
sten strenge,  die  VerbSltnisezahl  1,00000  annahm,  erhielt  ich 
die.  folgende  Darstellung  der  einzelnen  17  Winter; 
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».t 

e'l    D. 

Wi.BF. 

Samme  der 

Zih[   der 
Froiltk^. 

ZBiaumeii- 
^eiaUte  Tor- 

hillnJMMhl 
4.r    im,p. 

1816 

56,7 

9S 

1,0000 

IKSi 

46,0 

42 

1,9081 

1843 

»1,4 

36 

1,8097 
'  2,9644 

lesi 

m,t 

47 

18U 

ms 

46 

3,2737 

1842 

122,» 

48 

4,1349 

184« 

'     160,6 

37 

4,6093 

ist» 

129.6 

47 

4,7457 

ISO 

138,6 

92 

9,629« 

1839 

132,5 

98 

6,0001 

1840 

177,7 

96 

7,7877 

184S 

293,9 

97 

13,0760 

mr 

266,9 

77 

15,9976 

1838 

382,1 

69 

20,3895 

1841 

362,1 

78 

21,4379 

1890 

324,2 

88 

22,2690 

1845 

394,8 

100 

30,8171 

Zur-  Tngleicbang  dieMi  Tafel  mit  der  Tafel  C.  fBve  ich  einige 
BemeTkun^B  hinsu.  Der  In  jeder  Beziehung  sehr  miltle  Wnter 
von  1Ü6  oimmt  in  U.  die  Ihm  gebfibrande  oberste,  in  C.  erat  die 
achte  Steile  ein.  Die  drei  durch  anhaltende  Kfiltrperloden  etnajH 
der  ähnlichen  Winter  von  1842,  184U  uoA  1853  rolgen  in  D.  ob- 
mittelbar  auf  einander,  in  C.  naren  sie  getrennt.  Die  secha  atrcn^ 
sten  Winter  stehen  in  beiden  Tafeln  beiaammen,  nur  iat  die  Reihen- 
Mgt  dersetben  eine  verachiedene. 

Alle  meine  bisherigen  Untersnchungen  bestanden  darin,  UDter 
den  einzelnen  Wintern  nach  einem  bealininiten  Grundsatz«  Aehn- 
llchlteiten  anfmsuchen  und  die  Aofgabe  ku  stellen ,  Ab  man  eins 
aalcbeAehnllcfelceit  bereits  im  ersten  Theile  einer  Curre  entdecken 
könne.  In  meinem  Torigen  Aufhatte  bslM  Ich  auch  bereits  Regeln 
aufcestellti  welche  ich  ans  den  frühem  Wintern  fUr  streng«  nnd 
mcbi  strenge  entnommen  hatte;  wenn  leb  aber  dam alt^  schon  Mi»> 
dröclcfich  bemerkte,  das«  der  Winter  von  1842  eine  Ansnafcme 
Tsn  Jener  aufgestellten  Regel  bilde,  so  darf  man  eich  nicht  wnn* 
demi  dass  aui.'b  der  letzte,  jenem  ähnliche  Winter  sich  jetier 
B«g«l  nicht  unterwerfen  hat  Wenn  es  mir  aber  gelungen  ist, 
dies«  Aehnlicfattelt  frahzeifig  und  zwar  nach  dem  frOhern  Gtand- 
satze  zn  entdecken,  so  steht  xu  hoffen,  daas  sich  eibe  noielie 
Aeholickkeit  in  der  Folge  desto  leichter  auffinden  lassen  weide, 
je  mehr  bereits  untersuchte  Winter  zur  Betracbtang  rorliegen. 
Während  früher  eine  Regel  l^r  strenge  und  eine  lüi  nicht  strenge 
Winter  aafgestellt  worden  ist,  wird  man  kflnfUg  vielleicht  in  den 
Stand  gesetzt  werden,  die  Winter  in  drei  Klassen  zu  zerlegen  und 
fBr  diese  drei  Regeln  aufzustellen. 
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n^monstfUtion  die  quelaues  ffh^or^mes 
snr  la  conrlinre  des  snrfoces- 

;  Tu 

BfoDsieur    A.   W.    Alings, 

docteuK-ia'wdatee*  i  Gronlugn«. 


Panni  les  th^rime«  qni,  dans  les  ilerni^r««  annries,  ont  pris 
«n  ^^veloppement  remarquable,  san»  doute  ü  coDvient  de  jtlacer 
«CBZ,  qul  ae  rapporlent  a  la  sonime  des  coiirbures  ou  de«  rayona 
de  courbare  de  certaioes  aectioas  normales  enan  point  d'une  aur- 
bce.  Pbur  ti'en  coDvaincre  il  sufSra  de  rapprocher  des  goidAiu- 
nicatioua  de  MM.  Babinet,  Breton  et  Chasles  *)  l'^noacri 
beaueoDp  molns  g^nöral,  qaeHlle.  Sopfaie  Germain  *)  mäine  avait 
I^s«4  auZ  thtforii^ea  de  In.  Ch.  Dopin").  Cependant  ces  atiteura 
n'ont  pati  publie,  que  je  aache,  tea  d^monatratlona  da  ieara 
propositiona ;  dont  mime  je  a'ai  reocontf^  nnllepart  d'expoaltion, 
ai  ce  ii'«st  cell«,  qni  a  itA  founüe  parU.  DieD^ar*),  mala  qui 
ne  ae  rapporte  quaii  caa  particulier  considerö,  par  JA.  Babinet 
C^eat  ce  qui  n'a  ioapir^  1«  d^air  d'y  auppMer  ea  iärifiant  Asai 
Ma  caa  ptua  gäaÖTaax  renfenn^s  daita  lea  tnöor^mesile MM.  Bre- 
t*D  et  Chaales.  Dana  ce  qrii  va  snirre  j'offre  an  lectenr  les 
riaaltaU  dtf  mea  recherclies ,  ä  pen  pr^s  dana  la  mime  forme,  qui 
lour  a  4ti  donnäe  dana  ma  diaaertation  anr  la  coarbiva  deaaur- 
facea  *].  La  anaai  j'ai  conimenc^  ä  chercber  une  rormole  pour  In 
BommatiDn  de  pniaaaticea  bomolognea  de  cosinus  d'anglea  equidif- 
fdrenta;  fotmale,  qaa  je  n'avaia  Tue  nnllepart,  et  qui  me  parat 
■dceaaaire,  pour  atteiadre  la  but  que  je  me  Fua  propoa^ 


>)  CoiDplea  rendai  T.  XXV.  p.  441.  T.  XXVI.  p.  494,  ABl  et  &TT. 
■)  Grelle,  Joarn,  Bd.  VII.  p.  1.    BuIIbiSd  dea  icleac  raithem.,  Jbut. 
1831,  p.  17. 

*)  DiveloppetdenU  de  r^oin. ,  p.  lOS  et  10». 

•)  Graaert,  Archir.  ftil.  11.  p.  338.  TM.  XIS.  p.  817. 

*)  DiMertatio  de inperficierDin  carrafaira.  Gcoa.  Hi}iUelna;LeMr,Pri- 
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A  partir  d'an.point  donn^,   bUd^  -dans  nn  plan  qnetconqne. 

tra^ons  m  droitea,  qui  diviseDt  le  plan  aiitour   de  ce  point  en  i» 

anglea  ^anz;    et  Dommona  #,    Taiiele   qu'aae  quelconque  de  c«s 

droites  forme  .avec  ud  axe  meo^  arbilrairemenl  daOB  le  mdme  plan. 

,  Les  anglea  qu'il  y  a  entre  les   autres  droites  et  cet  axe  Bereut  alors 


qae  nons  designerona,  pouc  «br^er,  par  ^s.  ^a ^»-   Klevons 

les  Cosinus  de  tous  ces  angles  k  une  mJnie  pn'isaance  paire,  re- 
prtfaeuttfe  par  2p;  et  de  toutea  cee  pnissances  cherchona  la  sontni^ 

En  driveloppant  la  puiaeanee- cos*i>#|  en  one  e^rie,   dont  les 
tenDes  contieuneut  l«a  cosinua  de  multipies  de  Taugle  #i,  on  anra 


C08*F*,   = 


j      l  co8'2p^i  +  -^coe2(;>-l)#i+.., 


2^^»   , 


■■  + 


2p(2p-l)....(p+2) 


+  2V 


1  2p(2p-l)....<y+l). 


et  ei  Von  af^t  de  la  in<me  manii&ce  ä  l'ägatd  dea  autres  puissan- 
ces,  on  parriendra  facileineDt  .k  ia  aoinrae  de  loutea  ces  exprea- 
aions,  qi|l  Beta 

+  -f[CTs3(p-l)»i+....+C082(;»— !)#»]  i 

.    n.äp(2y-l)....(p+l) 
"f  2>p  1757..)) 

Uaintenant,  poar  Sommer  la  aririe 

(2)  C082p»i.fco82;)#3-|.....-fco82p#»>,-t'eo83p»m, 

tmployona  ane  formale  foumie  par  Is  calcal  des  dilTAencea  fintea 


DwiioiGooglc 


Ä.co.(«+M  = — rf^^^ 

,  sin  ^b/äx 

k  IViile  de  laqueHe  la  ssnme  dtm^tataeB  ^e  celte  s^ri«  (2).rerieid  ä 


(3) 


ain^« 


Parce(|De  p  repr^aente  un  nontbr«  ent'ier.  Je  nom^ratenr  de 
cette  fractinn  «st  tonjonrs  oul;  le  d^nomioateuE  au  contraire  ne 
(<iaparatt  que  loraque  'ip  est  ^al  i  m  oa  &  un  multiple  de  in. 
Dana  cea  caa  d'exception  on  parviendraA  la  valttur  de  la  fractioD 

|.  par  la  difrirentiatioti,  au  nioyen  de  laqueile  on  trouTerant.co82^; 

ce  qu'll  Taudrait  iM^ceasairement  obtenir,  ^uisqu'alora  cbnqne  terme 
de  la  »ririe  (t!)  aera  rigal  k  t:o»ip0.  Mais  si  2p  n'est  pna  ^aal  i 
m  QU  ä  un  multiple  de  m,  la  somme  He  la  «äfie  (2)  est  tonioura 
nulle,  et  par  coaa^quent  ne  depend  point  de  la  valenr  de  l'angie  #|. 
En  ezaminant  de  in  in^nie  maniere  les  autres  »tfries  qui  se 
trouvefit  en  (1>,  ,oo  reconnaltra  facllement  qu'elleg  a'^vanoutaseiit 
toutea,  k  moins  qe'un  «u  pinsieur«  de»  nanilires  2(»— I),  'i(p~2),^. 
.,..,  4,  2  ne  soient  ^ganx  ä  tn  au  ^  qnelqne  multiple  de  m.  S\ 
Doua  excluona  ces  Telations  entre  p-  et  m,  noua  trouvons  iiniu^- 
diatement  ■  _  -         . 

(4).  S^^-i—^       I.4.3....P  "■ 


j  gue  par  ._  , ^ 

'  menea  m  plana  jStont  cfaacua  &  pattir  de  cette  normale  ne  s'dtend 
qoe  dans  un  aens,  et  qui  Font  etitre  euzdes  an|{]es  diädres  ögBux; 
appelons  4.  I'angle  qu  un  queiconque  de  ces  plana  forme  avec  le 
plan  norniaf  conlenant  la  aection  principale  dont  la  ceurbure  est 
dB  maximum ;  et  däsignoüa  lea  aiiglea 


>  que  DOD8  l  a?ona  tait  en  I.  Si  nens  nommana  lea  rayona 
de  courbore  dea  sectiens  normales,  que  ces  tu  plant  contlennent 
[ou  plutAt  dont  cea  plana  ne  contlennent  que  lea  inoltife],  re«pee- 
tiVement  par  p,,  q.,....,  (h^  et  si  nons  repr^tentonB  par  n  un 
nbmbr«  enticr,  la  lormpl«  cemBe 
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oA  ßi  et  A,  8ont  les  rayons  de  conrbnre  priocipaux,   non^  con- 
dnit  a  r^quation 

•••+U+tt-i)'-'-I' 

qite  le   d^veloppement  du   gecoDd   membre    ramAne  jk  U  forme 
Kuiraote : 

3  «»SC  : 


«^  «  s  s  _  s,s 

8  g  i;-*-£g  a  * 


II- 
II 


S  «S.-S   .  S      I     ,— V 


e  g-3  g  •  5 

f-si  iä 

B'S  g  ~^B 
'S  3  1=1 1 

r'g.|s"g.| 

|-|-=.l  o  i'i.l 


T  & 

i  ! 

i  i* 

»  + 


+ 
+ 
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ii<^..M«  «B'tMia  i|M  »mbIwwS!,  4,,.^>  2k  na  sott  4gak  k  m. 
Qniind  «tw  ««ndUiiMw  H<mt  nnpUaii  od  pUvient  anx  mubm  dsit 
diftfrentes  s^riw  de  la  AnmÜn  ina»Gnu  .«n  «ttvibMwt  McrimiTii  i 
ment  i.  p  rfaiu  l»  fonn^le  (4)  I9»  mjem*  1,  2,  3,....,  n~X,  n\ 
c«  qiti  diiDtl« 

.    .■■■   ■':■  .  -  5    .    äi-.   ,       ■ 
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C*  qoll  Importe  aortant  de  renian(«er,  e'Mtt  <[U»  e«tte  4qaa- 
Uoo  ne  caatiflnt  ni  #  ni  nt  dana  le  mcobiA  menbn ,  t«(iiiet  «^  ion- 
josra  sym^trique  p«i  rapport  &  J2g  et  üt]/ 

Comtne  la  plaa.  petite  valeur  (id'o»  puiss»  attribuer  h  n  est 
runittf,  le  Dombre  m  n»  peat  dire  lof^rieur  i  3,  aans  qu'il  y  ail 
2»=m.  La  'Bub*litalion  de  cette  valeur  m=1  r^duit  la  dnnUre 
^uatioD  k 

Ce  aoe  nona  venooa  de  drfmontrer  pent  ^idemment  a'^Boo- 
cer   ainai: 

8i,  &  partir  de  I«  normale  en  nn  jkaint  d'nne 
•  nrface  qoelconqne,  on  mine  tu  plana  qul  dlviaent 
l'eapace  autonr  de  cette  normale  en  nt  anglea  diAdres 
tfgaux,  lea  puisaancea  eotüres  n  des  uourbarea  des 
aecliona  normales  [ou  platdt  des  semi-sections  nor- 
males] contenuea  dana  ces  plana  reorniront  une  aomme, 

dont  la  partie  -  ne  dopend   nnllement  du    oombre  de 

cea  plana,  ai  de  lenr  peaition  par  rapport  anz  aec- 
tlone  principalea;  pourvn  q^u'il  y'ait  n  <nt,  ai  m  est  um 
nombre  ■mpatr;etR<|m,   aimeatniinombrep^ir. 

Si  l'on  a  n=l,  c'eat  k  dire  ai  eee  m  conrbures  ne 
aont    priaea    qu'ä    la    prämiere    paisaance,    la    pattie 

—  de  lenr  aomnie  aera  rfgale  i  la  raolti^  da   la  aomme 

dee  eourbnrea  pilncipalea.  Dana  ce  cas  le  ptna  petit 
aonbr«  de  plana  qu'il  solt  permia  d'employer,  est  3. 

in. 

SqpposoBS  ija'oa  %\t  conatrnlt  l'.indicatrice  apparfcfnant  k  nn 
potitt  ou  la  aurface  a  aea  deux  cnurbufts  Hirigäea  dans  le  m^me 
sens;  et  concevona  qo'i  partir  da  centre  de  cette  ellipse  on  üt 
tiac^  nt  rayona  Tecleara  de  nanibe  qa'iU  diviseat  l'aire  de  cette 
courbe  en  m  eecttfura  «Sgaox.     AppeioDa   ces   rayons   vecteura   £|, 

b, ...£■;    et   d^igeons   par   Qi,  f^ ,   fm  iea  rayotis   de  conr* 

bare  des  aectinns  nonnalea  ,  dont  ces  rayons  vecteura  sont  reapec- 
tivement  lea  lanKCntea.  Si  |ea  rayons  de  courbore  priacipaux  de 
b  sorface  an  point  que  noua  consld^rona  sont  r^preaent^  P*' ^ 
et  S^i  l'aire  de  l'ellipae  indicatrice  sera  ny/RiR^,  et  chaqae  aee- 
lettr  par  constfqnent  en  contlendra  -V^A|.    Or,  l'aire  da  aec- 

tenr  mtai  entre  lea  ravona  rectee»  fi  et  ^  pent  «naai  s'exprimer 
Sil  moyen  de  I1nt<grafe 


l. 
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qni^  jk  autae  i»  b  ralatton  {*v=p,  n«  dlflire  pw  d« 

,  oit  #  repi^aente  l'BDgle  qni  d^tflnninc  la  position  dw  r&yoiia  Vm- 

teum  I^,  tt >  fi«  PM*  npport  &  l%xe  polaire,    qae  nouB  eappo- 

•efons  ici  tangente  k  la  sectiou  princlpale  dont  le  ra^on  da  vour- 
bure  est  Jt^.  En  rertn  de  cette  a^ßnUioo  il  estpennis  de  M  aer- 
vir  dfl  t'^aatioa  (5),  qn'on  peut  auMii  mettie  aou»  la  fonn« 

et  qni  donoe 

d'oü  l'oii  tire'en  diffrireotiant         ,     . 

En  snbatituant  cette  valenr  de  rf9,,  ßt  en_  effeetnant  ensiiita 
rint^ation  de  (0)  entce  le«  tiaiitea  Indiiqotfes,  on  trouvera  nne 
expreseion  de  l'aire  dn  «ectenr  ^aoncä,  qui,  compariie  iL  la  prä- 
miere, Toariiira  l'^quatioa 

1  !„„.i„?pi=<i?s+^    .„.i„??»:=^^±^>(  */R  ff  -5v  ff  B. 


te. ff, ^■'C«»  — fl^rt r"^- 

Paisqne  les  aiiiiu  d'arcs  ^gaox  sont  tfg&nx,  od  en  d^nit 

ät.-(g.+fii)    gft-(«.+gi)„,.''« 


+<"-vi.-(:?s^^T{,' 


dM  li  mit 

+  Vl-fi,«,+  (fi,  +  Ä,)«-ft«]X.inÄ 
8k  fall'  agit  de  h  nrfn»  nuiiAra  jt  T^ud  dos  seetenn  q«i 
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se  troarent  Mtre  Im  Myta*  voit«««  &  rt  &>  fa  «t  ti-,.^U  «*  fi» 
on  parrient  odx  ^quations 

+  V[-Ä,fi,+(Ä,+Ä,)h-ft«lX»loÄ 


»-=§(Äi+*i)  +  [ft-ä(Ä.+ff,)]cM2(m-lJ* 


tandl«  qn'on  a  identigucmeDt 

ft  =5(Ä.+  ÄiJ  +  rft-5(Ä.+Äi)lcoaO 

+  V[-ÄiB,  +  (Ä,  +  Ä,)ft-ft«Jx»taa 
Ell  appRqnaiit  ta  fermnle  (3)   ponr  .sommer  Iw  coslmui  dea 
aoglea  0,  2  — ,....,  2(ni— 1}^,  «t  ea  obserrant  qn'un  procMrf  ana- 
iogu^  i  cetui  d«  L  maitU  k.  J'^^aatloo 

dn2p*+aio2;»(*  +  ^)+....+«in^l*+(i«-I)^» 

»In™« 
OD  obäeodfa  'racilfgneut  '       ' 

k  condltion  qu'il  y  alt  m>3,       '  , 

'-Dc.ae  qnltpi^,«^  il  rtonite  Mdemmcnt  qua,  ai  k  partir 
de,  ta  DDTmafa  en  ud  'poiiit  d'URfl  BBTfaee  »k  tes  denz 
courbuTes  sant  dirlg^es  dana  la  m^me  aena,  oa  nine  m 
plana  de  manüre  qn«  lenra  tracea  aar  le  plan  tangaat 
ea  ce  point  lnterce{»tent,  denxi  dem  GonsdcutiTemeDl. 
dea   aactenra.  <Kaux    dana   l'ellipae   indicatrlce    en  ce 

point,  la  partle  —  dfl  la  aomme  dea  rayoaa  de  conrbnre 
dea  aemi-aOctrODS  (lornalaK  fftitaspar  cea  plana  daaa 
la  satface  ne  ddpendra  nnllement  du  nombre  de  cea 
aa«ii-8««Uoji'«.,  b.i  de  lear  .p«.aiti*B  par  rkp^rt  aaxsec- 
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tions  prlaclpklea,  poirr«  qa»iii  lolt  nn  nombr«  eotlsr 
plus  gtand  q«c  2.    C«tte  pattie  -  dela  dite  «ammeaera  . 
tonjonrs  tfgale  k  la  moitl^  de  la  somme  des  rayong  de 
comrbnre  principauz. 

Qaut  Jk  ta  dcrniere  partle  de  cette  ducneaioo,    on  voit  qne 
je  ae  anis  parvenn  qu'Jk  vririfier  nn  tb^orteie,  qut  n'eat  qa'un  caa 

Krticulier  de   celui  doni  MM.    Cbaslea   et    Breton   ont  publik 
Dooc^,    Pour  dämootrer  ce  tb^orime  gtfaA-aJ,  il  resteralt  eocore 

d'^lever  Je*  eipreuioDa  de  fi,   pi ,    (/m  k  qnelqua  pnlaaance 

m;  de  d^Tcloppcr  le«  prodaita  de  la  forme  sinr^Gos*#,  qni  ae 
trimveralent  dana  cea  puiaaancva,  en  series  contenant  lea  aitiua 
on  lea  coainua  de  mnltiplea  d'nn  mAme  angle;  et  de  sominer  en- 
mite  ee»  a^riea  k  t'alde  des  fomtalea  que  nnua  avons  enploy^m 
ei'dessna.  Or,  corame  cea  caicula  aont  d-'nne  extreme  longnenr, 
ja  a'ai  paa  oatf  les  entreprendre,  et  je  me  suis  dricid^  k  publier 
adiDpleiDent  le  rdsnltat  de  mea  rechercbes  tel  que  je  viens  de  le 
prdaenter  ici. 


XXTI. 

Hefterat  Aber:  »Tralt^  de  C^om^tale  «ape- 
rieore  par  9t.  ChASles*  membre  de  l'Inatl- 
tat(  Professenr  de  (aeom^trie  anperieare  k 
Ia  Facoltd  de«  Sciences  de  Paria.  (Paris» 
Bacbeller,  1S59.    8.   603.)** 

Vea 

HerraDoctor  Barghardt, 

Lehrer    am    GjninaaiaBi    in    GrrifewaM. 


Erste    Abhandlung. 

Dieaea  Werk  iat  darch  rrfihere  Arbeiten  das  Verf.,  welche  aidi.an 
seine  geachicbtlicbe  Daratelltuig  dea  Ursprungs  lind  der  EntvrickelMg 
dar  geometriaebea  Methoden (Aperca  hiatoriqueanr  l'otigine 
et  la  d^Teloppement  dea  methodea  en  G^oindtrle,  parli- 
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oulivrienieiit  de  cella&qui  •«  r&pporteul  ä  Ik  6<oin»lrl« 

moderne  par  »..Chaslcs  etc.  Bruxellea  1837.)  koOpfen,  vor- 
bereitet uod  liurch  difl  Ueber^euninC  desselbeii  hervonterofen ,  der 
reinen  Geometrie  in  dieser  Form  der  Bearbeitung  eine  freiera  und  er- 
Tol^reichere  lüntiriclielung  ihres  Gegenstandes  Riü|;licb  zu  .niacben 
und  damit  zugleich  dan  Studium  der  Geometrie  von  Neuem  zu  be- 
leben und,  deren  Einäusa  wjf  niMeafchaTtUche  Geiatesbildung  all- 
eenietner  zu  machen.  Der  Mftiißel  der  üblichen  geometrischen 
Methoden  besteht  nach  der  Ansicht  des  Verfassers  darin,  dasa 
dieselben  nicht  «ns schliesslich  auf  den  wes^ntücben  Bigeo- 
schaCten  der  räumlichen  Gestillten  beruhen,  sondern  zugleich  durch 
die  zurälligen  Eigenthämlichkeilen  der  Figur  bestimmt  virrdent 
oder,  wenn  dieses  nicht  der  Fall  ist  und  dicMelbeii,  wi«  z.  fi.  das 
Rrincip  der  CootiiiuilAt,  allgemeiner  und  umfassender. «ind,  io  der 
unzureichenden  Begründung  des  li'rincipes  dieser  Metboden.  El« 
iiia<l  daher  in  die  geometrischen  Entivickelungen  altgemeiDere  Me- 
thoden  einznfilhren  und  deren  Anwendung  —  in  ähnlicher  WeifK^ 
wie  dieses  .in  der  analytischen  Geometrie  geschieht  —  durcb  Ein- 
führung der  Vorzeichen  und  des  Begriffs  des  Imaginären  ausge- 
dehnter und  fruchtbarer  zu  machen. 

Es  soll  in  dem  Folgenden  —  so  weit  es  der  Raum  dieser 
Zeitschrift  zulBsst  —  das  System  der  drei  Theorien,  welche  der 
Verfasser  als  Grundlage  seines  geometrischen  BeweisFeTfahrens 
in  dem  ersten  Abschnitte  seines  Werkes  aufKtellt,  weuigstena  in 
den  Umrissen  mitgetheilt  and  einige  Interessante  Anneiidangen 
dieser  allgemeineren  geometrischen  Methoden,  (reiche  in  den  drei 
flbrigen  Abschnitten  des  Werkes  enthalten  sind,  aagelubrt  irerden. 
■  ^  Das  System  dieser  drei  Theorien  kann  als  die  Enttrlckelung 
eines  und  desselben  Beeriffee  betrachtet  nerden,  nelcher  eine  be- 
atiromte  Function  von  Segmenten  oder  Winkeln  nmfasst  und  als 
das  anharmonische  Verhültniss  von  vier  Punkte»  oder  eines  Strali- 
lenbffndels  von  vier  Geraden  (rapport  anharmonique  de  qnatre 
points  on  d'un  falsceau  de  qaatre  droitea)  bezeichnet  viirtl. 

A.    Theorie   des    anharmoniscbeD   VerhSltnlsses   von 

vier   Punkten    oder    eines    StrableDbflndelB    von    vier 

Geraden. 

Wenn  vipr  Punkte  a,  b,  c,  d  in  gerader  Linie  liegen,  so  be- 
Michnet  man  als  an  harmonisch  es  Verhfiltniss  dieser  Punkte  eine 
Function  von  vier  Segmenten,    »ic  folgende: 

—  -^ 
Diese    Bezeichnung  *)   ist   von   dem   Verfasser  liereits  in  seinem 

*)  Diete  Fanctiiin  von  vier  Segmenten  i«t  von  dem  Terlawer  &n« 
dem  Gvanile  als  anhiruMiniaehei  Verbättnita  beielchnoC  vordan,  weil  in 
dem  beiiondereo  FsH«,    wo   ihr  Werth   gUtch  —I    Ut,    di«  vier  Punkte 

EiwIbiKoh    ila   ■eiche    beirscfalet    weiden,    die    ela   hanBonlaelies   Ter- 
tltniii  bilden. 
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lii«toriseliM  Werie  Qtker  ^oH>etiteo)ie«H«tliodan  taiMthtHt' und 
T«m  iBebrarc«,  anderen  Geometeta  beibebaUc*  wonofeD.  :l$ebaB 
Pappufl  Gehandelt  die  Elgmschari  dieaeaQdoHerrteb  iHieierVer^ 
bSltUwafl .  von  S«({inetiten  ia  niebreren  auf  «ineadbr '  folge aid an  Lehr^ 
sÜUen,  wQlcheiia.7.  BucbvaUItairMätufiirdasleicblete.Vn-atllnd- 
nica  der  P«»iiBiBeD  des  EakUd  hewieaen  «ind.  l>«r  IBDete  üalzM^gt: 

„Wenfr  Tiet  Linien  von  einem  Punkte  t 
fite  auf  einer  7 rdn'ft verdate,  die  willlrarlicft  In  ' 
.  zogen  yy^tä,,  vier  Segmente,  welche  linter  t 
constantes  VerhSlfnrsx  Ifaben,  wie  aucb  die  1 
werden  mag."  Eij  seien  a,  b,  c,  d  die' Punl 
vier  Geraden  von  einer  beliebigen  Transversa 
und  ac,  ad,  bc,  bd  die  vier  Segmente,  so  * 

—j :  ri  dasselbe  bleiben,  welchesaocb  die  Tranaiterasle  nAnnag. 

Die  daratir  folgenden  SKtze  des  Pappus  sind  entweder  beson- 
dere FMIe  oder  da»  Uingekchrle  dieses  Satzes.  Da  der  Satz  von 
Pappne  unter  so  vielen  Pormäfi  wiederholt  wird,  so  scheint  er 
in  den  Poristnen  des  Euklid  von  besonderem  Nutaeo  gewesen.^« 
sein;  die  späteren  (ieometer  scheinen  Iniless  die  Fruchtbarkeit 
dieses  Lehrsatzes  nicht  beachtet  zu  haben.  Denn  obgleich  Pas-' 
cal  in  seiner  Schrift  über  die  Kegelschnitte,  Ü^sa^^uep  i»  Spi- 
ner Praktik  der  Perspective,  R.  Simsoh  in  seiner'  Schrift  über 
die  Porismen  denselben  benutzten  u^d  yfirianG,hon  und  Ponce- 
let  ihn  anluhren,  so  bat  derselbe  docH  erst  dutcli  Moebius  und 
Steinet,  in  der  'neuesten  "Zeit  vorzücs weise'  durch  dhasles, 
in  dessen  Entwielieliins  der  Theorie,  der  aiihardionischen  Func- 
tion, eine  hnhere  Bedeutung  erhalten,  welche  der  Verfasser  in 
der  Anwendung  seiner  Theorie  auf  geometrische  Beweisführung 
,  auch  praktisch  durchführt.  Die  von  Pappus  nachgewiesene  Eigen- 
schaft der  anharmonischen  Function  ist  aber  nur  eine  Folge  einer 
anderen,  welche  Chasles  in  folgendem  Lehrsalre  ausdrückf: 

„Wenn  man  von  einem  willkQrlicb  gewühlten  Punkte  nach  vier 
in  gerader  Linie  llesenden  Punkteu  a,  b,  c,  d  Gerade  zieht,  so 
wird  die  anbarmoniscbe  Fancliou  dieser  Punkte  senau  dasselbe  zu 
ihrem  Werthe  haben,  was  diese  Function  wird,  wenn  man  statt 
der  vier  darin  vorkommenden  Segmente  die  Sinusse  der  diesen 
Segmenten  gegenfibet Kegenden  Winkel  snbstituirt,  oder:  das  ao- 
harmooische  V.erhältniss  jener  vier  Geraden  wird  dem  der  vier 
Punkte  gleich  sein  und  aucb  dasselbe  Zeichen  haben."   Es  ist  also 

I  "^.^      sH{A,C)   sin (B.  €) 

^*>'  ad'  bd^  9\niA,  D)' B\n{B,py   ,  ,:/ 

wenn  A,  B,....  die  nach  den  Punkten  a,  b,....  gehenden  Geraden, 

{A,C),  iA,D) die  von  diesen  Geraden  gebl)d6ten  Winkel 

sind  und  sowohl  die  Segmente,  als  auch  die  Winkel  stets  in  einem 
bestimmten,  durch  ihre  Entstehung  gegebenen  Sinne  aufgefasst 
und  demgemSss  durch  Vorzeichen  bezeichnet  werden,  so  das« 
also  slefs 

a*-|-4a=0,  (A.B)  +  (B,A)=(i. 

fl4  =  -4ff,  (A.  B)^-iB,Ä). 
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Dttr  Bemh  fSr  tUe  namafvehe  (HekMi^  i«  beiden  »nlMr- 
■oBiMben  fandloa«!!  ergi«bt  «leb  aefort  dareh  Amrandnif;  4tm 
Sotxm  Twi  dar  Proportiomfiat  der  3«lten  und  der  SIdoss«  der 
GflgenwMcfll  uif  die  Dreiecke,  welchen  die  Seguiento  der  wAsr- 
moidTCbea  Fsnction  ui^Sren.  "Dm  die  beiden  FnncUaMsn  dae- 
eelbe  Zelcben  helmi,  rebt,  mtt  Rficksidit  auf  das  Vorfcetgeugte. 
ans  der  Bezeicfaeana  der  SevineDte  nnd  Winkd  deutlich  fa^ror. 

Aus  diesem  Letarsatse.  folitt  onn  aofortjeDe  ven  Pappns  an- 
geführte  Eif^enscbaft  dei  aDhariaonischen  FuDctioo  ron  vier  Seg- 
ntenlen.  Die  so  einfiassreichei  aus  den  Sioossen  gebildete  Func- 
tion ist  von  Chasles  als  die  anharmooische' Fpnotiou  von  vier 
Geraden  oder  des  StrafalenbQndels  von  rier  Geraden  bezeichnet 
worden. 

Vier  Punkte,  welche  auf  einer  {geraden  Linie  liegen,  a,  t,  c,  d, 
geben  dr^Tersdnedene  ■DhameDwche  VeriilHnlsse,  Biaüich: 

ttd'id'    ab'cS'    üc'dc'  . 

deren    g^enseltfge    BezäebnngBii    folgende    Eigeathümlichkeilen 
ballen*). 

Das  aua  den  drei  zusammengehürigen  aoharmoniscbeB  Ver- 
bKltolssen  von  vier  Punkten  zusantmengesetzte  VerbSltnlss  ist  =—  !• 

ad.'  bd)\<A'  cb)'\ac'^) 
={ae,bdittd.bc).(ad.be\ab.dt>).{ah.dcia».M) 

=ae.bd:ac.d(/ 

Wird  eins  Gemte  in  vier  Punkten  a,b,c,d  von  vier  Geraden 
eines  Strablenbfinitels  getroffen,  eine  zweite  Transversale  aber  in 
den  Punkten  a',  b',  c',  d',  so  Ist 


IC   6c     o-e'.iV 

-.•*.*v 

ö'b'.e-d' 

Ist  die  iweite  TransTeisale  dem  vierten  nach  d  and  d'  geben- 
den Strahle  parallel,  so  liegt  der  Punkt  if'  unendlich  entfernt,  oad 
es  ist  in  diesem  Falle 

*)  Die  siaEacbe  gsaiMCtriachfl  BewMtfäbrsiiK  raörlila  an  Jtewr 
Stelle  durch  EimchattwiK  rinei  Bülfiaataea  gotöritti  werdan,  walehcv 
suglflich  lu  einain  Hnderen  Ausdmclia  für  dos  antiamoniich«  VerhUt- 
nl»  Vcraalaaiung  giebt  ani  ao  laatet:  Jedei  anhanDOBUclie  Verbätt- 
dIii  TOD  viel  Segmenten  i«t  dem  VerhältDiH  dei  Rechteelrei  der  beiden 
IniMren  Segmente  in  dem  Rechteck  en«  den  beiden  Inneren  gleich: 

ac  ,be  _nc.lfd  , 
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aV  +  e'4'+yo'=0, 
«'<!'+^<=4'c'. 


folgUck  aiidi 


'ifa  +  M'5?-*' 
Beiflichnet  man  die  uhumoDtadieii  VerkUtnisM  rrfa  fo%t: 
ae   be ad  cd  ab   db 

ää-fia-"»'  ^.'S-*^'  M*di-*«1 

«p  kSoDM  di«  Torhc^ch enden  drei  Relstionen  mch  Tolgeode  Fono 


HleruB  folgt  noch  eine  andere  merkwfirdlge  Eigenschaft  der 
■sehe  Segmente  von  Tier  Punkten  a,  b^  e,d,  die  auf  riner  gera- 
den Linie  liegen.    Ea  ist  nimlicb,   nH  Benntznng  des  frflberea 


ad.eb  '■  arf.eft" 
oder 

(3)  <^.ed-i-ac.db-^-ad,bc=0. 

•   Bisnnw'isigt,  du«  aalA 

Geh«  die  Stn^len  von  dem  Uittolpsakte  eine*  Kreiaea  ana  dikI 
•dinddeD  die  Peripherie  daailhop  in  des  Pvmktm  ati,t,d,  «o 
UtotMcbdi»l«late'Bdati<»aitcba*aabdi«okMf:  ' 
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•io  oft .  dneii  +  apiAff^sia  (tt -f  »ia  «tf  ■  ■}■  Ae  =  0. 

Ist  nun  HTcbd  positiv  unil  gleich  W,  ao  ist 

Blndb^~~l,  aiftad-=ciMab,  aiDcd  =  cn9eb; 
folglicb 

sin ac=Bm ab.  coa et ■}■  km be. cos  ab, 
und  da  Ar  die  Foig«  der  Pnnftfe:   d,  b,  e,  d 

ae  =  ab-\-be, 
■o  ist 

Bm  (oi  -f-  i^ = sin  <iA .  cfw  be-^mabe.  cos  oft, 
sin((i-|-|3)  =  BiD<(,cosj3  +  ainjl.coso. 

In  Ähnlicher  Welse  lassen  slÄ  wicli^  d'te  Bbrigen  hierher  ge- 
kSrigvn  trieonometrischen  Formeln  sbleiten.. 

Sind  die  anharmonipchAn  Verfaältnliee  sweier  Systeme  von  vier 
Punkten,  weldie  a,b,b,dmiAa',b',t',d'  Üeissen,  gleich,  so  ist 

aC  .  bc       a'e'  ,  ^V 
ad'Sd~a'd''V^'        •  ■      ■■ 


Da  ^ercj+— =  1  (3),  so  irlrd  die  Gleichheit  der  aDbarmoniacfaeii 
Verhlltnisse  zweier  Systeme  yon  vier  Punktee  «geh  noch,  «tf  M- 
gwJe  Weise  ausgedrtickt  werden  kSnnen: 

tf  c  be      a^    e'b'  _  -    ■ 

,  ed  ,  «V   dV  _- 
'eb^ü'b'M'-*' 

ab  db      a'd'  b'd'      . 


B.    Theorie  der  homographlschen  Elntheiloig. 

Wenn  zwei  Gerade  dnrch  Pnnkte,  weiche  «Inander  einsdn 
entsprechen,  in  der  Weise  getheill  sind,  dass  .du  ■nharaenlsehtt 
Verhfiltniss  von  vier  beliebigen  Punkten  der  einen  ftleich  ist  dem 
anharmotiUGhen  VerhUtniss  der  vier  entsprecbenden  Punkte  d«r 
anderen,  so  werden  diese  zwei  Geraden  als  homoKraphiscfa  ge- 
fheilte  oder  die  Fnleen  ihrer  Thdipunkte  als  zwei  hon^mpbisch« 
EiotheÜimgien  (ditlalons  homoRrm|ihiqses)  faez^hnet. 

Wenn  zwei  8ttaUeidi(lnMl ,  dsrao  Gerade  eltwader  wueh 
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entopredrtD,  '^  Ei^nMlnft  liriieB,"  AhBB  *ier  iMitebig«  Oeradie 
des  ersteren  ein  gleiches  an  harmonisch  es  Verhältniss  habea,  wie 
dasieDiG:«  der  vi,er  entsprechenden  Geraden  des  zneiteix  BQndel«, 
80  VerÜen  die  beiden  Strahlenbfindel  aia  linmDgrapliisChe  (fais- 
eekiiz  iiomographiques)  bexelcbnet.  2WeI  Linien  £  and  L'  sind 
also  bomograp bisch  getheilt  in  dea  Punkten 

a;  b,  e,  d,  «..v.v 
a'.b'.c'.d'.e'..... 


ae'  de~  a'c''ä'c'' 
«Ä .  '«4  _  a'b'  _  /il 
ae'  tc~  a'c''  e'c'' 


>  dssa  also  anch 


^i!*^ 


äi  ü^wp'T?.'  ; .    ,; 

ec   fe__e'f  ,/'€' 
ed  fd—t'd''fd" 

Das  GnlspTCcbende  gilt  natQrlich  .von  boniographivcben  SlrtV. 
lenbQndeln,  9o  dass  also  Jedes  von  zwei  solchen  btTableobfindeloi 
TOD  einer  beliebigen  Transversalen  immer  in  soicben  Punktei 
durchschnitten  wird,  welche  mit  den  entsprechen  den  der  aailera 
Transversale  iwei  bomograp  hiscbe  Eintbeilungen  bilden.  Das- 
selbe wird  aber  nalQrlich  auch  fon  einem  SIrablenbOndel  selten, 
welches  von  Ewei  Transversalen  getroffen  wird ,  und  der  Durch- 
schniltspunkt  der  beiden  Transversalen,  welcher  zwei  zuHammen- 
.  fallende  homnloge  Punkte  dfer  beiden  bomograubischen  EinthetlaB* 
gen  darstellt,  wird  dessbalb  ein  gemeinschaftlicher  Punkt 
genannt.  Wenn  dtiher  zwei  Gerade  in  der  Weise  bomOKtaphisv^ 
setheilt  sind,  da«8  ihr  Durchsciinittspunkt  ein  gerne inscbafilichf;! 
Punkt  beider  Eintheilunsen  ist,  so  werden  die  Geraden,  welche 
die  homologen  Punkte  der  beiden  Eintheüungen  verbinden,  einen 
gerne! nscballlichen  Duichschnittspnnkt  haben. 

Zwei  StrahlenbQndel,  dereo  Gerade  sich  paarweise  in  solchen 
Ponktbn  «cbneiden,    die  in  gerader  Linie  liegen,   tUnA  hemosfa* 

5 bische  Strablenbilndel.  Die  Gerade,  welche  die  Centra  i^er  bei- 
en  StrahlenbQndel  verbindet  und-  swel  zusammen  fallende  homo- 
loge Strahlen  der  beiden  Bündel  darstellt,  wird  eemeinscbaft* 
lieber  Strahl  der ,  beiden  Bfindel  genannt.  Wenn  daher  zwei 
bomn^apbische  Strahlen bflndel  eine  solche  Lage  haben,  dasa  die 
ihre  Centfa  verhindeode  Gerade  ein  gemein  sc  baniieb  er  Sttahl  dei 
beiden  Banrietist,  so  werden  die  Darehscbnittspunkta' der  «brlmn 
hbmol^on  iSiralilen  4er  beiden  BoWdel  atff  etaep  geraden  Liote  tte^. 
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Rtii^gaagagißichinBgoa  tut  li «mogtsphl «eh e  Eintli«!- 

Die  Pukte  tt,b^te,m  «iiier  GenJen  und  i£e  lioDiologeD  <hm 
«weitn  a',b',^,m'  bilden  «mi  luuD«grapbwdb«Eii|tbriliucw>  wann 

am   ae     a'm'    t^e* 


a'm'  /< 


.be'W^r 


Bfltnditeti  wir  die  httmaloffen  PnnkM  m  Und  m'  als  vaiiibele   anf 
jenen  beiden  Gerade,    m  Obrisen  aber  nicht,    nod  setwn  den 


WerA 


=  1. 


ra  erb&Hea  wir  wm  der  abigttn  Glelcbnng  felgend«  BedhunnM- 
gleicbnng  twMer  bomograpbiscben  Eintfaellungen,  welche  die  Panne 
W  nnd  m'  auf  den  Gmdeti  a6,  a'b'  Itewifken: 

„,  mm      ,  e!nC 

Beseicfanen  Jlf  nnd  JV  anf  der  einen  nnd  «nf  der  andern  Geraden 
die  beiden  Punlile,  welche  dem  imeadnch  entfentea  m'  and  dem 
■mendlttli  eirtTernten  m  anf  der  zweiten  and  anf  der  ersten  Gera- 
den eotipTe<ft«n,  9o  gelten  Ar  die  enteren  beiden  Punkte^  fol- 
gende Gl^chnngen: 

«jir   ,  »**•    . 

rar"*'  5^=*- 

Im  il=-|-],  80  fol^  ans  der  cmteren  der  beiden  GMchongen, 
dasfl  M,  welches  dem  nnenAich  entfernten  «'  at«  homolager 
Pnnkt  e^npricbt,  ebenfalls  ttneadlich  entfernt  sein  masa,  und  ^ 
Gletcbnng  dieser  besonderen  b omographischen  Eintbellung; 

,  ^  am     aitf 

diOcU  US.  Au»  <die  beiden  GmdcB  in  pmportionale  MOdi«  n* 
Aas  der  Form  der  Gldcbnng  <1) 

4jt>e  bin/    t^c'\ 

.  fflr  ein  anendlich  «atiintea  *  «of  dar  efaMs  Gecadea 

Ab  eia  nnendHeh  «atfentM  «'  auf  dar  aaderea  Gerades 
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wird.  BaztMtmn  wir  mit  B'  und  A  di«  i  bflUfto  Pukte,  welche 
dm  wwttdliGh  entferaten  b  vad  a*  oatvptfwbtei.  so  nÜtM  wir 
ans  der  POTberRehenden  Glsichang  fol^wda  BadingBiif|«gia<diaDS 
dner  iiomognipUflcke«  EinthcHaag: 

(2)  .<<».fi'in'=^A. 

■B  wciciwr  A  vai  B  awti  taate  Piukto  auf  iwel  gvad«a  Liai«« 


Tennittelst  iler  Mb«r  erwähnten  AnadrSeke  Ar  die  Glnch- 
faeit  «uharmoDiacher  Verbältniese  (4)  tasBeo  sich  noch  aiitlere  B«* 
dbicaiinKlei<ihungen  fGr  bomoffrapfaische  EintheiloDsen  eDtwickeln. 
Sind  Miuich  die  anharmenlsenen  VerhSltoisse  der  beidvo  Syatoufl 
von  Pankten  a,  6,  c,  m  und  a',  V,  e',  m'  gleich,  ao  iat 

am  gg  ,  e'm'   e'a'  • 


6e     ,    b'a' 

Sind  die  beiden  Geraden  Xfanlich  oder  in  proporäonale  Stiick«  ge* 
thbilt,  so  sind  die  auf  jeder  Geraden  in  unendlicher  Enifemnng 
befindlichen  Theilponkte  z^leich  sw^  homologe  Punkte  der  fao- 
mographischen  Eintbeilung,  and  nehmen  wir  als  solche  Punkte  die 
beiden  Pmkte  6  nnd  b'  au,  M  •rhaltnn.wi'  folgende  beewidltr« 
Form  der  Glelcfanng  (3): 

(a)  l.om-l'fh.e'M'asl. 

Die  Glelcbong  (1)  Uset  sich  noch  zor  £i>twickelnng  einoa  ant 
deren  Ausdrucks  fQr  zwei  homograp bische  Eintbeiloogen  gebran- 
chen,  wenn  man  derdelbra  folgende  Gestalt  giebt: 

am.  6'»'  —  s.Afn.«'W  =eO. 


so  ergtebt  steh   durch  EinfSttrang  dieser  Werthe   in  die  Torher 
gehende  Gleichung  Termltteist  einer  leichten  Umformung: 

(4)  am.&'iN'4ii-Mm-fi.frW^i'SsO. 
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Homographische    EintbeilungeD    anf   bitter    eiaaigen 
C«raden. 

Die  Torttefgehende  Gleidiiinr  (4)  Ist  der  Ausdruck  «Weief  h»- 

BograTMacfaen  EintMilangM)  «tu  zwei  Gandeni  i  Denken  wir  mag 
(fiweJrtiienHi  dir  Rtefatmg  nach  vnd  xugläioh'die  Pwikte  a  and 
b'  beider  Geraden  zasammenrallmd ,  so  wirrf-^ie  Glricboog  <4) 
auch  io  der  neaen  Form 

am.am'-t-l,am-(-fi,äm'^v=0 

der'^sdnidt  zwehtr  hamo^apMitehefl  fiielhellnbgen  mtin.  Dsrck 
die  besondere  Annahme,  dafis  anter  den  Theilpunklen  ein  Prniht 
niit  feinem  bomologea  xmaouneafWUe,  gewinnt  die  Gleichung  eed- 
liqh  fqlgpndetpqstalt: 

woran«  alcb  erf;ieht,  dasa  e«  Rlr  swei  so  gelegene homo^Taph!«ebe 
Etntheilungen  zwei  (reelle  oder  imaginSre)  Punkte  giebl,  weiche 
die  Eigenschaft  bahee,  dasa  jeder  derselben,  wenn  er  als  einer 
der  beiden  Eintheitungen  aiigehörtg  betrachtet  wird,  mit  seinem 
homologen  in  der  anderen  zusammen  fallt.  Sok'be  PunktQ  werden 
doppelte  Punkte  genannt. 

Sind  m  und  m'  nnendlich  entfernt  und  die  denselben  in  beiden 
Eintheiinngen  entsprechenden  Punkte  Jf  und  M,  so  folgt  im  ersten 
Falle  ans  (4): 

—  6'«'=i. 
im  zweiten: 


of»  .'ftW -■  Ä'Ä* .  «MB -"  oÄf .  fi'm' +  V = Ol 

Fsllti'm  niit  axusanrntnmid  Ist  *■'  in  diesem  Falla  ide«  Punkt  a/, 
so  ist  In  Folge  der  letztes  Gteicbnag: 

oBd  mtar  den  frflher«n<VDmiasclzst>geiidie'Formde<GlMciu]ng(5): 

dm*-  (Bil  +  aM')Btti+  aM.  oa'^a 


Die  Summe  der  Entfernungen  de#  Punktes  «  von  den  beiden  dep- 

Selten  Punkten  ist  also  so  gross  als  aM-t-aJU'.  Bezeichnen  wir 
aber  mit  0  den  Mittelpunkt  des  von  den  beiden  doppelten  Punk- 
ten  begrenzten  Segments.,  so  ist 


aO^ 


■  oH-^v, 


und  die  Form  der  GMtlnmg  (5)'  daher  auch  ftalgendet 
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ow*— 2«0.«m+flJlf  .«o' =  0, 

Fällt  der  Pnnkt  a  mit  0  zusammen  und 'entspricht  dem  O  in  d«T 
sw«t«B  EinIheUang  der  Paukt  O',  so  ist 

Om*  +  OM.OO'=Q.  '    . 

und  da  für  O,  als  Mittelpunkt  zwischen  M  imd  JT, 

om——ojg, 

80  ist 

(6)  Qm*=OM!.Oa, 

woraus  sich  die  Art  und  'Weise  und  die  Bedineangen  der  Mög- 
lichkeit der  Constnictlon  der  beiden  doppellen  Funfete  von  selbst 
ergeben. 

Aebiiliche  Bedincunngleichnngen  laesen'  sich  Tflr  die  Homo- 
graphie  zweier  StralueuDilDdel  entwickeln;  dabin  gebCren  die  fol- 
genden :  * 


(7) 


%m{B,m)  "  *'siu (»',*')■ 

ia\  1   «'" i^'  ^  .       einjCia'}^, 

^"'  ^ ■  sin {B, M)'^l*-  sin (Ä', SP)  —  *' 

C.    Theorie  der  Involution. 

Inrolntlon  von  sechs  Punkten.  Wenn  drei  Systeme  von 
je  zwei  zu8ammen({ebürigen  Punkten,  die  in  gerader  Linie  liegen, 
so  beschaffen  sind,  üass  das  anbarmonische  VerbSItniss  von  vier 
Punkten  aus  den  drei  Systemen  gleich  dem  an  harmonischen  Ver- 
hSltniss Ihrer  conjugirteu  Punkte  ist,  so  sind  diese  sechs  Punkte 
in  Involution. 

Wenn  «echs  Punkte  in  Involution  sind,  so  ist  das  abharmo- 
niscbe  VerhäKniss  von  irgend  welchen,  vier  unter  ihnen,  die  den  , 
drei  Paaren  conjugirter  Punkte  angehSren,  stets  dem  anharmoni-  * 
sehen  Verhbltniss    der  conjngirten   Punkte  gleich. 

Sind  die  drei  Systemen,  a';  b,b' i  r.ff' unddasanbarmonischeVer- 
hältniss  der  vier  Punkte  a,  b,  c,  c'  gleich  dem  der  conjugirten  a',  b',   . 
tf,  e,  80  wird  auch  das  anbarmonische  Verbailniss  jedes  anderen  Syste- 
mes  von  vier  Punkten,  welche  jenen  drei  Paaren  angehören,  dem 
anharmoniscben  Verbältniss  der  conjugirten  Punkte  gleich  sein. 

Aus  der  durch  die  Voraussetzung  gegebenen  Gleichung 

<fc  ,  bc «^ ,  iv 

tfa' ba     Ca'' b'a' 

Col^  Eunlchst,  dnrch  ^nfSbrnng  dea  Segmentes  a'o  (Vr  &e,  die 
GleiefaBng 


D,=;,lz...^'^OOgIC 


m 

a'a' ba      aa'' b'a! 

und  hieraus  die  Gleicbhait  der  *nlwniii>niioh«n  VerblltniBae  der 
Punkte  a,  b,  c,  o'  und  der  conjugiiies  a',  b',  tf,  a.  Aus  der  GleichiiDg 

CO  .  €"0     &(k'  ,  ea' 
cS'  Cb^PW'"cS' 

ei^ebt  sich  durch  einfache  ^rofanunng  die  Gleichung: 

Ca  ^&a c'fl'   ffo' 

und  hieraus  die  Gleichheit  der  anharmniiischen  VerhSltnisse  der 
Punkte  a,b',e,&  und  der  conjuetrlen  a',b,de.  Auf  die  eine 
oder  die  andsre  Weitie  lassen  Bicn  auch  die  übrigen,  durch  die 
Varaussetzung  gegebenen  Gleichungen  umformen. 

Weau  drei  Systeme  von  je  Bwei  cemDgiil«n  Punkten  i  «,  a'; 
b,  b\;  c,€^  in  Involution  sind ,  so  Ünden  rolgende  sieben  Gleichun- 
gen statt,  and  umgekehrt  wird  jede  dieser  Gleichifngen  die  Iuto- 
iution  bedingen  und  die  sechs  übrigen  zur  Folge  haben: 

at.'gft' a'6 .  a'b' 

ac.aC      a'e.a^C' 

bc.be' _b'c.b'& 
ba .  ba'~~b'a.b'a' ' 


ab'.be'.Co'= — a'b.b'e.c'a, 

ab'  .bc.&a':=-~atb.h'&  .ea, 

ab.b'c'  .ea"—  —a'b'  .be.e'a, 

ab.b'e.e'a'-=—a'^.l^.ea. 

Da  jede  dieser  Gleicfcungen  sich  in  eine  Glelcbnnr  iweler  anhar- 
moniaabMi  VerhHltnisee  toh  vier  Punkten  der  drei  Systeme  uin- 
fermeB  Iftstt,  x.  B.  die  erste  Gleichung  in  folgende:- 

mb\a'b a'b'  _  nft* 

so  folgt  hieraus  die  Richtigkeit  des  Ijehrsatües ,  die  Umkehmog 
ISsst  sich  aber  leicht  aus  dem  rorhergebenden  Lehrsätze  ableiten. 


Sind  die  vier  Punkte  a,af;  h,  b'  gegeben,  so  ISsat  sich,  ver- 
nUtelst  der  siebe«  Terhergehenden  Gteichui^ea,  üKi  ein  beliebig 
angenommenes  c  das  lugcnörige  «*  leicht  bestimmen.    Oct  Pnakt 
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e  kaa«  d«her  mck  tv  nnandlicfaei  EnKeniiing  li«geii  oAw  mit  sei- 
iMn  eonjflifprteii  c'  svwam meo fallen. .  la  den  letzteren  Falle  gehe» 
dl«  obiffea  sieben  Gleicbniigen  in  folgend«  vier  fiber: 


tb.nV 
„■h.M- 

oi'.k'.« 

'=— 

•« 

6'e 

e«, 

ii6.6'«.«i.'=- 

a'6 

.»< 

en; 

in  welchen  «  die  beiden  lUHunneiifatlenden  Punkte  bezeicbaet 
Aus  der  Beschaffenheit  dieser  Gleicbangen  ergiebt  sicli,  dass  es 
zwei  Punkte  «,  /"giebt,  von  welchen  jeder  die  EtgeascfaaA  hat, 
mit  den  Punkten  a,  a';  b,  b'  eine  Involution  zd_  bilden,  in  welcher 
der  Punkt  e  oder  f  jedennal  mit  seinem  conjueirten  zusammen- 
füllt.  Da  beide  Punkte,  e,fz.  B-,  der  ersten  Gleichung  genügen 
werden^  so  ist 


folglich 


ye"       af* 

l  ae_ af_ 

\  a-e-     ^f 

-    . )  be  bf 

\  b'e         o'f 

worimK  «ich  ergieM)  dasa  die  beiden  Punkte,  von  welchen  jeder 
mit  8*Inen  eonjugirten  zaMmmenOilt,  die  beid«ii  Segnente  so', 
bb'  barmontsdi  theltea. 

Ist  der  Punkt  «  in  aneodlicher  Entfernung  augenomrae«  nsd 
der  conjugirtfl  Piinkt  desnelbea  O,  so  erhalten  die  Gleiclmigen  (1) 
folgende  Gestalt: 

ab. ab'  __  aO 
a'b.a'b — ö^' 

ba.ba'  _bO 

Oa.Oa'—Ob.Ob; 

06 -"ba"     Ob'-'b'a 

Oa       tA       <M     a'b' 

M'-V^"     Ob"  ba' 

von  welchen  ■nnbwcndef e  die  dritte  «ne  weitwe  Bea^tnng  verdient 
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Wenn  nfimlicb  secbs  Punkte  a,a';  b,b';  e,  &  In  InvolvOon 
sind  nnd  ni&n  zw«!  andere  rf,  if'  so  nlinint,  dass  sie  mit  den  ersten 
Paaren  a,  a' ;  b,  />'  eine  Involution  bilden  ,  so  lisst  eich  letcht  durch 
VerBteicfauQft  der  von  der  Involution  bedingten  gleichen  anharmo- 
nischen  Verhältnisse  nachweisen,  dass  di«  Punkte  d,  d'^tuch  mit 
dem  dritten  Paare  unif  eioem  der  eraterea  eine  Involution  bilden 
werden. 

Wenn  daher  jener  Punkt  O  eine  solche  Lage  hat,  da»  fiir 
sechs  in  Involution  befindliche  Punkte  a,a'i  b,o';  C,  c" 

Oa.Oa'^Ob.Ob', 

so  ist  offenbar  auch 

0b.0b'=Oe.Oe', 

woraus  sich  der  Satz  ergiebt : 

Wenn  drei  Systeme  von  ^e  zwei  Punlrteu  In  Involution  sind, 
so  gieht  es  immer  einen  gewissen  Punkt  (Gentralpunkl  der 
Involution)  von  der  Beschaffenheit,  dass  seine  Eotremungen 
von  je  zwei  conjugirten  Punkten  ein  constantes  Product' geben. 

Wenn  awei  Segmente  aa' ,  bb'  ein  gemeinschartlicfaes  Stflck 
haben,  so  kann  der  zu  diesen  Paaren  tt,a';  b,b'  gehörige  Cen- 
tralpunkt  0,  wenn  wir  die  Gleichheit  und  dje  Vorzeicfaen  dei 
Proidncte  Oa.Oa'  und  Ob.  Oh'  beachten,  nolhwendiger  Weise 
nur  auf  diesem  gemeinschaftlichen  Stficke  liegen,  woraus  sich  die 
Conqtrnction  des  Punktes   O  sehr  leicht  ergiebt. 

Wenn  man  nämÜLb  Ober  zwei  ibeikveiseanf  einanderliegenden 
Segmenten  aa',  bb',  als  UurcbmeEsem,  zwei  Kreise  constniirt,  so  wird 
ihre  gemeinscbaflliche  Sehne  stets  durch  den  Ceotralpunkt  O  gehen. 

Liegen  die  Segmente  aa' ,  bb'  sieht  theilweise  auf  einaBdeiv 
so  kann  man  immer  durch  einen  beliebigen  und  ausserhalb  der 
Gerades  be6ndlicheo  Punkt  g  zwei  Kreis peripberien  so  conatroi- 
rea,  dass  die  eine  aa',  die  andere  bb'  zur  Seh  na  hat;  die  gerne  i-- 
scbalUiche  Sehne  gg'  '  "  ■  ■  ■  >  ■•-■  i  i —  -»  ' 
Ceotralpunkt  0,  well 

Og.  0g'=0a.Oa'=  Ob. Ob'. 

Drei  Kreise,  die  man  über  drei  in  Invointion  befindlichen  Seg- 
menten, als  Durchmessern  dieser  Kreise,  construirt,  haben  zwei 
gemeinschaftliche  Durchschnittspunkte,  welche  in  dem  Falle,  datu 
die  Segmente  nicht  theilweise  aufeinander  fallen,  imaginSr  sind. 
Die  Kreise  haben  alsdann  in  dem  letzteren  Falle  keine  gemsin- 
schaltliche  Sehne,  sondern  eine  gemeinscbaöiicfae  Chord^a  (axe 
radical). 

Wenn  drei  Systeme  von  paarweise  conjugirten  Punkten  a,  a' ; 
b,  6';  e,c'  in  Involution  sind  und  zirei  PnnKle  e,  f  die  Beschaf- 
fenheit haben,  dass  jeder  derselben  mit  den  beiden  ersteren  Paa- 
ren'■>!>';  b,b'  eine  Involution  von  fünf  Punkten'  bildet,  in  wei- 
chet der  Punkt  s  oder  ^  mit  seinem  conjugirten  i 
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wardea  die  PaoLt«  e  und  f  diew  Eigaucbaifi  Knoh  in  Bedebmut 

kuf  die  Systeme  b,  b' ;  c,  e"  beaftzHi.    D&Melb«  wird  ab«[  Bncn 
TOD  der  Eigenschan   der  Paokte   e   nnd  /  gelten,    trelcbe  durch 

di«  Gleichungen  -7=  —  -^  etc.  ausgedruckt  ist    Hieraus  ergisbt ' 
sich  leicht  folgender  Satz:  .       ■        - 

Wenn  drei  Systeme  run  paarwetse  coDJugirten  Punkten  a,  a'; 
b,  &';  c,  c'  in  Involution  sind,  so  giebt  es  stets  zwei  (reelle  oder 
imaginXre)  Punkte  (doppelte  Punkte  der  Involution),  tvelche 
die  drei  Segmente  ait,  ob',  ctf  harmonisch  tbeilen. 

Diese  Punkte  befinden  sich  so  beiden  Seilen  des  Cenfenl' 
punktes  ie  gleicher  Entfernung  von  demselben,   indem 

Oo.0s'=O6.06'=Öe«=Ö7». 

Es  ergfebt  sich  zugleich  ans  der  Gleichung 

dasB  die  doppeltCD  Pnokte  imaginir  nnd,  wem  der-Pankt  O  in- 
nerhalb der  Segmente  ea'  und  bb'  liegt. 

Die  Beziehung,  in  welche  ein  beliebiger  Punkt  zn  sechs  in 
Involution  befindlichen  Punkten  gebracht  werden  kann,  führt  zn 
andern  nichtigen  Eigenschaften  der  Involution.  Sind  nimlich  aa', 
bb' .  ec'  drei  beliebige  Segmente  einer  Geraden  nnd  a,  ß,  y  ihre 
Mittelpunkte,  m  und  M  zwei  andere  Punkte,   so  ist 

ma  =Ma^Mm,  ma'=zMf^ — !tfm, 

mB.ma'=.Ma.Ma'  —  ^.!lia,mm-\^  Mm^, 

mb .  mb'  ^  Mb .  Mb'  ~  2 .  Mß .  Mm  +  Mm*, 

me.me' ^Ste.Me' — i.My.Mm  +jfifm*i 

folglich 

ma.ma'  .ßy+mb.mb'  .ftt  +  mc'.mc'  .aß 
==  Ma.Ma'  .ßy  +  Mb.Mb'  .yu  +  Me.Mc'.oß 

—1i(Mii.ßy+Mß.Ya+My.aP)Mm-i-(ßY+yti-^aß)Mm\ 
Nun  ist  aber  nach  einem  frOheren  Lehrsatze  SAWohl 

Mu.ßf  +  Mß.ytt-i^  My.aß^Q, 
als  auch 

ßy+r«  +  «|S=0, 

folglich 

ma.ma!  .ßy  ■{■mb.mb' .ytt-\- mc.mc' .ttß 

=  Ma.Ma'.ßy-^  Mb.Mb' .yu  +  Me.  Mc'.uß. 
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tat  iahet  9f  der  CeBtrelpndrt  reu  seCha  ttt  lnv*liilloB  h«fi«*oh«ii 

funktet!  a,  et';  b,  6';  c,  &,  »a  Icrt 

ma .  ma' .  ßy  +  ot6  .  mb'  .'ya-^-me.  m&  .tiß=0. 
Fällt  dn  Pankt  m  mit  dem  Punkt«  a  znswnmep,   so  Ut 

(blglkb 

aA.fl&' ttp  a'b.a'6'  _ttß 

ac.ae'~ ay  a'c.a'&  ~ ay 

und  ebenso:           ,     .  ,      «  -,.,,«. 

ea .  ea'     ^ ,     e'a.e'a' ^ 

eb.ctu'^Yß^    cA.ir*'  ~j^' 

Uoroograpfaiflche  Eintheilungen  in  Involntion.  FQr 
zwei  Paare  von  Paakten  a,  a";  ö,  b'  lassen  «ich  unzählig  viele  all- 
ere Pur«  £,&;  it,  tt;,...  beationne«,  wekfce  vüt  Janen  erstwen 
eine  Involution  bilden,  üvtraciiten  wir  mm'  hlsibci  die  Punkte 
a,  i,  a'  und  o',  f,  a  al»  fest,  die  Punkte  c,  €'  aU  variabele  und 
gleicbaam  die  Gbrigen  Paare  beschreibend,  so  werden  die  Punkte 
C,^  offenbar  zwei  homoj^apkiBcfae  Eiotheilungea  bilden.  Aus  der 
zugleick  statten  de nden  Tlileichheit  der  an barmon locken  Verhält- 
nisse a,  h,  a',  &  and  a',  b',  a,  e  wird  aber  feigen ,  das»  der  vatia- 
bele  Punkt  &',  man  mag  denselben  als  der  einen  oder  der  ande- 
ren Reihe  der  hoDMurraphiseb  vertheilten  Punkte  aneehürig  be- 
trachten, stets  denselben  homologen  Punkt  c  haL  Solche  homo- 
fraphiscbe  Eintheilungin  werden  ab  Eintfaeilsngen  io  Invo- 
ition  bezeichnet. 

Zwei  hotno graphische  Binthellongen  anf  derselben  Geraden 
sind  in  InTolalian ,  wenn  ein  belietuger  Punkt  auf  dieser  Geraden, 
den  man  als  der  einen  und  der  anderen  Eintheilung  angebSrig 
betrachtet,  in  beiden  Fällen  denselben  homologen  Punkt  hat  Sind 
a,  b,  c  und  a',  b',  C  homologe  Punkte  der  ersten  und  xweilen  Ein- 
thflilnng  und  entsprechen  steh  nach  Voraussetzung 
«,  A,  e,  &, 
a",  b',  &,  e; 

so  sind  die  ankaniMBiseheil  VerhKltniMe  dieser  Punkte  gleich  lutd 
daher  a,  a';  b,  b';  e,  &  tn  Involution,  so  dass  auch  o,  a',  b,  c  und 
a',a,ti',&  gleiche  anbarineniacbc  TerbHltnisse  haben,  und  was 
TOn  den  Punkten  c.  &  galt,  auch  von  den  Punkten  a,  a'  enviesen  Ist. 
Als  Ausdruck  zweier  faomograpbischen  Eintfaeilungen  gilt  fol- 
gende Gleicbang  (i): 

am.b'm' -i-l.am-t-  (».6'm'+v=0, 

Snd  wen»  m  und  nt'  unendlich  entfernt  und  die  ihnen  entsprechen- 
en  Punkte  M'  oud  jtf  sind. 
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-VJP^i,  — (ijrb=fk 

Nebmea  wir  nun  an,  due  von  einem  der  in  anendliclier  Eot- 
fernnng  beflndllcfaen  Paukte  daa  im  Vorigen  von  dem -Punkte  c 
GesMte  eelte,  so  irird  derselbe  in  beiden  EiolfaeilnDj;«!  densel- 
ben nomaj^en  Pankl  babeo  mQssen,  woraus  sich  etgiebt,  dass 
in  diesem  Falle  JU'  und  M  zuBammen fallen.    Dana  ist  abei 

nnd  wenn  die  beiden  Kintheilongen  einen  gemeinscba/fflcho)  Aiur- 
gangspnnkt  baben. 

Die  dapMitcn  Penkte  zweier  bomograpblwbm  EiDtbeilaageo  auf 
deradben  lieraden  stehen  in  einer  nerkwOrdlgtfD  Beilebaac  aa 

EewiaseD  Paaren  ibrev  Punbtei  StnA  B&allcb  a,  A ;  a'  fr'  hcnnäoge 
'nnkte  zweier  Eintbaihmgen  und  e,  f  dt«  beidan  doppelten  Punkte, 
ao  sind  die  anbsnnoniseben  Verfaältniaae  der  folgendvn  Systeme 
TOD  vier  Pinkti»  giricb.   nlralich  roa 

m,  h,  t,  f  wd   s',  y,  e,  f. 

ffierans  folgt,  dass  dasselbe  auch  von  folgenden  Systemen  gilt; 

tt  frf  «>  f  und   &'•  o'j  ft  «t 

oder  dass  at/,  a'b,  ef  drei  in  Involution  befindliche  Segmente  sind. 
Die  doppellen  Punkte  zn-eier  bomographischen  EintheiluDgen  o,  fr,- 

e....  und  a',  b',  c" bilden  also  stets    mit  zwei  solcbeu  Paaren 

von  Punkten,  wie  a,  b'  und  a',  b  eine  Involotion.  Diese  Eigen- 
schaft der  doppelten  Punkte  gtebt  nits  ein  Mittel  an  dit)  Hand, 
dieselben  zu  eonatriiiren.  Man  construire  ztvei  durch  einen  belie- 
bigen Punkt  g  gebende  Kreisperipherien,  von  denen  die  eine  ab', 
die  andere  a'a  als  Sebne  in  sich  fasst,  so  werden  xicb  dieselben 
noch  in  einem  anderen  Punkte  ^  schneiden.  Durch  denselben 
Punkt  g  construire  man  femer  ein  anderes  Paar  von  Kreisperi- 
pberien.  von  denen  die  eine  aif,  die  andere  n'c  znr  Sebne  hat, 
so  werden  dieselben  sich  in  einem  zweiten  Punkte  o"  dorcbschnei- 
den.    Der  Kreis,    dessen  Peripherie   dorcb    die  l^inkte  y,  o*,  o" 

f;eht,  wird  alsdann  die  Clerade  in  den  gesuchten  doppelten  Punlc- 
en  durcbscbneiden ;  denn  beide  Punkte  werden  sowohl  mit  a,  & 
nad  a',  b,  als  auch  mit  a,  &  und  a',  c  in  lovelution  sein. 

Strahlenbündel  von  secba  Geraden  in  Involution 
sind  solche,  deren  paarweise  conjugirte  Gerade  die  Eigenschaft 
haben,  dass  vier  den  drei  Paaren  angebörige  Gerade  ein  gleiches 
anharmonisches  VerhSltniiis ,  wie  das  der  vier  conjueirten  Geraden 
haben.  Solche  Strablenbündel  werden  von  jeder  'Hansversale  in 
sechs  Punkten  geschnitten,  die  sich  in  Involution  befinden,  und 
alle  Relationen,  welche  sich  auf  dieae  Durchachnittspnnkte  be- 
zieben und  durch  Betrachtung  det  ata  harmonischen  Verbältnisse 
dieser  Punkte  abgdeitet  werden,  gelten  auch  fflr  die  sechs  Gera-, 
den  z.  B.  folgende: 
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ain  (A,  B) .  gin  (^„gQ     rin  (A',  B)  -ain  (A',  B') 

aio(A.C).üaiA,C')'~  Bm(A',  C) .  ain  {Ä;  C) ' 

Aa(,A,Bi.sm(B;C)-«jiiC',Ä')=-HmiA'.B).sm{B.C').Km(C,Äi. 

Den  doppelten  Punkten  der  lovolution  eines  Systemes  von  sechs 
Pnnkttfn  entsprechen  hier  zwei  doppelle  Strahlen  der  InFolution 
eines  SIrahlenbdndets  von  sechs  Geraden. 

Eine  ähnliche  Analoeie  findet  noch  zwischen  zwei  boitioera-. 
phischen  Eintheiluncen  in  Involution  und  zwei  hoinograpbiacben 
StrAblenbGndeln  in  InToIntioD  statti 

Anwendung   der  vorhergebenden    Theorien. 

Die':flhrigen  drei  Abschnitte  des  Werkes  enthslten  banptcSeh- 
lioh  die  Bestimmung,  die  EiKenachaßeii  der  iricbtigsten  geone- 
tfiachen  Figuren  vermittelst  der  in  dem  ersten  Atischnitte  milg»- 
theilten  Theorien  zu  entwickeln.  Der  zweite  Abschnitt  ist  vor- 
zugsweise den  Eigenschaften  der  geradlinigen  Figuren  gewidmet 
und  beginnt  mit  ctei^  Uehandtnng  mehrerer  geschit^tTieh  merkwOr- 
diger  Aurgaben,  welche  den  Gegenstand  Tolgender  Werke  des 
Apoll nnius  bilden:  „de  sectiooedeterminAta",  „de  sec- 
tione  rationis"  und  „de  sectione  spatii." 

Die  Aufgabe  der  sectio  determinata  ist  folgende: 

Wenn  auf  einer  Geraden  vier  Punkte  gegeben  sind,  einen  ffinf- 
ten  Punkt  auf  derselben  so  zu  bestimmen,  dass  das  Product  sei- 
ner Entfernungen  von  zweien  jener  vier  Punkte  zu  dem  Prodncte 
seiner  Entfernungen  vun  den  beiden  anderen  Punkten  ein  g^e- 
benes  Verb&ltniss  hat. 

Sind  die  gegebenen  Punkte  o,  a'j  b,  b';  X  die  Verfaältnisazahl, 
so  ist  ein  Punkt  m  von  der  Bescbadenheit  zu  suchen,  dass 


bm .  b'm 


=  A. 


Aus  der  Theorie  der  Involution  (I)  geht  sofort  hervor,  dass  atjs- 
ser  einem  Punkte  m,  welcher  der  Gleichung  Genüge  leistet,  noch 
eiu  anderer  m'  von  derselben  Beschaffenheit  vorhanden  ist,  näm- 
lich derjenige,  welcher,  als  der  conjiigirte  des  Punktes  m,  mit 
den  bduen  Systemen  a,  a';  b,b'  eine  nivolution  bildet. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  fi,  k,  ß  die  Mittelpnnkte  der  Seg- 
mente mm',  aa',  bb',  so  ist 

?"■•«''»      ?e  na 

U.b'm-ßit'  W 

folglich  * 

Ans  der  letzten  Gleicfaimg  ergiebt  sich  der  Mittelpunkt  ft  ond  da- 
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mit  zugtelch  di«   einfacbe  l^^utractum .    welche   anf  die  beiden 

,  Puokte  m  und  m'  fahrt. 

Construirt  man  nänillcfa  zwei  Kreise,  welche  durch  eineo  be- 
iiebigeo  Punitt  ,7'^hen  und  von  denen  dCr  eine  att,  der  andere 
ob'  aUSebae'entb&lt,  fenier  (hrrcb  die  Ikeiden  Durcbecbnittepankte 
dieser  Kreisperipberien  ff  und  9'  «inen  dritten  Krei»  so,  dass 
der  Mittelpunkt  demelben  anf  dem  in  m  auf  oa'  errichteteo  Per- 
pendikel liegt, .so  durcheciineidet  derselbe  die  Gerade  in  den  ge- 
suchten Punkten  m  und  m'  (4). 

Ans  der  allgenmnen  Ferm  der  Gleicbiing,  welcher  die  Auf- 
lüsnnj;  genügen  muss,  lassen  steh  leicht  die  oesoDderen  Falle  der 
Aufgabe  ableiten,  und  aus  den  Eigensch&flen  der  lovolutioD  die- 
ienigen  Bedingungen,  unter  welchen  m  und  m'  imaginär  werden. 
Wenn  wir  daher  erwägen,  wie  schwierig  die  Aafliltiungemeihnde 
des  Apollonius  iit,  die  uns  R.  Simson  in  seiner  Wiederherstel- 
lung des  betreffenden  Werkes  von  Apollonius  inlttbeilt,  so  rauchte 
schon  dies  Beispiel  einer  Anwendung  der  im  Vorhergehenden  ent- 
wickelten geometrischen  Principien  hinreichen,  die  Allgemeinheit 
■nd  Fruchtbarkeit  dei«elben  an  den  Tag  zu  legen. 

Aufgabe  der  sectlo  ratloaJs; 

Wenn  iwei  Gerade  AL,  BL  gegeben  aind,  eine  Transrer- 
aale  durch  einen  Punkt  p  so  za  ziehen,  riase  die  auf  dea  beideo 
Geraden  gebildeten  Segmente,  welche  von  den  beiden  festen  Punk- 
ten dieser  Geraden^  and  B  aasgefaen,  ein  gegebenes.  Verb äJt- 
■iss  l  haben. 

Nehmen  wir  auf  beiden  Geraden  zwei  aneammengehOrigä  and 
Tariabde  Penkte  a  und  a'  an,  dereu  Lage  in  Beziehung  auf  die 
Punkte  A  und  ^folgende  Beziehung  gestattet  i 


SD  bilden  diese  Punkte  eine  bomographische  Einibetlung  (I,  a.), 
nnd  die  Aufgabe  ist  gelöst,  (Venn  irir  durch  p  eine  Gerade  so 
ziehen  küuaen,  das«  sie  dirrch  zwei  homologe  Punkte  der  Ein- 
'theilungen  geht.  Ziehen  wir  durch  jeden  Punkt  a'  und  f  Gerade, 
"deren  Durcdschnittspunkte  rait  AL  im  Allgemeinen  mit  o*  bezeich- 
net werden  sollen,  so  bilden  v'  nnd  e'  ebenfalls  zwei  honiogra- 
phiscbe  Eintheilungen  und  desshalh  auch  a  und  «'.  Es  folgt  hier- 
aus,  duBs  nur  diejenige  Gerade  a'p  der  Aufgabe  genügt,  welche 
einen  der  doppelten  Punkte  dieser  letzten  beiden  Einlheilungen 
trifft  und  dass  es  zwei  solche  Gerade  eiebt.  Nun  sind  zdt  Con- 
strnction  der  l)eideu  doppelten  Punkte  im  Allgemeinen  drei  Paare 
zusammen  geh Drig6r  Punkte  der  beiden  Elntbeilungeu  auf  AL 
'  D9tbig  (&),  BS  folgt  alsg  hieraus,  dass  man  zur  gesuchten  Gera* 
den  11' n  eist  dann  gelangt,  wann  man,  gleichsam  Tersuchs weise, 
drei  andere  construirt  bat,  und  dass  diese  geametriscbe  Behand- 
lung der  Aufgabe,  hinsichtlich  der  Methode,  dem  arithmetischen 
Verfabree  der  positio  falai  nicht  unfihnlich  ist 
'  In  derselben  Weise  wird  auch  die  Aufgabe  der  aectio  spatii 
behandelt,    deren  Auflösung  folgender  allgemeinen  Gieichnng 
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Am.Ba'  =1 1, 

welche  zngltich   der  Auadmck  zweier  bomographbcIieD  Eintbei- 
luDgeo  ist  (2),  genügen  muss. 

D«r  Verfasser  wendet  dies*  Heffaade  dn  AnflOa«^  iD  d«r  . 
Folge  noch  ui(  eioige  andere  geomatriache  Anfgiiiea  an,    defen 
fiegeDstsnd  tob  den  erwfthnten  ganx  verschiedea  lat,  and  zoletit 
Boeli  auf  die  AnflOaung  einaB  Syateme«  van  GkicbongeB  da»  entea 
oder  des  sweiteD  Graden. 

I>ie  Form  einen  Srafene»  ron  GleiGbiingen  entenr  Att  wird 
»■C  falgsnde  «peoletle  Fora  redneirti 

te  +W   +•'  =0. 

Nimmt  man  alsdans  an«  doss  x,  yi--  d)«  Enfrerntmg«ii.*Mi  ebwi 

so  vielen  Punkten  X,    Y, die'  anf  derselben  Geraden  liegen, 

tn  Beziehimg  auf. einen  gemeinschartlichen  Anfangspunkt,  bezeich- 
nen und  daaa  au  der  SieHe  von  x  in  der  letalen  Gleickang  sich 
x"  befinde,  so  drttckt  jede  der  ainselnen  tileiclrangen,  wena  X,  Y 
ala  variabel  belrachtel  werdea,  zwei  ähaliche  (namogra{»hi4KAe) 
EiotbeiluBgen  aas  (3,  a.),  und  e«  folgt  aus  denaelben,  doas  aweh 
die  Punkte  X  und  X',  welcber  letztere  dem  x'  in  der  letzte* 
Gleichung  entspricht,  aokhen  Eintheilungfln  angebüien  werdeDi 
ErwKgt  man  nun,  daes.  nach  der  Form  dar  Dbigeii  Uteichiwgen. 
von  allen  will kO Hieben  Werthen,  welche  x  ertbeiit  werden  loOgeD, 
nur  derjenige  der  gesuchte  ist,  welcher  bewirkt,  dass  für  x"  in 
der  letzten  Gleichung  derselbe  Werth  erhalten  wird,  so  wird  hier- 
aaa,  weiTo  wir  auf  die  erwfihnte  geometrische  AnfTassung  der 
Werthe  x,  y....  zurSckgeheo,  folgen  mflssen,  dass  der  doppelte 
Punkt  der  durch  die  letzte  Gleicbong  «usgedrBckten  bnmographl- 
schen  Eintheilung  dem  gesuchten  Werthe  von  x  angetiDrt.  Ua 
nun  zur  Bestimmung  derselben  in  diesem  besonderen  Falle  zwei 
Systeme  homologer  Paukte  nüthig  sind,  so  werden  zwei  willkür- 
liche Annahmen  für  x  in  der  erslereu  Gleichung  zur  Bestimmung 
des  wahren  Wertbes  von  x  gentigeu,  und  die  geometeische  Be- 
'  trachtunff  fährt  ganz  auf  dasselbe  Resultat,  welches  die  Regel 
der  positio  falsi  ffir  die  gesuchte  Grösse  augiebt. 

I.    Vom   Viereck. 

In  4er  Entwickelnng  der  allsemeinen  Eigenschaften  d«r  gend- 
Knige»  Figuren  beginnt  der  Veilasser  mit  dem  Viereck  and  wcmt 
ffir  dasselbe  einen  von  Pappns  in  anderer  Form  (Bach  7,  Satz  13t^ 
mitgetheilten  und  bewiesenen  Lehrsatz  nach .   nSmllch    ToIgendeD ; 

i.  Jede  Transversale,  welche  (nan  in  der  Ebene  eines  Vier- 
eckes zieht,  trifft  die  vier  Seiten  und  die  beiden  Diagonalen  in 
«ecbs  Punkten,  welche  in  Involution  sind.  Der  Beweis  ergiebt 
sich  durch  Betrocbtuiig  gleicher  anhamionlscfaer  VerhSknlsse. 
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-     In  d«oi  lMwnd«i«i)  Falte,  n-o  Ü»  Tuiwvenmle  Atwch  die  urei 

ßarchscfaniUspnnkte  jedes  Paarea  der  tief^nseiten  geht,  iat' jeder 
dieser  Puokte  eia  doppelter  Paokt  der  Involation  und  deaehalb  ' 
Aeileo  die  Oiagonalen  in  dieaein  Falle  die  Transveieale  in  Be- 
ziehnng  anf  jene  Punkte  bariaopiacb. 

3.  Der  anali^e  Satt  m  dem  Vnriierf^h enden  feeaielit  aidb 
a*f  ein  Strafalenbfiachel  voii  secha  Geraden.  vtMto  nacb  den 
vier  £cken  und  den  beiden  Durcbscfanjttep unkten  der  Gegensei- 
ten eines-Viereckes  gehen. 

3.  Lie^  das,  Ceitfmm  der  Strohlen  unendlich  entfernt,  so 
projiciren  die  Strahlen  die  sechs  Punkte  Mnes  Viereckes  so  auf 
jede  tierade,  dass  die  sechs  Projeotionen  sich  in  Involutian  befinden. 

4.  In  Fal^e'dicaea  SatMa  liest  sich  ascb  die  Eigeoscbafl 
der  Involnlion  auf  die  beiden  Paare  von  Gegen  ecken  eines  Vier-' 
eckes  und  auf  die  Durchachnittspankte  der  Gegenaeiten  eines  Vier- 
eckes übertragen. 

6.  Denken  wir  uns  die  Transversale,  welche  die  Seiten  eines 
Tiereckes  dnrcbacbneidet,  unendlich  entfernt,  so  kommt  die  Rich- 
tung der  Strahlen  eines  nach  den  ßurchscbnittspunkten  der  Trans- 
Tcraale  aualaufendeti  StrabtenbOschels  mit  der  Bichtung  der  Sei- 
ten und  Diagonalen  des  Viereckes  Oberein,  ßo  daes  auch  diese 
Seiten  den  Viereckes  in  Hinsicht  anf  ihre  Winkel  die  Involutions- 
glelchnogen  von  sechs  Geraden  zulassen. 

H.    Von  Dreieck. 

.  Die  Torhergehenden  Sstze  lassen  sich  theilweise  auf  das 
Dreieck  flbeitragen. 

1.  Werden  die  Seiten  eines  Dreieckes  rcn  einer  Transrer- 
etle  durchschnitten,  £e  Durcbachnlttspunkte  der  fetrteren  nach 
den  Ecken  A,  B,  C,  welche  den  Seiten  gegeoQberliegeB ,  mit 
a,  b,  c  bezeichnet  uod  das  durch  die  Transversale  l^flschnittMW 
Viereck  als  ursprflngiiclMr  Figuteathrii  betrachtet,  so  liast  sich 
auf  die  ganze  Figur  Satz  (1. ,  i.)  fifaertragen  und  ee  iat 

aB    bC   cA 

2.  Zieht  man  durch  jede  Ecke  eines  Dreieckes  eine  belie- 
bige Gerade  nach  Aet  Gegeni«eite,  so  ISast  sich  durch  fietrach- 
tnng  der  Dreiecke  leicht  nachweisen,  dass  jene  Function  derSeg- 
tneote  der  analog  gebildeten  Pnnclion  der  Sinusse  der  an  jenen 
Geraden  gelegenen  Winkel  gleich  ist.  Onter  Beibebaltung  der 
angegebenen  Bezeichnung  ist  also 

aB   bC  eA_^nttAß  ainftflC  sin cCA 
aC'  bA'  eB~  MtaAC '  vntBA '  ein  eCB'  ■ 


maaAC.mabBA.ameCB' 
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ist,  weoD  jene  tieraden  aaeb  deo  <l»i  DarchMbnitt^inkten  .rincr 

Transrersale  gthaa. 

3.  Drei  von  den  Ecken  eines  Dreiecks  in  einen  Pankt  O  zu- 
sammen laufen  de  Gerada  bilden  ebenfalls  mit  den  Seiten  dea  Drei- 
ecks ein  Viereck,  .welches  einen  bei  O  einspringenden  Winkel  bar. 
Ffir  die  Seiten  und  Diagonalen  des  Viereckes  gelten  also  die  lo- 
voIntioasgleiGhiingen ,   welche  aus  (I.i  5.)  Mgan ,  und  es  ist  mitUB 

sin  OAB .  sin  OBC.  sin  OCA  _ 
**'  sinOJC.sinOiM.sinpCB-     '■, 

Nun  findet  aber  zniscben  den  Segmenten  der  Oreiecksseiten  und 
den  Sinussen  ihrer  Gegenwinkel  jene  Relation  (II.,  2.)  statt,  folg- 
Heb  gilt  auch  für  diese  Segmente  folgende  Involntionsgieicheog: 

4.  Diese  LehrsStze  erscheinen  dann  weiter  als  bffsondere 
FSlIe  eines  allgemeineren  Lehrsatzes,  welcher  slcfa  auf  zwei  Drei- 
ecke bezieht,  von  denen  das  eine  dem  anderen  umschrieben  ist. 
Ist  nämlich  abe  dns  eine  Dreieck  und  bezeichnet  man  die  Ecken 
des  ihm  eingeschriebenen  Dreiecks  gleichmäesig  nach  dner  der 
zu  beiden  Seiten  liegenden  Ecken  des  um  dasselbe  beschriebe- 
nen Dreiecks  mit  A,  H,  C,  so  ist  . 

Aa   Bb    Ca  BmaAC.e\nbBA.täncCB 


Ac  ' Ba'  Cb~     e:\oaAB.6inbBC.uncCA' 

Ee  folf^  bierauf  eine  kurze  Betrachtung  der  Uomolope  der 
Dreiecke,  m  welcher  der  Verfasser  auf  eine  einfache  Weise,  »er- 
mittelet der  Griindeigenscbaften  bomo^apbiecber  Strahlenband el, 
die  Bedingungen  der  Homologie  und  ihre  gegenseitige  Abbiu^- 
keit  nachweist. 

Liegen  nfimlich  zwei  Dreiecke  so,  dasa  die  ihre  Spitzen  rer* 
bindenden  Geraden  in  einem  Punkte  ziisammentauren, '  so  dareJr- 
echneiden  sich  ihre  Seiten  paarweise  in  Punkten,  die  anf  üner 
einzigen  Geraden  liegen,   und  umgekehrt. 

Der  Satz  läset  sich  dadurch  nachweisen,  dass  man  zwei  Ecken 
als  Cenfra  b  omographisch  er  Strahlen  bOn  de)  auffasst,  je  zwei  Von 
diesen  Ecken  auslaitfende  Seiten  als  Strahlen  dieser  BGndet  nnd 
den  Durchscbnitlspunkt  des  dritten  Seitenpaares  gleichzeitig  als 
Durchschnittspunkt  eines  dritten  Paares  von  Sfrabten;  es  niOssen 
dann  die  Durchschnittspunkte  sämmtlicher  Seitenpaare,  nach  den 
fn  (B.)  mitgetheilten  Erläuterungen,  in  einer  Geradea  liegen. 

Den  Durch  sehn  iltspnnkt  ienerGeraden,  auf  welchen  die  Ecken 
der  Dreiecke  liegen,  bezeichnet  der  Verfasser  nach  Poncelet 
als  Centrnm  der  Homologie,  die  Gerade,  welche  die  Durch- 
schnitts punkte  der  Seitenpaare  enthält,  als  Axe  der  Homolo- 
gie. Zwei  honinihetieche  oder  ühnlicfae  und  zugleich  ähnlich  ge- 
tegene  Dreiecke  sind  solche,  deren  Ase  der  Homologie  sieb  in 
unendlicher   Eotfemung   befindet 
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Am'den  im  Vorlierf(^benäen  mHgetbcitten  allg«nciin«n  Lehrslt- 
xea  vom  Dreieck,  irelcfae  bIr  GrundlBjte  der  Theorie  der  Tnnsr«rBaleD 
anf^esehen  werden  lüinDen,  leitet  der  VcrraBaennebrere  besondne 
Eieenscbarten  dea  Ureieckf*  ab,  dereD  AbblDpgiieit  von  jenen  a)lge< 
memeren  Eigenscbaft«ii  nur  in  zn-ei  FSiten  a.  d.  O.  nachgewiesen 
werden  soll. 

Scbneidet  ein«  Transversale  die  Seiten  eines  Dreiecks',  im 
Sinn«  der  frOh^ren  Bezeichnunssweise,  in  den  Punkten  a,  B,  e, 
nnd  sind  die  conjagirten  barmoniscbeit  Punkte  der  letzteren  a',  b', 
&,  80  schneiden  sieb  die  drei  Geraden,  welche  die  letzteren  Pankte 
bealehnnp;«weise  mit  A,  B,  C  verbinden,  in  eiDein  Paskte. 

Denn  einmal  ist 

5^  ^^  Sd^l  (HM 


aB_      o^     AC_      b^ 
aC—      afC    bA~      ft-yi  *"' 

fnigticb 

a'B   b'C  c'A  _ 
a'C'b'A'e'B~       ' 

und  desshalb  schneiden  sich  Aa',Bb',Ce'  in  einem  Punkte.  (IL,  3.  b.) 

Uegt  die  Transversale  unendlich  entfernt,  so  beseichnen  die 
Punkte  a',  b",  c',  wie  sich  aus  der  Betrachtung  des  barmonischen 
Verbtittnisses  leicht  ergiebt,  die  Mitten  der  drei  Dreieckeseilen, 
woraus  sich  der  bekannte  Satz  ergiebt,  dass  die  drei  von  den 
Eckea  eines  Dreieckes  nach  den  Mitten  der  Gegenseiten  geheiH 
den  Geraden  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

Aus  dem  allgemeinen  Lehrsatz,  welcher  die  Relation  zwischen 
den  Sincssen  der  Winkel  dreier  von  den  Ecken  eines  Dreiecks  in 
einen  Punkt  zusammenlaufender  Geraden  entb&It,  ergeben  sich 
sofort  folgende  Lehrsätze; 

in  einem  Dreiecke  treffen  die  drei  Geraden,  welche  die  Win- 
kel des  Dreiecks  halblren,  in  einem  Punkts  zusammen;  dasselbe 
eilt  auch  von  den  drei  Geraden,  weiche  die  Supplemente  zweier 
Winkel  und  den  dritten  Winkel  des  Dreiecke^  balbiren. 

In  einem  Dreiecke  treffen  die  drei  Geraden,' welche  die  Sup- 

flemente  der  Drüeckswiokel  halbiren,  die  Gegenseilen  in  drei 
'unkten,  die  in  einer  Geraden  liefen;  dasselbe  gilt  von  den  drei 
Geraden,  welche  zwei  Dreiecks  winke!  und  das  Supplement  des 
dritten  halbiren. 

lU.    Von  den  Vielecken. 

Die  Elgenschanen  der  Vielecke  fdbren  auf  fibniiche  Relatio- 
nen, wie  die  am  Dreieck  entwickelten,  so  dass  diese  letzteren 
siqb  als  besondere  den  folgenden  allgemeineren  unterordnen  lassen. 
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L  Wem  «ins  Tramrenale,  At  in  regdmiMigiir'AidMiian- 
deriolMi  gMiptiMiMteii  Seiten  «Ibbb  Vielecks  ABC...  l»  den  !■ 
dffselben  OidniK  seoennteneB  Paakten  a,  b,  e....  tiifft,  so  fin- 
det stete  folgende  KelstioB  statt: 

aA    bB   cC 

Es  Utsst  eicfa  lekht  lefften,  dass.  wenn  der  Lelirskti  filr  rin 
Vicl«ek  TOD  n  Seiten  wahr  Ist,  deiselbe  auch  für  ein  Vieleck  tob 
R-f-1  Seiten  gelten  mnas,  wonue,  mit  RScfcslcbt  darauf,  daea 
dersalbe  fflc  das  Dreiedi  erwiesen  ist,  seine  a'lRemeiiie  GOltig- 
keit  folgt. 

In  &bnlicber  Weise  ergiebt  sich  auch  eine  aadete  allgemeine 
ReUtlan  für  das  Vieleck,  welche  einer  rrfihejen  am  Dreieck  nach- 
gewiesenen entspricht,  and  folgender  allgemeine  Satz,  in  welchen 
sich  beide  zusammeii fassen  lassen : 

Wenn  man  durch  die  Ecken  eines  Vieleckes  ABCDEF  he- 
liebige  Gerade  Aa,  Bb,....  zieht,  welch«  aicb  in  den  Ecken  eines 
xweiten,  dem  erateren  et d geschriebenen  Vielecbes'von  gleichviel 
Seiten  schneiden,  so  findet  stets  folgende  Relation  statt,  in  wel- 
cher die  Zeichen  -|-  und  —  sich  auf  eine  gerade  nod  ungerade 
Seitenanzahl  beziehen: 

Af  'Ba""Fe  ~^ uiaaAB' lAabBC'KaTt^' 

Ans  den  erwähnten  Relationen  leitet  der  Verfasser  zwei  andere 
Sitae  ab,  T«n  denen  der  eine  fönender  ist: 

Wenn  ntan  dnrch  die  Ecken  eines  Vieleckes  ABC-~.  belie- 
bige Gerade  Aa,  Bb,  Cc...  zieht  und  «ine  Transversale,  welche 
die  Seiten  des  erateren  in  den  Paukten  a,  ß,  y,..-  nnd  jene  Ge- 
raden in  den  Punkten  «,  b,  e,....  trift,  so  findet  stets  zwischen 
den  Sinussen  der  Winkel,  wekbe  die  Geraden  mit  den  Seiten 
des  Vielecks  bilden,  und  den  zwischen  den  Schenkeln  dies« 
Winkel  gelegenen  Segmenten  der  Transversale  folgende  Relation 
statt: 

sina^g  sinAjgC  sine  CO     _jf?   *?  ^ 

aino^F'ainöfl^'sinfCB"""    ny  ' ba' cß"" 

in  welcher  die  Zeichen  -f  und  •—  sich  aaf  eine  gerade  nnd  nnge- 
lade  SeilensBzahl  des  Vieleckes  beziehen. 

Der  zweite  Lehrsatz  Uast  sieb  so  aasdrflcken: 
Nimmt  man  anf  den  Selten  eines  Vieleckes  ABC...  die  Punkte 
a,  b,  ■'-  und  zieht  von  einem  Punkte  Q  Gerade  nach  den  Ecken 
des  Vielecks  und  nach  jenen  Punkten  a,  b, ....,  so  findet  zwischen 
den  Sinussen  der  Winkel,  welche  diese  Geraden  unter  sich  bilden, 
und  den  bezOglichen  Segmenten  der  Vielecksseiten  folgende  Re- 
lation statt: 

sin aOA    BJobOB     _aA   bB 
»\naOB'  nnbOC aB'bÜ"" 
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IV.'  Gleichtangen  fflr  die  gst^d«  Linie  «od  den  Pankt. 

Sind  EA  nnd  E'JB"  zwei  feste  Jin^Bi  «uf  wvlcbeo  di«  Punkte 
A  und  B'  willbadich  angenommen  und  die  Punkte  £  und  £'  die 
Durcbschniltepunkte  sind,  in  welchen  eine  dritte  Gerade  PP" 
diese  Axen  trifft,  so  werden  die  Uurcfascbnittspunltte  Kweier  nm 
die  Pole  P  und  P"  sich  drehender  und  jene  beiden  Azen  schnei- 
dendef  Geradsa  eine  verade  Linie  bescbreibep,  wenn  je  swei  za- 
«HtBtei^ohÜrigf  DurchecbniUspuukte  auf  den  beiden  Axea  stets 
cto«  eoKhe  ttsge  sa  dee  festen  Paukten  A  und  E,  R  nnd  £' 
bsbcm,  da«« 

ist  und  «,  ß,  y  constante  CoärGcienten  sindJ 

Unter  den  gemachten  VoranasetznngeogehCTt  also  Gleichung  (I) 
äner  geraden  Linie  an. 

Liegt  die  Geisd«,  auf  welcher  sich  die  Pole  befinden,  in  un- 
endlicher  ICntlernung,  so  dass  die  Pm  unter  sich  und  ebenso  die 
P*»!'  parallel  werden ,  so  nimmt  die  Gleidiiing  der  geraden  Linie 
felgende  Gestalt  aa:     ' 

tt.Am  +  ß.B'nf=x:v.  (^,3.  a.) 

Fallen  die  Punkte  A  ondB'  in  einen  Punkt  O,  den  Durchschnitfa- 

Snnkt  der  Axen,  zusammen,  und  ist  jede  der  beiden  Geraden, 
eren  Durch  schnittst)  unkte  die  gerade  Linie  erzeugen,  einer  der 
beiden  Axen  parallel,  so  stimmen  die  beiden  Segmente  Om  und 
Oiaf  durchaus  mit  de»  von  Descartes  in  die  analytische  Geo- 
metrie  eingeführten  Coordinaten  überein  und  es  ersieht  sich  aus 
dem  Vorigen,  dass  die  Gleichung  des  ersten  Grades: 

die  der  geraden  Linie  Ist. 

Ke  Gleichung  (J)  Ifiset  sidi  auch  anf  mehrere  Azen  JE,  BE', 
CE",....  und  arf  mehrere  Pole  P,  P",  P", welche  sich  auf  der- 
selben Geraden  befinden,  auadehnen,  wodurch  eine  Gleichung  von 
folgender  Form  entsteht ; 

Am        Bm'        Cnf 

in  welcher  alle  CeJÜBcienten'  bis  auf  zwei  willkarllcfa  sein  kCaoen. 
Die  Gültigkeit  der  Relation  erglebt  sich ,  mit  Radteicht  auf  (1), 
daraus,  dass  dieselbe  immer  fiir  n-fl  Axen  gilt,  wenn  sie  für  n 
Axen  erwiesen  ist. 

Nimmt  man  auf  den  Axeo  AE,  BE', beEiehungs weise  die 

festen  Punkte  R,  R' an  und   setzt  an  die  Stelle  der  Coäffi- 

cienten  «,  ß,....  in  der  letaten  Gleicbung  die-Wertbe  .  ■ 


itzü^oyCoOgle 


so  erfifilt  tnaD  tat  die  tetzte  Gleictinng: 

Aber  aoch  die  anharmoni sehen  Verbflllfrisse  der  Gleicbimg 
lassen  sich  durch  andere  ersetien,  vrelehe  solchen  TransrersaleB 
attgehOren,  von  denen  jede  darch  denselhen  Punkt  der  diemr 
Gleichung  angehürigen  geraden  Linie  geht  und  ausserdem  dnrch 
^rei>^BoIche  Strahlen,  welche  von  einem  Pole  P  nach  den  zugehörigen 
Punkten  ^,£|figehen.  Bezeichnet  man  ein  Hidches  nenes  anharmo- 
nisches  Verhfilfnisa,  z.  B.  das  mit  de«  ersten  in  der  letzten  Glel- . 
chnng  Übereinstimmende,  mit 

eJU '  etf' 
80  erhSH  die  vorige  Gleichung  folgende  Gestalt: 

Pfelimen  wir  noo  die  Punkte  p,  p',»..  als  feste  Pole  und  die 
Geraden  A,  B, ..«,  auf  vrelchen  die  Durchschnitts  punkte  der  TraoB- 
versalen  a,  fr,....  liegen,  als  gegeben  an,  ferner  diejenige  Gerade, 
auf  welcher  die  Punlcte  e,  c',....  liegen,  in  unendlicher  Entfernung, 
so  erhält  die  Gleichung,  mit  RQcksicht  darauf,  dass  jedes  solches 

Verb&ltniss,    wie   — ,  gleich  den^  Ver1t9ltniss  der  ron  den  Pttnk- 

ten  Jlf  und  ff  aaf  die  Linie  A  gefällten  Senkrechten  ist,  von  wcl- 
chen  die  letztere  ab  constanter  Werlh  In  die  Constanten  der  Glei- 
chang  aufgenommen  werden  kann,   folgende  Form; 

tt.p  \-ß.p--\-Y.p''  +  ....=y, 

in  welcher  p,  p',....  die  von  einem  Punkte  der  geraden  Linie  auf 
die  Geraden  A,  ß,....' gefällten  Senkrechten  bezeiAnen,  und  alle 
Co^tficienten ,  bis  auf  zwei,  willktiTllcb  genommen  werden  können. 

Aus  dieser  Gleichung  geht  hervor,  dass  die  von  jedem  Punkte 
einer  geraden  Liiiie  auf  fofite  Axen  gefSlItefi  Senkrechten  unter 
sich  eine  Relation  vom  ersten  Grade  hiMen, 

Gleichung  für  den  Punkt.  Wenn  auf  zwei  Axen  SA, 
SB,  anf  welchen  A  und'  B  zwei  feste  Punkte  bezeichnen,  swet 
variabele  und  zusammengehörige  Punkte  m,  m'  folgender  Relation; 

_^  Am  ,   _   jJm 

in  welcher  a,^,  V  Gonstant  sind,  GenOge  leisteu,  «o  gebt  jede  deo 
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Puokteii  m,  vf  stigehCi^s  G«rad«  itots  Üvreh  denselben  Punkt 
0,  {B).  Man  kuiji  daher  die  Gteichnog  (1)  als  Glekhnng  eines 
Ptnrfc1*(t' 9  ansehen. 

■    Sind  dieAxeoiS/J,  SB  parallel,  so  ist  die  Gleichuiig  folgend«: 

,    Is^  vs>,Ok  «a.diflcjct  die  Gleichang 

Am  _     Bm'    . 

ans«  das*  A  nnä.^,  als  zwei  homologe  Punkte,  eine  Lage  der 
sich  am  p  dreheodan  Geraden  bezeichnen  und  dass  der  Punkt  9 
auf,  der  iy^nA«^.AB  liegt 

Die  Gleicfaane  (I)  lisst  steh,  wie  eine  frfibere,  au6b  anf  meh- 
rere Azen  SA,  iS0,....ansdehDenni»d  Irimmtdann  folgende  Form  an: 

Am  ,  „  Bm'  .      Cta'  . 

\a  welcher  aHe  Co^ci^nten,  bis  auf  zwei,  willkdrlich  genommen 
werden  kSnnen.  ' 

ErwSgt  man  nun,  dass  ^le  solche  VerhSItnlsset  i^  -r?> 
dem  VerbSitnisse  der  von  den  Punkten  A,  S  ant  die  dnrch  9 
sehende  Gerade  geß.llten  Senkrechten  gleich  sind  und  bezeichnet 

die  Distanzen  der  Punkte  A,  Jt,  C S  von  der  Gerw]t)n  (V 

mit  p,  pf,  ff,  _  q,  80  wird  die  vorige  Gleichung  jEvig^ndiaFem 
erhallen :  . 

it.|>  +  p.p'  +  y.j>*+, v.g  =  ti. 

Wenn  sich  also  eine  Gerade  um  einen  Punkt,  belegt,  ■•  . 
bilden  ihre  Distanzen  von  mehreren  anderen  beliebigen  Punkten 
eine  homoeene  Relation  des  ersten  Grades,  in  welcher  alle  CoOf- 
ficieatei),  ois  auf  m ei,  wilIkQrlich  genommen  werden  '  künnen. 
Umgekehrt  wird  eine  beweglicbe  Gerade  in  allen  ihren  Lagen 
durch  denselben  Punkt  gehen,  wenn  die  Distanzen  derselben  von 
mehreren  fleaten<  Punkten  stets  unter  aidi  eine  bomogene  RehUoD 
des  ersten  Grades  bilden. 

Sind  mehrere  Punkte  A,  B,  C nnd  die  Constanten  it,ß, 

v,.~.  gegeben,  so  kann  man  eine  beliebig  grosse  Menge  solcher 
Geraden  liehen,  welche  die  Eigenschaß  haben,  dass  dieSnroneB 
deijenigen  Producte,  welche  ihre  Distanzen  von  diesen  Punkten 
A,  B,..-  mit  den  zugehörigen  Constanten«,/!,....  bilden,  gleich 
Null  sind. 

Denn  fHIIt  man  von  diesen  Punkten  auf  jehie  Gerade  Perpen- 
dikel ,  deren  Fussponkle  a,  b,  c sind,  so  ISsst  sich  auf  dieser 

Geraden  immer  «in  Punkt  p|  bestimmen,  welcher  (olgendw  Glei- 
chung  genfigt: 
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Zieht  man  dud  dnrah  den  Pvotct  ifi  eiiie  mit  l^nen  I^9rpep4üc«lii 
parallele  Linie,  4«  Wird.fllr  djese  g;er^$  Lilie  offealw^  die  GM- 

in  welcher  p,  p',— ■  dt«  DlstanseB  derOeradeti  rbn  'den  Pnnkten 
A,  B,^..  bezeichnen.  Es  folst  dann  aus  dem  rorieen  8ats«  za- 
gleicb,  daes  alte  auf  diese  Wi^ise  tiestimmten  Linien  einen  g«- 
neinschafiCliGhen  UurchschniHspunkt  ^  haben  trerden. 

Sind  also  mehrere  beliebij>e  Punkte  4,  B,  C„...  qnd  die  Co4f- 
fidententtt  ß,  y,.-.-  ^e^eben,  so  siebt  es  imiper  ei^en  eenlKaen 
Paukt  ^  von  dar  Besehaffenbeit,  dass,  weqQ  nan  darch  diesni 
Punkt  eine  beliebige  Gerade  zieht,  die  Summe  der  Prodncte^ 
welche  maq  ^ua  ibrfit  Diata^M".  TW  jencfi  Puaktw  4*  B, —  und 

.d«n  s«ftfibvfiKen.C»P4t«Mta«  «^.yrt^i  bi,|il«n  kv)».,  iwMr^vwfc 
Null  ist. 

Sind  die  Punkte  A.  ff, ....  inateHlelle  Pankte,  deren  Hassen 
durch  die  Conatanten  ct.  ß,  y  bv^et^hnet  »erde»,  so  ist  g>  d^ 
Schwerpunkt  dieses  Systems  von  j'unkten. 

Pnyicirt  man  ein  SyatevX  solcher  Punkt»  A,  B, ...  md  dw 
Schwerpunkt  0  durch  parallele  Gerade  auf  eine  «qaarf  Gtmd«> 
nnl  sind  die  Projectionen  a,  b,.^.fi,  so  gilt  fQr  die  AbsliiHle 
4er  Pvnkte  •,  6,....  vod  f|  offenbw  dl«  tilächunft 

dur^li  welche  aich  91  aJs  Schwerpunkt  der  Projectionen  von  jeneii 
Punkten.  ^4,  B,....  zn  erkennen  giebt,  and  zngfcich  ein  Varfuireii, 
den  Schwerpunkt  ein^s  Systems  von  Punkten  A,  B,....  dadurch 
zu  finden,  aass  man  diese  Punlite  ayf  zwei  Gerade  projicirt  nod 
die  Schwerpunkte  der  erhaltenen  Projectionen  bestimmt  Die  b^ 
den  so  erhaltenen  Punkte  sind  die  Projectiooen  des  gesuchtco 
CkhwerpDnktes. 

*y  in«  In  nblger  Rtrlrhung  enlhaltfne  BahAD|i(ang  mi'trhte  •inli  «obl 
am  e^facbaFen  aif*  fitlgni^er  Qteichfiqc  abletfcn  l|u(en,  «lereq  EtirhtlK- 
hlt  tlclt  TAii  sBlbil  Tcriteht: 

■ieb  von  •elbil  «rgiebt: 


DK!,tzü.DyG00_t^IC 


JtteweU  des  liehmus'scben  fitatiseä: 
„vre]iitd|eO««den,  die  die  zwei  Win- 
kel eines  Dreiecits  iialbiren  und  die  ire- 
senüberliegrenden  Seiten  schneiden,  bis 
zu. diesen  Dnrehschnttten  grleieli  sind 
und  fflel«AartiK  liefen«  so  sind  die  bei- 
den liallilrten  W^fn&el  sich  gletclt^ 

fiMTO  HofraÜi  Dr.  Clausan  zu  DorpaL 


Die  Beweis«  dtese«  Satzes,  ier  vor  etwa  1^  J&hfen  avtftt- 
■teilt  wurde,  sind  so  mannichfaltlg  ond  TOfi  so  Vielen  renüätt, 
im»  ale  bst  ein«  «igeU  klein*  UtSratut  Mden,  &bnlick  imea 
des  Pylhogorlischen  Lehrsatzes  und  der  Theorie  der  Paralt«!- 
liDien.  Noch  neulich  ist  im  Jetzteo  November -Heft  des  „Philo- 
sophicaf  StaKHiine"'  von  vielen  Beweisen  dieses  Satzes  die 
Rede,  die  vor  Kurzem  in  England  als  ganz  neu  aufgestellt  irurdeD. 
Ks  ist  dah«r  nicht  leicht  müglich,  alle  Beweise  desselben  zu  bed- 
nen,  westialh  ich  eine  billige  Entschuldigung  hoffe,  falls  ich  schtai 
Bekanntes  wiederholen  sollte. 

£s  seien  die  Winket  DAB  und  CßA  (Taf.  IV.  Fig.  1A  durch  dlo 
Geraden  AC  und  ßD  halbirt,  der  DurcbscibBitt  diasei  beiden  Gela- 
den sei  G.    Nach  der  Auesage  des  Satses  ist 

AG +«0^  BS -^  OD; 


AG-GD=BG-GC 

_  er  gleichzeitig  AG  grSsser 

yOwNR  ftb  CO;  tätrAS  ktdaw  «Ja  Gi>und£6UeinMal»0C 


Hlnfolglich  Ut  immer  gleichzeitig  AG  grSsser  als  GD  und  BG 
wOwMt  ab  CO;  o<l«r  J«  ktdaw  «Ja  Gi>     ' 
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Erster  FalL    WeDn^G>Gi>. 

Sei  GF=GD,  GE=Ga  Zieht  man  DF  und  CE,  so  mt 
«teben  twei  gl  eich  schenk  lichte  Dreiecke  FGD  end  ECC,  die  fd«- 
che  Scbeiteltvinliei  in  G  haben  und  also  auch  {deiche  Winkel 
an  der  Grundlinie.     Es  ist  also  auch  Winkel  AFD=Win]te\  BEC. 

Gesellt  nun,  die  Winkel  Z>v1jB  nnd  CBA  wirea  nicht  sleicli, 
flondern  Winkel  C£i4>  Winkel  DAB\  also  auch  die  H&lften, 
Winkel  /)B^>  Winkel  CAB.  fn  diesem  Falle  nüre  AG'>  GB, 
ond  also,  da  AF=  AG  —  GD  =  BG  —  GC  =  BE,  w8re  auch 
FG>GE.  Mithin,  da  beide  Dreiecke  FGD  nnd  EGC  «balicfa 
sind :  FD  •>  CE.  Es  sei  FJI=  EC,  dann  ist  m  den  Dreiecken 
BFA  and  CEB:  AF  =  BE.  FH—EC,  Winkel  AFD=  Winkel 
£JE;C,  also  beide  Dreiecke  gleich  und  Winkel  BAF=  Wiokal 
CHE.  Demnach  Winkel  /).^r>  Winkel  C0£,  nnd  alao  auch 
Winkel  /)/i£>  Winkel  Cff^,  welches  unserer  Ani>fibme  wider- 
streitet.   Es  muss  also  Winkel  DAB^V/inkel  CBA  sein. 


Zweiter  Fall.    Wenn^C=G/>. 

Es seiaW(Tar.lV.Tlfr.3.)WinkelD^C=rWhtl(elC:/4J?,  Winkel 
C02>=  Winkel  DBA  and  AC=BD.  Die  WiiJtel  DBC  nod 
CAD  sind  immer  spitz,  weil  jeder  doppelt  genommen  kleiner  ab 
swei  Rechte  ist.  Ebenfalls  da  DG  nicnt  kleiner  ats  AG  nnd  CG 
nicht  kleiner  als  BG,  so  int  der  Winkel  GDA  nkht  grüiuter  als 
GAD  und  der  Winkel  GCB  nicht  erttsser  als  GBC,  mithin  beide 
spitze  Winkel.  Die  Senkrechten  GJ  auf  DA  und  GK  auf  £C 
fallen  also,  ieoe  znischen  A  und  D,  und  diexe  ztvischen  B  und  C 
Es  sei  Gtf  senkrecht  auf  AB.  so  ist,  T^eil  Winkel  GBR^VIln- 
kel  G£^,  Gä=  GK.  Ebenso,  weil  Winkel  G^tf —Winkel  GAJi 
GH=GJ.    Demnach  GK=GJ. 

Ich  gebrauch«  jetzt  folranden,  sehr  leicht  zn  iteweisende« 
Halbsatzt 

„Wenn  In  zwei  rechtwlnklichten  Dreiecken  eine 
Cathete  des  einen  der  entsprechenden  Cathete  des 
andern  gleich  tst,    so  ist    von  den    diesen  Catbeten  ge- 

Senflber  liegenden     Winkeln    derjenige    der   kleinere, 
er  an  der  grüssern  Hypotenuse    liegt." 

Da  In  unserer  Finir  AG^  GC=BG^GD,,  so  ist  ebenfalls 
AG—BG=  DG—CG.  Es  sei  also,  wenn  mOgllch,  AG'^BG, 
so  ist  auch  DG>CG.  Weil  nun  GJ=GK,  so  Ist  vermöge  des 
Halfssatzes: 

Winkel  <;.<4A<  Winkel  GBC; 
„      GDA<      „      GCB. 
Es  ist  aber  aach 

Whkel  DGA  —  Vlinia  CGS. 
Addbrt  man  diese  drei  Bestlsinnigen,   so  erhUt  man  die  Smama 
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der  <lnt  Winkel  Atm  Dreieck«  AOD  Utiner  ab  die  Stimme  der 
dr»i  Winkel  des  Droiecka  S&'C,  welches  widersinnig  ist.  Es  mUs 
«im  AG^BG  sein,  wie  im  ersten  Fälle. 

Wenn  die  äussern  Winkel  lialbirt  sintl  und  ilie  halbirenden 
tieraden  sii'h  btoa  aufihreT  Verlängerung  scbneiilen.sel  (Tan  V.Fie.3.) 
Winkel  C-<itf=  Winkel  CAD,  Winkel  DBL=:\\\nke\  DSC; 
and  AC=BD.  £«  schneiden  sich  die  verifingerten  AC  und  BD 
in  G.  FStIt  man  von  G  saf  AU,  BC  und  AB  die  senkrechten 
Geraden  6'/,  GK,  GH.  so  ist.  da  Winkel  Z)fiL=  Winkel  GBH 
=  Winkel  i>P6'=  Winkel  GßÄ:  GH=GK.  Eben  so.  weil  Wi«. 
kel  CAX-  Winkel  HAG  =  Winkel  C^ß=  Winkel  GAJ:  GH 
=  GJ.  Also  auch  GJ-GK.  Es  sei  nun.  wenn  mÖgTich,  AG>BG, 
m\mo  auch,  da  CA  =  BD,  GC>GD.  HinfnlKlich  in  den  rechtwink- 
•lichten  Dreiecken  CGK  nnd  DGJ,  da  Gk=GJ,  rermüire  des 
Uairssaties:  Winkel  GCK  <  Winkel  GDJ.  Eben  so  ist  in  den 
rechtwinklicbteB  Dreiecken  GAJ  und  GBK  Winkel  G'^ Ja:  Win- 
kel C^/><  Winkel  GBA:  oder  Winkel  DBC.  Da  nun  In  den 
Dreiecken  ANC  und  £iVD  die  Winkel  an  N  sich  deich  sind, 
■o  wDrde  die  Summe  der  drei  Winkel  des  Dreiecks  ÄNC  kleiner 
als  die  Summe  der  drei  Winkel  des  Uretecfes  B7V/>  sein,  welche« 
widersinnig  ist.  Es  mus«  also  AG=BG  sein,  also  auch  Winkel 
G<4A~  Winkel  GBA  oder  Winkel  CAJH=  Winkel  CAD  = 
Wiakel  DBL  =  Winkel  CBO,  mithin  Winkel  CBL  =  Winkel  DAM. 

Für  diese  drei  FKIIa,  welches  die  einaigen  sind,  in  denen  di» 
rielclien  halbirenden  Geraden  gleichartig  liegen,  ist  also  dltRick* 
figkelt  des   Sattes    erwiesen. 


Itfeues  Vheorem  über  den  CtrenEttbei^ 
ffans  In  unendlichen  BeUhen. 

Von 

Herrn  DoctOT  F.  Arndt, 

Lehrer  an  der  Realichnlo  sn  Stralinnd. 


Zs  d«n  drei  in  diesem  Theite  des  Archivs  S.  43  von  tnir  ent- 
wickelten Theoremen,  betreffend  die  Grenzt! herginge  in  nnend- 
liehen  cnnvergenten  Reiben,  (3ge  ich  noch  ein  viertes  von  sinn- 
lich an^edehnter  Anwendong. 
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„Miß  sei««  ViIik),  f>|£s))  9^;r),  «tc  Faskti'Otien  v«b  x, 
difl  iich  be^tinmUn  endltchen  6re«z«t)  Um9ii«),liflllft(i*)> 
himqif(x)  etc.  DÜfaein,  irenDj;  gegen  die  (üreizfl  {  $*ki 
und  von  einem  ecwiosen  Werth  des  7  an  immer  pasi- 
tir  ansrallen,  fede  dieser  Funktionen  sei  ferner  lilei- 
nar  als  die  vorhergehende,  und  q>t(x)  werde  nnendllcb 
klein,  indem  n  unendlicb  gross  wird,  so  d«ss  also  die 
Reibe 

(1)  ViC»)— 7!a(«)  +  9'i(j;)  — «ta. 

fflr  bII»  X  In  4I er  Nahe  von  §  conver^ent  tat    WenannB 

(9)  Li-q^(ar)-Llni%(;r)  +  Limy,(a)-«te. 

ebenfalU  eine  eoovergente  R»ihe  Ist,  so  irird  ihre 
Summe  :i=Llni/t[c)  sein.  Indem  f^x)  die  8nmn«  derRefh* 
(1)  ist."  , 

On  die*  20  erneisen,  bez^icbneo  wir  allgemein 

9i(x)—^(p:)  +  .,..±ipm_(x)  mit  tm. 

LimfiCa:)— Uraft(ir)+_.±Lini9»"(i»')  mit  ot,. 

Für  beliebige  Wertbe  vou  r  und  a:  ist  dann  n.  </(a!)  <«^-f^i. 
D*  ff«  »ich  det  Grenze  L  =  IAm<Pi(x) —hm <f>t(^)  +  \n.]Bf,  takict, 
wenn  m  ins  Unendliche  warbst,  so  kann  man,  indem  t  eine  Im- 
liebig  kleine  positive,  aber  constante  Clrüsse  liedentet,  r  so  gross 
nebnien,  dass  }(leicbzeitig  0a«>Z<~Je  und  aia+i<^-f«'  Ut 
Da  ferner  in  —  ffn  bei  constant  bleibendem  m  mit  \ — x  unendlich 
klein  gemacht  werden  kann,  so  kann  man  | — ^  hinreichend  klein 
nebmeu,  damit  gleichzeitig  n«  >  Oib  —  ^e  nnd  tga^i  <  Swu-i -|- «c 
werde.  Hieraus  folgt  4is>L  — c  und  (a^^-i -^X-f  e,  also  ist  nadi 
dem  Obigen  auch 

Dies  Resultat  zeigt  an,  dees  f{x)~L  beliebig  klein  gemacht 
werden  kann,  wenn  man  nur  |--x  hinreichend  klein  macnt;  folit- 
Hcb  Ut  A=^i4mA«). 

Ein  Ähnliche«  TheoieiP  ist  Am  folj[ende: 

n  von  X  sind, 

,  es  sei  aber  die  Anxahi  der  Glieder  (r)  eine  Fnuktioo 
von  X,  so  das«  n  immerwShrend  wächst  und  nnendlieh 
gross  wird,  indem  x  sich  dem  Werthe  i  nähert;  wie  viel 
Glieder  die  Reihe  nun  auch  haben  mag,  wir  nehmen  an, 
dasa  sie  abwechselnde  Vorzeich.en  haben,  absolut  Im- 
.m«r  kleiner  und  uoendUeli  klein  werde«.  Üfena  «Rter 
dl9««.|i  VorauaseUnneen 

\^.m1pl{x)—'L\mtp^x)-\rl^n1fl^ijt:)—ti^    ■ 
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DiM  zn  erweisen,  b*ie)chnefLwir,  wieoben,  allgemem  f{x,m)  ■■ 
mit  <»  hai  h\m^i(fl!}-f^Umwiix)  +r.u±LlA9m(x}wM  9^.  Ba- 
deutet  DDD  m  eine  ganze  2^Anl ,  bö  dass  2ni  -|-  1  <  *<  >*t>  *■>  )■** 
man  <!■  <  '■  <  *v+i'  I"'  i^'^'  SUAine  der  unendltcben  Reihe 
ii\mipi{x)^himipt(x)  +  etc.  =  L,  seine  positive  beliebig  kleine 
GrOsse,  eo  kann  man  fn  griM  f^ekug  nehmen,  das«  gleichseitij( 
«,«>£  — i(  und  aiM-fj<JL  +  ic  iverde;  ferner  kann  man  bei 
constant  bleibendem  m  die  ürftss«  |— x  klein  genug  nehnien,  dass 
gleichceltiK  ^■i>  ^»^ ■<  und  *fi»fi  ^  <^fi  4-*^  werde.  Hienacb 
ist  ((.>£—(  UDdja^f,  <I<4-t;  (*«nn  ttuU-tt'ffKbs«  «li  SAi-fl 
gedacht  wird,    so  folgt  nach  dein  Obigen 

i  — B<»«<ii-+*  oder  — e-<»fc-i<+e, 

folglich 

V,         X.*=Ltiiift,  =  Lloi'{fc(«)-V»(«J-|'-."±M^I-- 

Eine  epecietle  Anwendung  von  dieHem  Theoreme  kommt  In 
der  Abhandlung  tod  Difichlet  rer,  betitelt:  ,.Snr  in  conver- 
gence  des   s^riea    trlgöiiomatriquee    qui   servent  k  re- 

ST^senter    une    fonction    arbitraire    eotre     des    llmitea 
oon^es."    (Crelle's  Journal   Band  IV.  p.  157.;     Bedeutet   . 

nSmrich  A  eine  positive  Zahl  nicht  grüsser  als  s,  f(ß)  «Ine  von 
^^0  bis  ß=:A  stetige,  positiv  bleibende  und  fortwShrend  aboeh- 
nMd«  Swak&m  ton'd,  so  JiDriimt  w  in  dieser  AthMKÜW^  dar- 
aafan,  di»  Crom  (W  hmtfdititeD' Intarsia 


/' 


Sf/(^«# 


zÜ  b«8fiitin!ren.  Indem  die  positive  GrSeae  i  ins  Unendliche  wICcIial 
Zedern  Cddä  tbetft  Diricblet  das  fnlegrat  wie  folgt: 

i 

'.',  „■  ■■■•  "^'^'  *l 

wo  ^  das  grOsste  in  h  ealballvM'  Vttifcdw'  *tmjia*. 

in«  loteBral«  reiMer  Ha*l  sind  ab*ech*elad  positjr  vftd  nof 
gatia;  JmWb  dsikeUMn>  ikl  dbnriM  ^tolnsr  «b  dos  vorbcvgflhMde. ' 
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Win)  i  ftHmat,   «o  bdfi»  aie  inmerwCknnd  ihr«  W«Qi€>  ^Ut- 
rend  ihre  Anzahl  ia's  Unendliche  wKcfast 

KsGiMte  dM  iDlcgnb   f     ^^if(ß)Sß  ünAet  tliA 
Nach  nnMnn  Tboorem  ist  lolftlicb 


Abel'hkt  in  seinen  UnteTsuchnDgen  üher  die  lUaMdalreib« 
(Crelle'8  Jouroel  Band  i.  p.  311  ff.)  «iniga  Sätsa  flher  die  Ste- 
tigkeit und  CnnTergens  der  nnendlichen  Potenzreihen  aiifgeetellt:, 
die  wir  in  dem  Omfange,  dpr  ihnen  dort  gegehen  wirdi  g^^en- 
wKrtig  noch  nicht  für  begrQndet  halten  können.    Abel  sagt  erateui 

Siehrsatz  IV.^:  „Wenn'die  unendlicheReihe  ao-t-a,:r-|-oi^''t  etc. 
r  «inen  gewissen  Werth  von  x  {S)  convergent  ist,  ao  wird  ide 
auch  (St  jeden  (absolut)  kleineren  Werth  von  x  convergiren." 
Zweitens:  „Innerhalb  der  Grenzen  der  ConVergenz  ist  die  Reihe 
überall  eine  stetige  Funktion  von  x,"  —  Die  gegebenen  Beweise 
sind  entschieden  unrichtig,  wie  der'  Leser  leicht  finden  Tvird;  »am 
dem  Beweise  für  den  ersten  Satz  g«ht  u.  A.  hioa  herror,  das« 
die  Reihe  nicht  unendlich  gross  ist,  wobei  sie  aber  oscilliren  hann. 
Nach  meinen  bisherigen  Uutersudiungen  Aber  diesen  Gegen- 
stand in  diesem  Bande  des  Archivs  a.  a.  ,0.  ist  nur  fealgestellt, 
dasB  die  unendliche  Potenienreihe  (ao-|-aiX-|-<igX* -l~  ■•■-)  m  dem 
Intervall  der  Convergenz  Oberall  eine  stetige  Fnnktion  von  x  Ist. 
wenn  die  Convergenz  noch  'statt  findet,  nachdem  alle 
Gliedcir  auf  ihre  nnmeriscfaen  Wertbe  rednciit  sind. 
Nach  dem  ersten  Theorem  kann  man  diese  letztere  Bedingung 
lallen  lassen,  wenn  die  Glieder  abwechselnde  Zeichen  haben,  Yort- 
wShiend  kleiner  and  unendlich  klein  werden. 

Die  erwfihnte  Bedingung  wird  indessen  in  der  Regel  erfüllt 
sein.  Sind  nfimlich  A^,  Ax ,  A^,...,  die  ahaoloten  Wertbe  der  Co^f- 
ficienlati,  aeköntten  drei  r  fille  ^untenchiodea  werden,  nSalicb 
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1)  Dm  TerbfiltnUw  ^t>   bl^bt  bd  BnemHicb  wcrdendsiD  ■ 

kletoer  k1«  eina  bestimmtfl  endlicli«  GrSsse  L  ^wobei  ea  sich  einer 
Grenie  nicht  sii  nShein  braucht),   alsdann  coDvcrgirt  die  Reibe 

der  absoluteo  IVerthe  sicher  xM'ischeD  xs=—-f  and  j:^-|-ti  umI 

nnaer  Theorem  findet  Anwendung. 

2)  Das  Verbfiltnies  wird  nnendilch  groas;  alsdann  ceorerglrt 
die  Reihe  Rlr  keinen  VFerlb.van  ;):  uwl tod  Stetiglceit  kann  dem- 
nach auch  nicht  die  Rede  seik  '  Daftln  gehOrt  x.  B.  die  Reibe 
«  +  l.ii:«+l.2.ai<+ 1.2.3.4**+ etc. 

3)  Es  findet  weder  der  erste  Fall  statt,  noch  der  sweite.  Pnter 
dieser  V«ransse(iuag  kitnnen  wir  gegMiwItlic  weder  %l»t'dl»Con- 
Tergena  noch  fiher  die  Stetigkeit  etwas  Allgemeines  reststellen. 
Reihen  dieser  Art  kommen  in  der  Analysis  freilich  selten  vor. 
Eine BolcheReihe  wSre;v4 lj^-(-2^*+i«* -f4«H&i='-|-«tc.>  T^elcba 
offenbar  convergent  ist  von  x=— 1  bis  ar-^I. 

E«   wird    hiufig    behauptet,    daas    zwei   nnendliche    Reihen 

Cp  +  ai^  +  <'i*'  + 6a  +  öiar  +  6^' 

also  ag  =  6.,  «{  =  &!,  a,:=A,  «Ic. 
TOD  ^=0  bis  .r=i  conrergent  ble 
von  X  immer  gleiche  Werthe  babei 
dasB  die  Summe  der  unendlichen 


ist  freilich  auch  noch  fraglich),  wc 
gent  bleibt,   wenn  mau  alle  uliedi 
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I1II911119  einer  Anfurabe  ans  derZahlen- 
theorie  auf  {seometriselieiii  Weirc« 

,-..■.'.'■        ,  ■  »oa 

Hom'Dr.  H.  Bnrkssne, 

Lehm  der  MtAenatlk  an  itar'  hSberea  G^werbeiclmfa   !■  CbmcL 


Auf  dret  Viob  recbfwintElis  schi^ideMdeit  Axen  werden  Tiam 
sem«in«cbaItlTchen  DurchBchnmapanAte  aii«  difl  de»  nnien  Zah- 
""  ^a  3f)  I  entsprechenden  LSng^n  ab (;e trafen .  und  xwar  katia 
die«  lA  jftdem  iTer  durch  Ate  sechs  Axen  -  Abschnitte  hest|ramtea 
acht  Raumoct&ntea  geschehen.  Uret  Solche  Axen abschnitt«  in  Ir- 
'g«Dd  einem  Ocfanten  bcstiflimen  die  Difnensionen  eines  recht- 
wiDÜtif^en  Paralferepipedes ,  dessen  Eck  durch  mesa  er  mit  Jl  b*zeü:b- 
nel  werde,  sä  das« 

ist  Denkt  man  sich  x,  y,  s  als  GrSssen  von  KrSRen  in  den 
RichtnnKen  der  drei  Axen,  so  stellt  R  die  Resultirende  tot.  D«r 
Strahl  R  bildet  mit  den  Axen  Winkej,  deren  Cosinus  in  demsel- 
bcD  Verhältnisse  wie  die  Grössen  x,  y,  i  stehen.  Indem  x,  g.  s 
sich  Kndem,  reaultireo  vom  D u rch sc nnittsn unkte  der  Axen  aU 
Anfanf^Bpunkte  aus  anzShlig  vi«le  Strahlen,  deren  LSnsen  R  thells 
rational,  tbeils  irrational  sind  und  welche  aatereinander  tbeils  in 
rationalem,  (heile  In  irrationalem  VerhSitnisse  stehen.  Es  sollen 
nan  allgemein  zwei  Strahlen,  deren  Verbällniss  ein  rationales  ist, 
uDtersacht  werden.  Wir  betrachten  irgend  einen  Strahl  R",  fflr 
welchen  die  Grossen  x,  y,  %  die  bestimmten  Wertbe  a,  b,  c  biAeD, 


Ist,  nnd  Sachen  dun  alle  mSglichen  Resnltlrenden 

unter  der  Bedingung,    daw  R  nnd  R"  in  einem  rationalen  Ter- 
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hlltnisse  zu  einander  «totM;  Am  htimiU  -iHr  mtaag^n  41a  Aat- 
ISinng  der  aDbe»timmten  Gleicfanng 

in  f^uen  ZfthiM,  «a  o»  Jt,o  cowteirteDri  M,^g,x,aTedkaiatllckä 
gaose  Zahlen'  bedeuten. 

Um  diese  Aarnbe  auC  geometrischem  Wege  ni  IltMn,  faaben 
«vir  nnr  die  i(Jinl(i«Mtefi  Kigesstb^tlBlt'  ebtes.  «^i^bä  Strablenver' 
eines  ins  Ange  tu  fassen. 

Jeden  der  unzSbl igen  Strafalen,  fQr  rfelcben  4*^1  .^B<[|)%)inM'l 
der  X,  V.  X  em  ralionalesj  »is«  in  ganzen  Zqhjei),  »os^fjucftbareff! 
Ut,  wufien  tri r  k Ute  einen  gesetzlichen  StrabI  rennen."  Zwei  Sbsb- 
len^  welche  in  derselben  geraden  iiipfe.  »nf  catgfgiBaeafrttten 
Selteta  des  Mittelpunktes  liegen,  hoben  gleiche  Lfinse.  Siai.  sw«l 
Strable^  genetiUcb«.  so  Ut  «uco  der  lu  beider;  semrectite  .Strahl. 
«ID.  gesetzKcber.  Zerlest  nian  einen  gesetzlicheii  iStraU  (wi«  beim 
ParalleloK ramme  oder  Parallelepipede  derKrl^)  in  ifsend  «n^er« 
gesetzliche  Strablen,  so  werden  von  diesen  rstionale  (ganze  oder 
gebrochene}  Vielfache  ihrer  Länge  absescbnitten.  Nimmt  man 
Ton  gesetzlichen  Strahlen  rationale  Viellacbe  ihrer  Llnge,  so  ist 
der  resültirende  Strahl  ein  gesetzlicher  und  seine  Länge,  ist  ein 
Vielfaches  derfeoigen  Länge,  nomit  er  ans  den  Grundaxcn  resnl- 
tirt    Nan  ergiebt  sich  leicht  Folgendes: 

Sind  irgend  zwei  Strahlen  R  und  tf  gesetzliche  von  gleicher 
Gmndlänge,  »o  ist  auch  der  ibfen  Wiokel  halbirende  Strahl  ^ 
mn  gesemicher. 

Wird  der  Winkel  zweier  Strahlen  R  und  R'  vom  Strahle  A" 
hdbirt,  und  es  sind  R  nnd  R"  gesetzliche  Strahlen,  so  ist  auch 
R'  ein  gesetzlicher  StrabI,  weicher  mit  R  in  einem  rationalen 
Verbfiltnisse  steht  Nämlich  da  R  nnd  R'  symmetrisch  liegen 
in  Beüebohg  auf  R",  so  «eilegt  siefc  R  in  dTea  Strahl  R"  und 
den  dazu  senkrechten  Strahl  r,  der  auch  ein  gesetzlicher  Ist,  auf 
gleiche  Wen«,  ivi«  eine  gieicbe  LSnu  von  ^«Lph. .zerlegt  in  A" 
nnd  den  fiegenstrafal  von  r,  der  auch  ein  gesetincher  ist 

Vm  also  zu  einem  gegebene»  Strahle  R'  sämmtliche  Strahlen 
R  XU  finden*  irelcbe  su  R'  in  rattonalem  VerfaUtnUse  stehen, 
braucht  man  nur  irgend  einen  gesetzlichen  Strahl  if"  zu  nehmen 
nnd  A  so  zu  legen,  dass  R"  den  Winkel  von  R  und  /f 
halbirt. 

Die  Proiectianen  des  Strahles  R'  auf  die  Axen  seien  o,  b,  c, 
die  das  Suable«  R"  seiei)  tn-,  n,  p,  wo  t»,  n,  p  belisbige  ganzs 
ZsbUs  Tortrtellm  »»d  dis  PreJectaeaeB  dos  BnM»ä  ff  sfciw  »,' 
«,  t.  Wenn  nun  R"  den  Winkel  der  beiden  MmAanm  StraUra: 
halbirt,  so  erhält  man  fflr  das  Verbfiltnisa  der  x,  y,  i  ms  den 
Feraela  der  spbtfisc^ca  TrigokoMetrie: 

y=?n(<im  +  ftn-f  cp)— 8((rt»+ti«+p»), 
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•'DlMe  Wflrtte  I5««n  die  «big*  GMeAnng 

iD  g«Dzen  Zahlan  auf,  wobei  es  DatOrlicb  bar  auf  das  Verfatitoiss 
der  X,  ffi  t  (abgfls^eB  Tsm  Voraaidian)  anliommt 
Man  erhilt: 

Pa  in  deiDflelben  Raunioctanten  Strahlen  von  jeder  UtoR« 
iaftteten,  ao  braacht  iiian  ftlr  m,  n,p  keine  negativen,  sondera 
nur  alle  mügllchen  paa|tiTeD  ganzen  Zahlen  zu  setzen. 

'  D{e  Torslflbend«  Betracbturig  kSnnte  aucb  auf  eine  verallge- 
metnerte  Welse  dargestellt  nerden,  aber  ich  wollte  bler  nur  anf 
die  tdee  blndenten,  wie  die  geometriscben  Eigenschaften  tines 
^nldien  Strablenvereines  zur  Auffindung  niuneriMher  Gesetz*  be- 
nutzt  werden  kennen. 


ITelbangsaiillralben  ffir  ScIilUer. 

V«fl 

Herrn  Professor  Dr.  Oskar  SchlÖmilcb, 

.  KB  der  pQljtcpbai*chBa  Schule  in.DresdflD. 


sieh  S.  93t   nachate- 
b«tde  faisivriscbtt  Notiz:' 

^.Albert  Gerbard  stellt  in  seinen  Zasltien  zu  Sta- 
Tin's  Werken  (Lea  Oeu rres  Matb^matiqaes  de  Si- 
mon  Stflvin  etc.  par  Albert  Girard.  A  Le^de  1634, 
fol.  pafc.  169)  folgende  Reihe  von  Zahlen  auf,  in  welcher 
jedes  Glied,  vom  dritten  an,  durch  Addition  der  bräden 
vorfaergdimden  (GIMeO  gebfldet  wfrdt 
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0.  I.  1,  %  3»  6,  8,  13,  21.  34,  85,  89,....-         :    ' 

and  behujptet  ran  ihr,   dM« Je  ^nl  «nretnander  ToIgMd« 

Zahlen    näherungsireis    die   VerfaSItnissgKeder    einer   nach 

Bteti^r  Proportion  s^tbeilten  Linie  daratellen.     WenD  z.  B. 

die  ^nze  Linie  89  lat,    so  ist  nSfaeningsireia  5S  der  cr9>> 

■ere  und  34  der.  kleinere  Afceefaaitt,  Indtom  brtealie'dieTro- 

.       porßon  gilt89!55=t5B!34  o.  ■.  w,*      -     ;  ■■     '- 

ße'ieichnen    Wir' diä   obigen  Zahlen  der  Reibe  bacK  iit\t'T„ 

'   Ti,  T%,  etc.,  so  ist  einerseits 

(1)  r„=:0,  Ti=r,  T,4;i=nH+r«;  ' 

anden^eHe  fflr  nnendlich  wechseAde  n: 

(2)  Liiii^  =  l(V6— 1)   oder  Lim ^  =  1(VK+1). 

,  FQr  den  Beiveis  der  letzteren  Eigenschaft  bernft  aich  Herr 
Professor  Kunze  aiff  die  Verwandlung  von  i(vrh-^l)' in  einen 
KeltenlH-eeh ,  doch  l^t  dies  ein  annüthlger  Unwea.deDaVdie  Glei- 
chung (2)  folgt  unmittelbar  aux  der  Beziehung  Tn+^~  Tn+\  +  T^ 
Einiges  Interesse  dOrfte  vielleicht  die  independente  Form  der  obi- 
gen ZaMen  besitzen;  Ich  theile  ele  filjer  mit',  weil  ^e  in  delt|  obi- 
gen Werke  nicht  angegeben  i^t  tmd  weil  ihre  HeTleilnng  ItV 'ea> 
fem  eine  naseeade  SchSleraufgabe  bildet,  als  es  dazu  nnr  der 
Kenntniss  aes  binomischen  Satzes  fflr  ganze  positive  Exponenten 

and  der  unendlichen  Reihe  fär  j-—  bedarf. 

Bezeichnen  wir  die  BinonütiicoilBcienten  1^  m,  im(m^I),  b. 
g.  -w.  mit  (m)o ,  (m)i ,  {m\  etc. ,    so  ist 

<3)         r^i  =  C»)o  +  (»-l)i  +  (»-2),  +  (»-3),  + .... 

oder  anch 

-  /il  T  -  g+VB)— (1-V5)" 

Etwa«  allgemeiner  wird  die  Sache,  wenn  man  die  ZafalmirrilM 
l7o.  Vi,  V^,  etc.  nach  dem  Geaetse 

bildet;  M  ist  dam  für  pMltlv«  «  md  ß: 

m     o'»n=(«v<-+{»i-i)j<^v+('«-2)««^i»»  .'   . 
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UdctMte  mdK«h  di«  ZaUnimM«  F(,,  F, .  K,,....  mT  dl» 
WelM,  daM  Fq  ttnd  F,  nnz  bAiAlg  Kfaiben  und  «a  fibricM 
G|led«  nach  dM  Forpi«!  F»h~  «'^•H  +  l^^«  bestimmt  wa^:den. 

•o  gilt  difl  Glelcbung: 

<8)'  r.=  Foü^|  +  (Fi-«F,)ü., 

vrorin  [7  die  vorige  Bcdeatnas  bat   Mu  kann  dafflr  jwdi  Thratbrn  • 

(9)  F.=  FoP,+  ri«., 

und  dailii  bt 

.wie  ATMi  djsa  Ob%eB  «ninittelbu  folatt    «beoso  iMCfat  ikdet  naa 
fUcbloMeiw  ForaeB  flii  i\  und  <;». 


[  i  »  e  e  i  I  e  n. 


Schreiben   des  Herrn  Director  Nagel   an   der  ßealsobtde 
so  Ulm  an  den  H4VftBisgeb«r. 

Der  ..IwktnDt»  Lebtiatz:  Wenn  ^lie  Halbirangstinien 
iweier  VFinlel  einer  Dreieck«  einander  gleicfi  sind,  so 
lat  da*  Drelaek  gleichacheaklig,    bat  seiner  Zeit  viele  Fe- 
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idfHif  iD  Bemprad«  g«Mtat,  tte»>dus,  m  wiA  Mir  telMutiM, 
.«ib  Beireis  gvfkMMi  vf*»»  wine;  nriehes  lielii.NaMvn  'ekiw 
wahihart  etemaDtareo  Tom  StudfiUiJite.derirein*»  GMiMttife  aM 
verdianle.  Ich  slaobe,  daxB  es  mir  gelangen  \*t,  einen  aolchen 
an  finden,  und  bitte  Sie,  deDeeibep.  jn  llire  gescfaStxte  Zdtschrift 
anfEunebinen,  ivenn  Sie  ihn  T&r  werth  balteni  die  Aarnterltaam- 
fceit  Äodvec  «f  iicb  n  Kif bei).  . 

kb  geb#  V9D  zivief  bekannfen  Bgenscbeften-  in  MUrunck- 
]kM  «Soe«  Winlieis  atWi  «eklie  l« 'Braiebeng- auf 'die  Betteni^- 
eitde  St%me  Incftv^n  ülgt  •asirfidcaa-  lassieai 

Wenn  (Tar.lV.  Fig.  4.)  im  ^  JßC  ein  Winkel  ^ifi'Crdiircfa 
fix»  balbirt,  die  Halbiriinsalinie  verlingert  wird,  bi» 
sie  den  um  ^  ABC  beacbnebenen  Krela  in  E  trifrt  and 
CE  gesogen  wirdi   so  ist 

l)  BU.BE=AB.BC.    2)  BE.DE=CE^. 

Das  erste  ei^ibt  sich  bebumtlich  ^nfacb  ans  der  Aebolich' 
kelt  der  Dreiecke  BCE  nad  ABD,  Aäm  anette  ebenso  ans  der 
AobDliAhkelt  w»  ^  C^£  nQ4  ^  ^€£. 

Beides  voransgesetzt  ergelien  sieb  folgcnda  swa  .«liifiuA* 
Letirsfitze ; 

,  .  Lehrtatx  1. 

yr^nn  (Taf.  IV.Fif^.  S^*dle  ValblTnngrltnt«ii  Pl9,  CF 
der  beid«n  Winkel  ^fiC,  ^Cif  eines  DreUcks  ABC  tU- 
•%4«r  bI«>«'i,  sind,  »o  «iiid  aueli  ihra  VeirUigeciingeii 
DE,  FG  bis  an  die  Peripberie  des  dm  A  ^^C  besclirie- 
benen  Kreises  einander  gleich.  


WSre  DE  nicht  =sFG.  so  wäre  DE  C  FG.  Im  ersten  Falle 
wSre  auch  S£>  CG,  weil  BD=CF  ist,  also  wSre  ßE.SD> 
CG.  CF  and  BE.DE'^  CG.FG.  Daher  wfire  aacb  AB.BC> 
JC.J7C(a.  oben  Satz  t.)  und  C£*>fi6'*  (s.  oben  Satz  20-  Wegen 
des  ersten  wfire  AB'^AC,  wegen  des  zweiten  aber  CE^  BG, 
also  auch  Z.CBE<.  ^BCG^),  folgKcb  auch  2^Cff£> 
2 ^  BCG,  A.  h.  Z.  ABO  ^  ÄCB,  und  daher  AO  JB;  folglich, 
da  nicht  beides  zugleich  stattSaden  liaaq,.  kann  andi  jPC  nicht 
>/'6  sein.  Ebenso  wird  bewiesen,  dasg  DE  nicht  <,FG  sefai 
kann,  weil  sonst  wieder  zugleich  AB^AC  und  AC^AB  sein 
mOsste.    Folglich-  mma  DE=FG  srin. 

Lehriatx  U. 
Wenn  die  H&tbtrnngslLoien  J?/>,  CFitit  beiden.  Win- 

Mf  slaMB  gTfaMTM  B^ 


oy  Google 


.h%\  ABC  ACB>»i*9B  Drtii^^mABC  •UftvdM  <jtl«Uh 
«iKd,  ••.«1nd>lli«s^Wink«rBeltla«  ei«ra»«ler  glslefc  «dar 
A -(l"?  )«t' g»«(disch«nkUg. 

■  ■  "^\  .'Beweis.'. 

D«  Bß^  Cf  ist,  to  i«t  (nach  dem'  voriiren  Lebnatee)  andi 
A£?^«.  als«  »Mh  BE^CG^  r«l«[llch  BE.J>EtaCG.FG, 
d.  h.  .CE^^BG^.  «l«o  iat  ancli  CEskBG,  ned  daber  .^  CA£ 
=  Z.BCG.  also  Wieb  2  ^  Ci7£.»=a  Z  £CG,  d.  L  ^  ..IBC 
=^4CB  oder  ^.^£6'^eidiacbenldig. 


Einige   kleine   Nodzen    von    Herrn   Hofrath   Dr.  ClaDsen 
,     «B   D«rpat> 

Ira  ISten  Bande  des  Arcbira  p.  tJi  fe^lt  die   Determinanle 

-i0Bda»7.    El  iwl 

(3i47)«-397(I73)«  =— i. 

Dartor  Arndt  bat  die  GanasischenZahlen   Uisquia.  aritbm. 

p.,40ft  Termpthlicb  nicbt  ni -  .       .       . 

«icb  febleThaft  eiugeacfalicliei 

Ich  ha 
Factoren 

2071733  und  53032233(17 
aeriegt.    (S.  Archiv  Bd.  16.  p.  56.) 


'    Vom    HerauBBetier. ' 
'Es  ist  im  sphKriachefi  Dretedc 
«in(*— c)        I  „  .  aln(c— «)       1  _,  ■  s(«(«-^*)       1  ; 


.—  *™(^~^)  siDisln(j— g)      sin(<;— g)  siiuaiii«— ft) 
■^  '"■lutr  ■ '  ■  tMtine       ■      «hifr    '     eiti«slDa      ■ 


iH(«— c) 
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,        +6fn(o— *)piii(i— c))- 
«JP»    '    y  [ooMdn^J— c)+e««*6iB(c— «)+co«orf*(<»-^6)]9iD«j 

Aber,   nie  man  »oglekb  durcb  fiiitwickelung  der  Sinits  4ec  Wia- 
belbTnomlen  findet: 

8iDasiD(i — c)+8inÖ3in(c— o)  +  8lnc8in(a— A)=0. 
Alw» 


einfÄ— c)       1   „.  fm(c — a)        1  _, .  alDfa  — 6)        I 


8ina 


i^^^^=iBr^-»'.i*H=^^^'o..=c=o. 


Ans  dieser  Gleichung  swischen  allen  sechs  StQclien  des  sphü- 
rl8CheD  Dr^eekes  mfisseD  sieh  die  Ganm'Mhen  Ulelcbmc^  labu 
leiten  lassen.    Wie  ist  dies  mSglichl  ^     ü.  ■• 


Vom  Heraasseber.     ■ 

Ich  hatte  Qfculich  ein«  zultVIge  Verantassimg,  mich  inK  dem 

BenelKe  des  folgeRden  geomAtriricben  Satzes  zu  beschsfttgen:'    ' 

Wenn     man     von     einem    Punkte    ansaerhalb'    eines 

fleichseitigeD  Dreiecke  gerade  liinien  nach  den  Ecken 
es  Dreieck«  zieht,  so  istdieSumme  der  Quadrate  die- 
ser drei  Linien  dreimal  so  gross  als  die  Summe  der 
Qaadrale  der  beiden  Entfernungen  des  Darchschnitts- 
pnnkts  der  drei  Hshenperpendikel  des  Dreiecks  tou, 
einer  seiner  Ecken  und  von  dem  ausserhalb  des  Drei* 
ecks  angeoommeien  Punkte- 
Unter  den  verschiedenen  Betvelsarten ,  welche  ich  bald  fand, 
scheint  mir  namentlich  eine  für  Anfänger  lehrreich  zu  sein;  auch 
kann  man  bei>  dem  Beweise  zweckmSasig  neben  rein  geometü- 
•Cfaen  Getracbtongen  trigonometrische  und  arithmetische  fie- 
trachtnngen  in  AnTreiidang  bringen;  und  weil  ich  nun  Satze,  die 
aolcbe  sehr  verschiedenartige  Betrachtungsweisen  zulassen,  ftfr 
besonders  instructiv  fQr  Anfänger  und  zn  deren  tlebnng  vorzugs- 
weise geeignet  halte,  so  will  ich,  so  unbedeutend  die  Sache  an 
sieb  ist,  htei  rnktheileo,  wa«  ich  flher  den  mit  rrilher  gam  unbe- 
kannten Satz  fand. 
TbeSI  XX.  :il 
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Du  Mdiene  glet«hs«)tlge  Dr«leck  sei  ABC  (Taf.IV.ng.6.); 
ier  DurCBschnittopimfct  sainer  drei  HOfaenpMpMidikel  sri  O,   w* 


Bewi 

Voo  dem  Punkte  G  fUls  ibbd  Mif  dl«  drei  UShenperpendi- 
kel  de«  Kflgebeiieo  gleich  seit!  gen  Dreiecks  ABC  die  Perpendikel 
CA,  GJ,  GK;  80  ut  ii«ch  einem  aDgemein  bekannten  geometri- 
■cben  Satse: 

GA^=AO*+G0*~2AOxB0*), 
GB^=^BO'  +  GO*  +  WOxJO, 
GC^  CO»  +  GO*  -  2COXKO. 

Addirt  man  nun  diese  drei  Gleichonno  nsammen,  so  erftlh 
man,  weil,  wie scbon bemerict,  A0=B0=C0i8t,  die Gteichang: 

GA*  +  GB*  +  GC 

und  der  «n  beweisende  Satz  wQrde  also  bewiesen  sein,  wenn  nian 
srigen  kSnnt«,  das« 

JO—BO-KO=0  oder  JO=BO+KO 

ist 

Einem  mit  den  ersten  Elementen  der  ebenen  Trigononetrie 
bekannten  AnfXnger  wird  nun  wahHchelDlich  die  sieb  sogleicb  dar- 
bietende Bemerkung  nicbt  entgehen,  dass  die  Linien  HO,  JO, 
£0  die  Cosinus  der  Winkel  GOH.  GOJ,  GOK  fllr  den  Halb- 
messer GO  sind,  so  dass  also,  wenn  wir  die  in  Rede  stehenden 
drei  Winkel  der  Heibe  nach  durch  y,  x,  x  beBeieboeu,  der  Be- 
weis daranf  ankommt,  au  zeigen,  dass 

coBz  =  cosy  ■)-  ceax 
jiMr  wn 


GO*  =i0*+eA*+iAirxiir 

•  die«er  GleldinDg  folgt  aber 

d'—GO*  -  A<r  —UO^^iB 

—  G0*—A0*—UOxiH0—A0) 

=AO'-^C0'—tAffxm. 

DeryMiAm  Bwuerkeag«»  wie  Tantoheade   aallta   der  geanutrbcJM 
■»«■laraDterricht  imner  ■argfiltlg  berncbiohllKea. 
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ist   Non  lMtn«ra.shw  dl«  Mdw  WInM  AOE  lod  €0B  W- 
kmnlHch  60  «,  and  m  ist  also 

eo  dass  der  Bew^  sich  jetst  darauf  redocirt,  za  seigen,  das« 

die  Gleichung 

cos  ar = cos  (dO»— ä)  +  cos  ^ + ar) 

allgemeio  richtig  ist    Weil  mui  aber 

cas(flO»— «)=coa60°.G08^4-8]n60o.aiii7, 
cos{60»+a:)  =ccMifl00.ccwa:  —  sin60».slD* 

ist,  so  redncirt  sich  die  obige  Gleichung  auf 

COS2a£2cOs60''.G08£. 

Bdaantlidi  ist  aber 

cos60o=alD(W>-60*>)=siBaO<>=5l. 


Oa  ffies  eine  Identische  Gleichung  Ist,  so  ist  wirklich  aUgemein 

cos{vs:cos(000— fi;)-|-cos(eO*>~f:r) 
nnd  folglich  aocb 

JO^HO+MO   oder  JO—BO-KOssO, 
»Isa  nach  dem  Gingen 

G^+  GB»  +  GC*=  3^AO*  +  GO*), 
fitl^ttoh  die  Richtigkeit  des  an  beweivenden  Satxeo  dargethan. 

Vielleicht  wird  der  mit  dem  obigen  Salze  sich  beschSiUgende 
Anfänger  sich  nun  aa^en,  daw  bei  einem  solchen  rein  geometri- 
schen Satxe  wie  dem  in  Rede  stehenden  die  Anwendung  trigono- 
netriBcher  Formeln  einer  guten  geometrischen  Hethode  nicht  gans 
gemias  Ist;  er  ivird  also  versuchen,  dies  er  trigonometrischen  Rech- 
nung eine  geomfetriache  Form  in  geben.  Sieht  er  nnn,  wie  das 
Jeder,  wer  einen  solchen  Versuch  wagt ,  sogleicfa  thna  wird, 
■eine  Figur  an,  ao  wird  ihm  gewiss  bald  einfallen,  dass,  weil  die 
Winkel  GBO,  GJO,  GKO  rechte  Winkel  sind,  die  drei  Punkte 
B,  J,  K  in  dem  Kreise  liegen  mOssen,  den  er  sich  Aber  GO 
als  Durcbmeaser  beschrieben  denken  kann.  Die  Linien  OB,  OJ, 
OK  sind  dann  drei  von  dem  In  diesem  Kreise  liegenden  Punkte 
O  aUJgflhende'Sehsen  dieses  Kreises;  die  beiden änsaersten Se^- 
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iMM  OB  und  OK  aUiBBaea  «InsB  Winkd  <r«k  190«  eiii.  and  die- 
ser Winkel  wird  va»  der  mittleren'  S«hne  CJ  >«lbirt.  BÜt  Mn 
der  Anfänger  diese  Bemerkaog,  die  bei  eiaiftem  Gvschlck  ihm 
schwerlich  entgehen  wird,  mtt  den  OUgan  insammeD,  m>  wird 
.  er  leicht  darauf  kommen,  da«  es  sieb  am  den  Beweis  eine«  geo- 
metrhcfaeti  SatMs  handelt,   welcher  aUo  iMitetc 

WeoD  von  einem  beliebigen  Punkte  O  (Taf.  IV.  Fi- 
gur 7.)  in  der  Peripherie  eines  Kreisen  swei  belie- 
bige, einen  Winkel  von  120*  C^gtl.)  elnsthllebsflnde 
Sehnen  OB  and  OK  ausgezogen  werden  and  dieser 
Winkel  durch  eine  dritte  Sehne  OJ  b&lbirt  -wird,  so 
iat  diese  dritte  Sehne  Immer  der  Summe  der  beiden 
anderen  Sehnen  gleich. 

Der  Beweis  dieses  Sat2e8  kann  nicht  schwer  fallen.  Denn 
zieht  der  Anftnjt^r  IfJ,  JK,  KU.  so  bemerkt  er  auf  der  Stelle, 
dass,  in  Folge  des  Satzes  von  den  PeripheriewinkclD .  die  Win- 
kel  JHK  and  JKH  respectife  den  Winkeln  JOK  und  JOB  gidcb, 
also  wie  die  letzteren  selbst  einander  gleich  sind,  so  dass  jeder 
der  beiden  Winkel  JBK  und  JKB  awel  DrittfaeHe  eines'  rechten 
Winkels  oder  ßO»  betrSgt,  folglicb  das  Dreieck  BJK  bekanntlich 
gleichaeitis,  also  BJ=  BK  Ist  Wird  nnn  OK  auf  OJ  abgetra- 
gen, nfimlitih  JLtsOK  gemacht,  so  sind,  weil  die  Winkel  BJL 
und  BKO  einander  gWeb  sind,  in  den  Dieiecken  BJL  and  BKO 
offenbar  zwei  Seiten  nod  der  eingeschlossene  Winkel  gleich,  diese 
Dreiecke  folglich  einander  congruent.  Als«  ist  LB^=  OB.  Daher 
ist  das  Dreieck  OBL  gleichscbenklig,  und  folglich,  weil  ^BOL 

=  ^RiBt,   gleichseitig,   also  OL=OB,     Daher   igt    OJ^OL 

+  LJssOH-\-OK,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

Auf  eine  andere  Art  kann  über  unser  Sats  aif  fnlgnnd  r  Art  be- 
wiesen werden,  und  dies  ist  eigentlich  der  Beweis,  auf  den  ich 
hier  aufmerksam  machen  wollte,  da  er  mir  ftr  An&Bgep  bcseB* 
ders  lehrreich  scheint. 

Man  ziehe  in  Taf.  IV.  Fie.  8.  die  Linien  DE,  EF,  FD,  wo- 
durch «taa  glelcbseittge  Dretec€  DBF  entsteht;  a«SMrdem  riebe 
man  die  Linien  G/>.  GE,  GF-,  so  ist  lo  den  Dceieekea  BGC, 
CfGA,  AGB,    deren  Seiten  BC,   CA,  AB  in  D,  $,  F  haOat 

sind,  nach  einem  bekanntea  Satxa:  , 

Gt>  +  GJ^±=nGE!^  +  CE>}, 

aUu,  wenn  man  addh't  nnd  nach  der  Addition  indtilGb  dorcb  3 

dSiflrt:  .       ' 

GA'+Gß'  +  GC*=zGD»+GB'+GF*+B£^-tCt?^JF; 
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oder,  wie  st^vlch  erhellet: 

Setnn  wir  lAet 

S  ^GÄ'+GB'+GC*,  S  =4JS«+»C«+CJ»; 
5,  =  C/JH  Gfi«  +  Gf«,  r, = /).e» + JEF"  +  FÖ« 

nnd  bnudwB  SWieliv  Bef«icba«DK»a  CQr  die  glekdiaeitlgeB  Diei* 
ecke,,  di?  ikh  «np  den  Droleoke  /}£F  e.  e.  «.-cbeB  M.cenatnü* 
nn  laaseD,  wie  d&B  Dreieck  i>£F  an«  dem  Dieiecke  4BCtm^  .' 
stniirt  worden  ist:  so  erhalten  nir  dberhai^t  eiae  Reibe  von  Glei-  - 
cbnngen  von  der  lolgeDden  Form: 

s  =  s;  +  ir, 

^  =  S.  +  ii„ 

A,==5.  +  ir.. 

n.  s.  w.  '  :  ■ 

,    ..■   _   s^-ß^+i^»^  ,-■.■,. 

Äi-i  =  S«  +  J.£»_i. 

Addht  man  dieae  Gleicbnn^n  nuammen  and  hd>t  anr,  ins 
eich  aufbeben  liaet,,  «o  «bak  tun  die  GüelofatiBg: 

Nun  erfaellet  aber  sebr  leicbti  das* 

r,=J£,    21=|i,,    ii=»JS, .^,=JA^i 

also 

u.  «.  w, 

folglich 

£+.£i  +  A+- +  •».-.  +  &-, 

=  ll+l  +  (S)'  +  (i;«  +  ....  +  <«»r«l« 
Ut    Daher  ist  nMh  dem  Obigee 

S=S.  +  ill  +  H-(««+tt)'+....+a)^'U. 
Nach  da  Ijehre  von  den  geenetriechee  PregreeeiDnefi  ist  eher 

,  i+i+(n'+(i)'+ +(t)"-'=Ti^=iir-a)-i.    ', 

D„t„an,G(10glc 


«B 


Lkat  nan  jetst  »  ia'»  Unendlich«  wacbseD»  so  nSbflct  ofM- 
'  bar  Sn  aicfa  der  GrloEe 

weil  die  gleichseitigen  Dreiecke  »te  DEF  a.  a.  w.  aick  ij>mer 
g«B«aer  und  f;enaiier  auf  siaen  Moseen  Pnnkt  naammesAielieii ; 
nnd  Ü)"  Dähertakh  der  Grlnae  Null.  Geht  man  also  in  der 
GMf^aBK 

Dir  In'«  Dnenditcb  wachiende  n  xd  den  Grinsen  Ober,  ao  eriiilt 
man  offenbar  die  Glelchang: 

S^i,G<Pi-\X. 
d.  b.  die  GIridiung: 

GA*+GB'+CC»=3.GCfl-t-i(AB*+BC*^CA^. 
Es  ist  aber 

AB'ssA0»  +  BO*  +  ^OxDO, 
BC*=BO»+C0»+W0x£0. 
CA*  =  C0*+AO»  +  iCOxFO; 


AB*+  SC*  +  CA'=6:AO*+2.AOx{DO-i-EO+Fa) 
s=ti.AO'-i6.AOxDOi 

nnd  well  nnn  DO  die  H«lfte  tod  AO  ist,  ireil  das  Dreiedc  BOO 
offenbar  die  Hllfle  des  Dreiecks  ABO  von  gleicfaer  H&fap  nit  er- 
■tetem  Ist,  ao  ist 

AB*+BC*+  CA^=fi.AOH^.AO^iAO 

^Q.AO'  +  3.AO'=9.AO». 
iiAB'+BC*+CA^s^3.AO'i 
also  nsdi  dem  Obigen  . 

GA^+  GÄ«+GC«s=3MO"+G0^; 

welches  der  zn  beweisende  Satz  Set 

W«l  der  Begriff  der  Grtnse  ei^tlieh  der  GnindbMriff  der 
gesammten  hSheren  Mathematik  in  ihrer  nenersn  Uarslenong  ist 
nnd  sich  durch  diese  ganze  Wiseenscbail  hindurch  zieht,  ja  im- 
mer wiederkehrt,  so  on  man  in  dersellwn  nnr  ein  Blatt  nmsuillgt. 
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abarhamit  dne  itrcDse  Ductelläng  lumeDtOcb'  der  faSberen  Ana- 
lyaia,  odd«  immer  auf  diesen  Begriff  surfickzukommeD ,  gar  nicht 
HSglich  tat;  ae  acbeioen  Betrachttange»  wie  die  obtoen,  auf  ele- 
mentare geonetriacbe  SKtle  amewandt,  fOr  den  l^terric)lt-roH 
ABfBngern,  die  in  der  Hatbemank  weiter  geben  woileo,  einen  Mht 
w«bl  begiaodeteD  Wertb  an  hafaeo ,  nnd  aoliten  sorgfiiltiff  beaatst 
trerden.  wo  sie  bot  iMcad  eich  dübieten,  bid  den  Anffinger  so 
ftfib  a)a  mißlich,  mit  dem  atrengen  Begriffe  der  Grlnae  und  der 
strcngea  AnweBdiiDg -deaaelbtm  fiekarat  an  macbeo.  Q. 


Resaltate  neteordlogiscIiMr  Beobachtungoi  Von  Herrn  Pro^ 
fessor  der  Physik  Thomas  Egid  Heller  dahier  nod  d^m 
VDtetxeichuetea  von  einen  .halben  .Jabrluiiid<erte^    < 


GcSstte  ESIt«. 

Grüsat«  Warme,' 

IKS,  90.  Janur    . 

-WR 

1798,  n.Aog.  d<nMlttaga+92<  Ki 

I798v  30.  Jamal    . 

-24,6 

1780,  I».  Jaai  . 

.    +92,0 

1890,  IS.  Febnmr . 

-20,3 

17W;  17.  Augut 

.   +26;3 

1823,  23.  Januar    . 

-23,8 

1800,  30.  Hai    . 

.    +22,0 

1830,  2.  Febmai  . 

-26,0 

180a  U.  Jui    . 

.    +23JI- 

im,  3.  JanuT     . 

-27.0 

1800,  K.  Aagnat 

.    +26,3 

1802,  9.  Aogoal 

;    +27,0 

1807,  31.  Juli    . 

■    +26,7 

1807,  31.  Auguat 

.    +26,6 

18(6;  31.  Ju«    . 

.    +i»,4 

1811,  29;  Ja»    . 

.    +26,1 

1819,  &  Jnll .    , 

.    +24,2 

1822.  2.  Joli     . 

.    +2M 

1823,  37.  AggtuI 

.    +26.3 

1824,  4.  Juli      . 

.    +26,0 

182S,  8.  Juli .    . 

.    +26.0 

1626,  2.  Aaguat 

.    +263 

1827,  2.  Angiut 

.    +28,3 

leaS^B.  Joli.    . 

.    +28,0 

1829,  26.  Juli    . 

.    +26J) 

1832,  14.  Juli    . 

.    +2ft2 

183»;  26.  Juli    . 

.    +26.0 

1834,  13.  Juli    . 

-    +27,0 

184%  6.  Juli .    . 

.    +24.0 

1844,  23.  Juol   . 

.    +24.0 

Fulda,  den  %.  Februar  1 


Dr.  Schneider,  Gehehner  Hedizlnalratb. 
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Vom   Heranßgebftr. 

Id  den  in  EiulaBd  Mdn  bdisbtal  SobtBBkrMehrbnefaa  tm 
E.  Riddle*)  fiwie  ich  S.  33.  im  foigendw  whr  flisbclieD  Ba- 
wais  des  pyuKg*rXiMlicn  LakrMtsM,  dar  w«Dw«t()tM  mir  Ua 
jetxt  imbefaktiiit  war.  Da  nuncher  Leaer  das  Areons  sich  w^r- 
scbeinlich  nit  mir  in-  demselbflii  FaHe  b«tiBden  wird,  so  thail«  ich 
dflo  fietrais  hier  mit,  oh'os  erst,  was  rieBcickt  meine  Pflicht  als 
Herausgeber  wlte,  wozu  es  mir  abtir  gersds  Jetat  aa  Zeh  nd 
«ncfa  an  Last  gebricht,  alle  mOgUcfaeo  geometriacheii  LehrhOdiar 
durchanmustara ,  hier  mit. 

Man  fUIe  (Taf.  IV.  Fik.  9.)  van  A  auf  die  Hypotenos«  BC 
das  sewShuliche  Perpfndikel  AL,  rerlSngere  ea  nach  beiden  Sei- 
ten hin,  bis  HK  in  M,  das  verlfiMarte  DE  in  O  gesdinitten 
wird,  und  TerlSngere  dann  auch  BaShvt  B  binans,  bis  DE  in 
N  geschnitten  wW.  Dann  ist  offenbar  \ßDN^  \ABC,  weil 
BD^AB,  j^BDS  =  ^BAC  naA  offenbar  jLESS=^ABC 
Ist,-  da  ABD  und  CBN  rechte  Wlnltel  sind,  die  den  WinJcei  ABS 
ala  gemelnscbartltchen  TheU  enthalten.  Also  ist  ßN=ßC^BH 
oad  dl«  PanltalsitTamme  ABNV  uad  BLJUB  haben  daher  gleiche 
Gnadlinie  und  Htlbe,  aind  also  eiunder  Kleicb.  W«l  mm  aber 
ancb  AB*  offenbar  dem  PaiaHelegramne  ÄBNO  wegen  aleichar 
Grundlinie  nnd  HShe  gleich  ist,  «o  tat  AB^=  Rechteck  BLIUH. 
Gans  eben  ao  anf  der  anderen  Seite  JC*=  Rechteck  CLMK. 
AIm  BC*=AB*4-Aa».  w.  m.  h.  vt. 

.  Dass  FG,  wenn  man  ••  Ober  f  binana  verlSngert,  anch  anf 
den  Punkt'  0  treffen  mniu,  erhellet  auf  der  Stelle,  weil  offenbar 
EO^ßN=sAC=AF  \ßt. 

MIi  acbeint  diowr  BtvUkt  wohl  werth  m  sein,  beim  Dnte^ 
rieht«  ia  den  Elnn^ten  der  Geometrie  benutzt  su  werden.  -  G. 


J>  i  TreatiM  »m  Ifmicatln  and  Naatical'AtlreaMDy.    Bf  E4«ar< 
le.    Fifth  BdiÜaa.  .bii«»  ISW. 


Banchtigang. 

Id  Tat  IV.  Pig.  3.  Thell  XVL  musa  noch  die  Lmi«  AC  ge- 
zogpa  werden. 

Theii  XIX.  Seile  228.  Z.  S  statt  /  sctae  man  G. 

..     „     .  z.  6   „  :    „     „    K 

„       ■„     230;  Z.  St. n. statt Jtsetne man 2i. 


itzü^oyCoOglC 


ülterarlsclier  Berlclit. 


Oeschichtc  der  Mathematik  and 
Physik. 

Almanacb  der  RBiserllcben  Akademie  derWissea- 
BchaftcD  (EU  Wien).  Zweiter  Jahrgang.  1663.  Wies. 
Ads  der  k.  k.  Hof-  und  St&atadrpclcere). 

Den  «rsteu  Jahrgang  dieses  AlmaDacfas  der  Kaiserlichen  Aka- 
demie der  Wisse Dscnaften  zu  Wien  haben  wir  im  Liferar.  Ber. 
Nr.  LXVIII.  S.  S73  aueezeigt,  und  freuen  uns,  jetzt  deu  zweiten 
Jahrgang  anzeigen  zu  kCnnen.  _  Der  Grund,  wesbaib  wir  diesen 
Almanacb  besonders  anzeigea,  ist  schon  a.  a.  O.  angegeben:  weil 
derselbe  Dämlich  eine  Angabe  der  wichtigsten  LebensumstSnde 
und  der  Schriften  einer  ziemlich  grossen  Anzahl  trefDicber  Matbe- 
natiker  und  Physiker  entbSlL  Was  in  dieser  Beziehung  der  erste 
Jahrgang  wegen  der  Kürze  der  bis  zu  seiner  Heransgafte  verslat- 
tetea  Zeit  noch  nicht  leisten  konnte .  ist  in  diesem  aweiten  Jabr- 

Sänge  mit  müelicbster  Volltit&ndiskeit  nachgeholt  worden,  und  wir 
alten  daher  diesen  Almanacb,  besonders  in  seiner  jetzigen  Ge- 
stalt, fili  einen  nicht  unwichtigen  Beitrag  zur  Literaturgeschichte 
der  Mathematik  und  Ph^ysik,  so  wie  der  Naturwissenschaften  über- 
baopt,  weshalb  wir  die  Leser  unserer  Zeitschrift  wiederholt  auf 
denselben  aufmerksam  zn  machen  nicht  Terfeblen.  Ausserdem  ist 
derselbe  natürlich  auch  in  so  fern  von  grossem  allgemeinen  Inter- 
esse, weil  er  sehr  vollstSndige  Nachrichten  fiber  die  Einrichtung 
und  die  Arbeiten  einer  der  ersten  Akademieen  der  Wissenachai- 
ten.  enthKIt,  welche,  ungeachtet  ihres  bis  jetzt  am  kurzen  Best«- 
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hens,   doch  aclion  eine  sehr  grosse  und  sehr  «rFalgreicfae  wUsen 
scbafiliche  Th£tigkeit  entfaltet  hat 

In  dem  Journal  des  savants.  Mai.  1852.  findet  man  den 
drillen  und  letzten  Theil  des  Berichts  von  dem  trefflichen  Biot 
ölier  die  Corre  tipondan  ce  of  Sit  Isaac  Newton  and  Pro- 
fecisor  Gutes.  Dieser  dritte  Thell  ist  in  mehrfacher  Dexiehuni; 
beMOiiders  interessant,  hauptsächlich. aber  deshalb,  vieil  Biot  darin 
die  vielbesurochi'ne  Frage  disciitirt,  ob  Newton  die  Principien 
iirsprünglicli  in  derselben   Weise,    nie  er  sie  der  Nachwelt  über- 

E-ben  hat,  d.  h.  auf  syntbetisthem  Wege  verfaset,  oder  ob  er  die 
esuttate  urspriinglich  anaivtisc-h  gefunden,  und  dann  der  Darstel- 
lung nur  eine  synlhetisehe f  assiing  gegeben  habe,  wofür  als  Grund 
angegeben  wird:  l'babitddeiqa'aväit  Newton,  de  voller  sa  ^ens^ 
et  de  cacber  sa  personne,  niemes  dans  les  lettres  seien tifiques, 
oA  il  prenait  la  narl  ta  plus  active.  Biot  entscheidet  sich,  wie 
zu  erwarte u  stand,  fOr  die  zweite  Alteroative,  dass  nfimlicb  alle  in 
den  IMiicipien  niadergele^teD  fiesultate  ursprüu<;lich  analytisch 
gefunden  worden  sind.  Oass  eben  diese  ganz  synthetische  Fas- 
sung die  Lectüre  der  Principien  fehr  schwierig  niacht,  ist  eine 
t'edem  Mathematilcer  bekannte  Sache,  und  Biot  (%hrt  in  dieser 
teziehung  ein  sehr  merkwürdiges  und  offenes  Gestandniss  tob 
Euler  an,  welches  wir,  allen  den  Mathematikern,  die  gleichfalls 
Schwierigkeiten  bei  dem  Studium  der  Principien  fanden,  zum  Trost, 
hier  vullstfindig  mittheilen.  Euler  sagt  n&mlicb  über  sich  seihst: 
„tjiiod  Omnibus  scriptls,  qnae  sine  analyxi  fiunt  compnsita,  li  po~ 
tissiraum  mechanicis  obtingit,  nt.lector,  etiam  ai  de  veritate  eonim, 
quae  proferuntur,  convincatur,  tanien  nou  satis  elaram  et  distin- 
clam  eorum  Cognitionen!  assequatur,  ita  ut  easdem  quaestiones,  si 
taiitillHm  immutentur  proprio  niarte  vix  resolvere  vafeat;  nisi  ipse 
in  analysin  in'quirat,  easdenique  propnsitiones  anaiytica  methodo 
evolval.  Ideni  onmino  cum  Newton!  principia  perlusfrare.  coepis- 
sein,  usu  venitj  ut  quamvis  plurium  probleniatnm  solutiones  satis 
percepisse  mihi  vjderer,  tarnen  parum  tautum  discrep^ntia  proble* 
niata  resolvere  non  potuerlm.  Illo  igitur  jam  tempore,  quantum 
potui,  conatus  sum  analysin  ex  synthetica  illa  nietbndo  elicere, 
easdemquepropositiones  ad  meam  utilltatem  analytice  pertractare, 
quo  'negotio  insigne  cognitionis  meae  augnientnm  percepl."  — 
Schliesslich  spricnt  Biot  sein  allgemeines  Urtheil  flner  Newton 
unumwunden  aus,  und  schllesst,  Bezug  nehmend  auf  die  theotogi- 
schen  Onlprsuchungen,  mit  denen  Newton  sich  bekanntlich  gleich- 
falls vielfach  beschtiftigt  hat,  mit  den  folgenden  bemerkenswerthen 
IVnrten:  „Hon  savant  ami,  le  Docteur  Brewster,  m'a  formelle- 
ment  däclare,  que  „T Interpretation  donn^e  pär  Newton  des  pro- 
„nh^ties,  ind^pendamment  de  fevidence  historique  et  morale  eut 
„laqnelle  eile  repose,  peut  ätre  drivelnppee  junqa'ä  la  pltfni- 
,.tude  d'une  demonstratlon."  Vingt  ans  se  snnt  ecoulea  d«- 
pais  one  j'ai  re^u  de  lui  cet  avertissement  charitable,  que  j*^  dA 
regaroer  comme  une  promesse  de  in'rfclairer.  je  snpplie  (nstam- 
nient  le  Doclenr  Brews  ter,  de  ne  pas  larder  d  le  faire,  et  rendre 
blentdt  sa  d<!monstratinn  publique:  car,  k  l'dge  aoquel  nous  aom- 
mes  touB  deux  parvenus,  il  pourrait'.arriver  dun  motnent  jiTaatre, 
qn'il  ne  se  tronrät  plus  en  position  de  me  la'donneri  on  noi  de 
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la  reetfrair.     U  devnit  mta»  se  &iie  acrapnia  dv  l'moii  gArd^e 
poDT  lai  senl,  pendanl  ai  longteinps. '* 

FQt  Biot  utKewton  un  baiume,  qui,  Coming  gänRrftrc.  et 
comme  exp^rimeDteur,  est  saii«  egal>  Par  la  t^ddioii  de  cesdeux 
genres  de  g^nie,  ä  leur  pltM  haut  desTe,  il  est  saaa  exempla.  Sat 
ses  travaux  scientifiques,  ^ui  oot  rocul^  les  borues  de  Teaprit  ba- 
main,  repose  sa  gloire  tout  epti^re.  Sea  äcritn  sur  la  cbroiiologia 
et  lea  pTopb^tiea  8»nt  de  toura  de  force  d'eniditioD.  eanarMuUat. 
Lcs  premiere  aoDt  iinptfriaaablea;   des  aattes  il  ne  leate  riea- 


.Arithmetik. 

Lehrbuch  der  Arithmetik  uod  niedern  ADalyai«  xvm 
Gebranche  bei  Vorleenngeo  und  zum  Selbst  -  Uster- 
richte  bearbeitet  von  Dr.  G.  Radick»,  Proressor  an  der 
Rhein.  Friedrich  -  Wilhelms  -  Universität  zu  Bonn. 
Zweit*  mit  einer  Zulage  vermehrte  Ausgabe.  Berlin. 
(Nicolai'schfl  Buchhandlung.)    1853.   8.    2  Tbir.  16  Sgr. 

Einer  Bucbbaudlung,  die  einen  so  geachteten  Namen  in  ihrem 
Schilde  führt,  wie  die  Nicolai'sche  Buchhandlung  in  Ber- 
lin, h&ttMi  wir  es  in  der  That  nicht  zngetrauet,  dass  .sie  sich 
daau  entschliessea  kOnnte,  awiche  alte  verlegene  Waara  wie  die  . 
obige,  mit  eineoi  vorgeklebteu  neueu  Titelblatte,  und  einem  auf 
dem  Titel  fibrigens  komischerweise  mit  dem  in  literarischen  Diu* 
gen  ganz  ungewGhnlicben  Namen  einer  „Zulage"  beaeichDeleD 
Anbange  verseben,  sn  dem. im  vorliegenden  l<\lle  enormen  Preise 
von  'i  Thlr.  IK  Sgr.  als  eine  ■, Zweit«  Ausgabe"  wieder  za 
Markte  so  bringen.  MGsste  das  Archiv  nicht  fSrcbteji,  sich  viel- 
leicht gar  eioen  Injurienprozees  zuzuziehen,  so  würde  ein  anlches 
Verfahren  hier  ohne  Weiteres  mit  dem  Namen  bezeichnet  werden, 
mit  welchem  es  jeder  rechtlich  denkende  Mann,  auch  ohne  dam 
wir  den  Nanien  hier  aussprechen,  für  sich  belegt.  Aber  wenig- 
stens die  Leser  des  Archivs  diingend  zu  warnen  vor  dieser  Spe- 
culalion,  ist,  diesen  gpgenflber,  unsere  Pflicht,  der  wir  aUo  hier- 
mit nachzukommen  nicht  verfehlen,  ohne  dieselben  nbrifrens  snnsl 
von  dem  Ankaufe  des  manchem  Gute  enthaltenden  Buches  abhal- 
ten zu  wollen,  auf  dessen  weitere  Bcsprechusg  wir  aber  hei  einem 
solchen  Verfahren,  wie  es  hier  unzweifelhaft  vorliegt*),  nicht  ein- 
geben künnen, 

Logarilhmorum  VI  decimalium  nova  Tabula  Bero- 
^linensis  et  uumerorum  vulgär ium  ab  I  usque  ad  100000 
*«t  fuoctionum    trigoiiometTicarum    ad    decadea  minuto- 

lum   secundoriim,    auctore    Carolo   Bremiker>   Ur.  Ph. 

Berolini    (Nicolai).    1852.    8.    4  Thlr. 


*)   DtB  Vorrede  ■.  B.  id  nalerseiiJiBet:    Bonn,  den  9.  Anguit  IMr, 
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Ee  ist  bekannt,  du»  man  bei  de*  BMistm  afllroioMiilielM«  nnd 
ftnderea  Rechnungen  mit  Becluwttlligen  Lof^itknen  j^iade,  Mber 
auch  vollkommen  ausreicht,  indem  fQnfStellen  zn  wenig,  sieben Std- 
l«n.  zu  tM  sind.  Daher  ist  a«cb  acbon  oH  v«d  »it  dem  avtroDO- 
nilBchcn  Caicul  innigst  vertrauten  belehrten,  die  su  Biwera  grüM- 
tea  Matheniatikera  und  Astronomfln  gehören,  der  Wunsch  ansge- 
sprneben  worden,  dass  solub«  aechsstellige  Logarilh mentalein  in 
recht  iwBckmfiMiger  Welse  lu^erertigt  werden  möchten.  Auch 
bat  man  dieeeiii  s«  oft  uitd  a«  dringenn  aasgeaprochenen  Wunsche 
schon  in  mehrracher  Weise  ku  eiitspreehen  gesucht.  Ua  die  be- 
treffende Literatur  nniern  Lexern  geuise  im  Allgemeinen  hinrei- 
chend bekannt  ist,  sa  wollen  wir  nur  beiopieli^ weise  auf  eine  Ta- 
fel hinweisen,  die,  wie  es  wenigstens  scheint,  Tast  ganz  übersehen 
worden  ist,  aus  welchem  Gruride,  nissen  wir  nicht  Dies  sind  die 
TabnlaeLogarith^eram  notis  deeimalibnaaezexpres- 
sornm,  Auetore  G.  A.Jahn.  Lipsiae.  1844.  Uieae  eechs- 
•teltwen  Tafeln  gehen  die  Logaritbraea  der  Zahlen  von  1  bis  lOOQüO, 
die  LfOgaritbmen  der  trtaonomelriscben  Fnnctione«  (ür  den  ersten 
Grad  von  Secunde  xa  Secuode,  für  die  übrigen  Grade  von  drei 
iH  drei  Secunden-  Die  letztere  Einrichtung,  die  freilich  ISr  den 
Gebrauch  in  an  fern  sehr  bequem  ist  und  alle  Anertiennang  ver- 
dient, weil  daditrcb  Hie  Möglichkeit  gegeben  Ist,  die  Proporlisnal- 
theile  immer  gans  leicht  und  sicher  bloss  im  Kniife  zu  berechnen, 
hat  auf  der  andern  Seite  den  Nachtheil  berbeigcßibrt ,  dass  die 
Tafel  sehr  voluminüs  geworden  ist,  weil  die  gnnze  Tafel  541  Sei- 
ten in  tjuart  umfasst.  Vielleicht  ist  es  gerade  dieser  Umstand, 
welcher  der  Verbrettung  der  Jabn'schen  Taft-I  hinderlich  gmesen 
ist,  Tietlekht  auch  aa»serdeni  daa  ziemlich  graue  Papier,  was  aber 
wenigstens  unsem  Augen  gerade  sehr  zusagt.  Demi  gegen  die 
€orrectheit  der  Tafel  bähen  wir  wenigstens  keinen  Grunii  Zwei- 
lei in  erheben,  snd,  haben  wir  sie  auch  nickt  viel  gebraucht,  so 
ist  aie  ans  doch  nicht  gerade  onbeqoem  vorgekommen.  Indem  vrir 
diese  Tafel,  deren  Preis  von  1  Thfr.  5  Sgr.  auch  äusserst  niedr^ 
gestelll  ist,  getegenthch  in  Erinnerunr  brii^n  wollte«,  kehren  wir 
nun  wtedei  zn  den  vorliegenden  Werke  des  Herr»  Bremiker 
anrOck. 

Wir  halten  diese  Tafel  filr  In  jeder  Beziehung  höchst  ausge- 
seichnet,  fiberlassen  es  aber  natürnck  den  Lesern,  eich  mit  ihrer 
Einrichtung  aus  ihr  selbst  genauer  bekannt  au  machen,  die  Obri- 
gens  van  der  gewöhnlichen  zwar  nicht  wesentlich  abweicht,  in- 
dess  doch  auch  einige,  wenn  auch  nur  kleine,  aber  den  sichern 
Gebrauch  fördernde  Abänderungen  enthält.  HauptaScMich  aner- 
kennuneswerth  ist  es,  dass  der  Herr  Vf.  in  der  trigonomelH- 
schen  Tafel  die  goniometrischen  Functinnen  bis  zu  O".'^  von  Se- 
cunde  zu  Secundc,  för  die  öhrigen  Grade  von  10  zu  10  Secunden 
bat  fortschreiten  lassen,  welche  höchst  empfehlenawerthe  Einrich- 
tung eich  z.  B.  in  der  trefflichen  Callet'acnen  siebenstelligen  Ta- 
fel eben  ao  findet,  und  von  d«r  neuen  Aasgabe  der  Vega'sebeD 
Tafel  sich  gleichfalls  anzueignen  leider  mit  Unrecht  unterlassen 
worden  ist.  Druck  und  Papier  der  Breniiker'schen  TafH  lassea 
f&r  uns  nicht  das  Geringste  zu  wGnschen  Gbrig,  und  erinnern  an 
die  besten  derartigen  Erzeugnisse  der  englischen  Presse.  Man- 
eker  dürfte  iadess  noch  wünschen,  dass  su  den  Tafeln  ein  grfin- 
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lieb  »sparlvsaMMiiBeD  Worten  wXte,  wie  diwcB.  In  den  tttM- 
UgIwb  cngTiacbca  TsfelD  rwi  Sborlreda,  dw  Be«ael  »o  s«hr 
empfahl,  geachehen  Ul.  Du  iBterrall  vod  fö  wi  10  SecUiid«n 
acfaeiDt  Biw  für  die  Bequemticbbeit  des  praktischen  GebrancbB  ^qiw 
biurfllcbesd  lu  sein,  das  Volumen  d«r  Tafelu  bleibt  in  folge  dle- 
BBf  EisTicbtung  eiu  sebr  nifissiges,  und  wird  nicht  ein  aller- 
dJD^  einiRermaesen  aiibeqnemesi  nie  das  d«r  vorher  erwiLbn- 
ten  Jahn  sehen  TaTel,  bei  aller  sonstigen  Verdienstlicbkeit  dieser 
letztere«.  Die  sehr  lebrreicbe  Einleitifflg,  die  Arcuam  Longitu- 
dine«  pro  radio  I,  die  Transrautatio  arcuum  in  boras 
earumque  partes,  die  Tabula  teaiporia  siderei  mutandt 
Id  tempus  medium  und  die  Lof;aritbnii  constantes  sind 
natürlich  nicht  bloss  sehr  anaenefinie,  sondern  auch  nOIhige  Zu- 
gabso,  und  ben^eisen,  wie  vonkominen  Herr  Bremiker  mit  allen 
an  ein  solches  Werk  zu  stellenden  Forderungen  bekannt  ist,  und 


■ter  CeberzeiiiniBg  die  weiteste  Verlireitnng.  Freilich  wird  der 
Preis  von  4  Tbirn. ,  wenn  er  auch  im  VernältsisB  zu  der  buchst 
elasanlen  und  tre (Hieben  Ausstattung  nicht  zu  hoch  erscheint,  doch 
vieiteicbt  ftlancben  abhalten,  sich  in  den  Besitz  eines  Werkes  au 
aetseni  ven  dem  man  dringend  ivOnscben  Inuss,  dass  ein  mOglicbsl 
niedriger  Preis  jeden  auch  nur  wenig  bemittelten  MathematikeT 
in  den  Stand  seuen  möchte,  sieb  dessen  Gebrauch  nicht  entxie- 
lien  zu  n 


ICechanlk. 

Laoahaidßuler's  Theo: 
starret  Kviper  mit  Anmerkungen  und  Kriiuterungen 
hsiauseegebnn  von  J.  Pb.  Wolters,  Dr.  und  ProTessor 
(zu  Berlin).  Erst«  Ahtbeiluog.  Hit  5  Figurtn-Tafeln. 
Ureifswaid.  C.  A.  Kocb's  VerlassbandL  <Tb.  Kunik«.) 
1893.    B. 

Ab  wir  im  Lllerar.  Ber.  Nr.  LI.  S.  707.  das  Erscheinen  des 
zweiten  Tbeils  der  von  Herrn  Professor  Wolfers  in  Berlin  aw 
temoromenen  Unbersetzung  von  Enter's  Mecbanica  sive  mo- 
tns  scienlia  analytice  exposita,  worin  Euler  die  Bewe- 
gung eines  Punktes  behandelt,  anzuzei^n  das  Vergnügen  hatten, 
sprachen  nir  am  Ende  jener  Anzeige  den  Wunsch  aus,  dass  es 
Herrn  Professor  Wolfers  gefallen  müchte,  auch  Euler's  Theo- 
ria motuB  corporum  solidorum  seu  rigidorum.  Ed.  nov, 
GryphiHw,  17fl0.  4.,  welche  der  Bewegung  eines  KOrpers  ge- 
widmet ist,  zn  aber^etzen.  Wir  freuen  uns  sehr,  anzeigen  zu  kön- 
nen, dass  dieser  Wunsch  schon  {etxt  in  ErfBllnag  gegangen  ist, 
indem  uns  wenigstens  die  erste  Abtheilung  einer  von  Herrn  Pro- 
fessor Wolfers  verfertigten  Uebereetzung  des  genannten  schitneD 
y*d  wichtigen  Werkes  vorliegt  Dass  Euler's  Theoria  niotaa 
corporum  solidorum  seu  rigidorum  in  wissenschaftlicher  Be- 
■jchnng  noch  wii^tiger  ist,  als  d>«  Mecbanica  sive  oiotus 
scienlia  analytice  exposItSi  ist  jedem,  Euler'sL  '  ' 


oy  Google 


M« 


Qrdiser 

fnaant  Wolfers  hat  sich  daher  nach  unserer  UeberEengung  durch 
die  (Jebersetzung  jen«s  Werkes  last  noch  ein  ^rnsseres  Verdienst 
nni  die  Wissenschaft  erworben  als  durch  seine  frühere  Arbeit, 
weil  durch  diese  Uebersetzun^  die,  wie  es  scheint,  namentlich  von 
jflneeren  Mathematiltern  nicht  nach  Verdienst  gekannte  und  be- 
ochtete  Theoria  motns  corporum  solidorum  seu  rigido- 
rum  gewiss  —  troran  «ir  Iceinen  Augenhlick  zweifeln  —  wieder- 
eanz  in  ihre  alten  Rechte  eingesetzt  werden  wird.  Denn  Euler's 
Werke  reralten  nie,  und  mtissen  ffir  alle  Zeiten  die  Hauptgrund- 
lagen  des  mathematischen  ^jtudiums  bleiben,  so  Tiele  und  so  grosse 
Fortschritte  anch,  weniger  in  inaterietler  Racksicfat,  als  in  Bezng 
auf  wahrhafte  mathematische  Strenge  und  Evidenz,  namentlich  die 
analytische  Wissenschaft  in  neuester  Zeit  gemacht  hat.  Dass  Herrn 
Prolessor  Wolfers's  UebersetEung  allen  Anforderungen,  die  man 
an  dergleichen  Arbeiten  zu  machen  berechtigt  ist,  voUntSndig  ge- 
'  nagt,  brauchen  wir  jetzt  nicht  erst  eu  rersichern ,  da  die  Mathe- 
matiker  aus  seinen  TrQheren  Leistungen  wissen,  wie  genau  er  sich 
mit  dem  in  Euler's  Schriften  herrschenden  Geiste  bekannt  nnd 
vertraut  gemacht  hat.  Ausserdem  hat  er  aber  auch  wieder  durch 
ehie  Reihe  hncbst  zweckTnSssiger  Anmerkungen,  di*  mit  richtieera 
Takte  anch  hier  vom  eigentlichen  Werk»  gesondert  sind,  an  dass 
Euler's  Werk  ganz  rein  vor  uns  liegt,  alle  sich  etwa  flndenden 
Schwierigkeiten  vollstSndtg  beseitigt,  und  dadurch  dem  Bedflrfniss 
der  weniger  Geübten  in  sehr  geeigneter  Weise  entsproehen.  I>ie 
Süssere  Ausstattung  Haut  nichts  zu  H'flnechen  übrig,  und  die  Ver-  ' 
lagshandlung  hat  jedenfalls  anch  Anspruch  auf  den  Dank  der  Ma- 
thematiker, indem  sie  dem  grossen  wissenschaftlichen  Eifer  des 
Herrn  Uebersetzers  durob  ihre  Bereitwiitigkeit,  das  Werk  ta  ver- 
legen, freundlich  entgegen  kam.  Mügen  daher  Alle,  welche  (Br 
dan  Stadium  der  Mechanik  sich  intereesiren ,  dieses  Werk  sich 
angelegentlichst  empfohlen  riein  lassen,  und  milge  dasselbe  eben 
so  wie  sein  VorgSnger  dazu  beitragen,  Euler's  Keinl  stets  unter 
uns  zu  erhaltenl  Namentlich  auch  jGneern  Mathematikern  emufeh- 
len  wir  dieses  Werk  tum  eifrigsten  Studium,  wobei  wir  noch  be- 
merken, dass  dasselbe  das  Studium  des  frühern  Werks  keineswegs 
unbedingt  voraussetzt,  sondern  dass  dasselbe  durch  und  in  sich 
selbst  verständlich  ist,  wofür  Euler' durch  eine  dem  Werke  ror- 
angesetzte,  in  der  vorliegenden  Uebersetzung  ]'26  Seiten  nm- 
fassende,  Einleitung  gesorgt  hat  Dem  Erscbeineo  der  zweiten 
Abtheiluug  sehen  wir  mit  Verlangen  entgegen. 


Termiscbte  StcfariftcD' 

In  dem  Bulletin  phys. -math^m.  der  Kaiserlichen  Aka- 
demie der  Wissenschaften  zn  Petersburg  finden  sich 
einige  ausgezeichnete  Abhandlungen  des  Herrn  Observater  Ur. 
Clause»  2U  Dorpat,  auf  die  wir  unsere  Leser  aufnmfcsani  ma- 
chan  müssen: 
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T.  IX.  Ar.  23.    U«ber  den  Werth  dea  Kettenbrnabs 

nenn  6  grSBser  als  a-f-1  ist 

ScbonEuUr  und  später  Stern  m  Crelle's  JourDal  T.  Vill. 
S.  42.  haben  diesen  Kettenbruch-  untersucht.  Wenn  «a  auch  Herrn 
Clausen,  nie  er  selbst  ^&eX,  nicht  gelungen' ist,  die  Theorie 
desselben  in  aller  Allgemeinheit  zu  entnickeln,  so  hat  er  doch 
mehrere  bemerkenswerthe  Resultule  gerunden,  die  zum  Theil  zur 
Berichtigung  der  früheren  UnterBUchungen  dienen. 

T.  IX.  üfr.  ii.  Ueber  die  Form  arcbitefctftnischei 
S&ulen. 

Diese  rrflber  von  Euler  und  Laf;range  untersuchte  Frag« 
bat  der  Herr  Vf.  einer  neuen  Oiitereitchun^  anterivorfen,  wobei 
es  ihm  wider  ErrFarten  gelangen  ist,  die  Differentialgleichung,'  de« 
ren  allgemeine  Integration  Lagrange  nicht  versucht  hatte,  auf 
elliptische  Transcendenten  zarflcIcsufQbren.  Dabei  zeigte  ea  sich, 
dass  die  KtveckmNssigste  Form  vom  Cylinder  obnehht,  und  das« 
das  Volumen   dieses   bei  gleicher  HShe  und  Tragkraft  idch  »im 

Volumen  jener  Form  wie  ^  ■\  j  verhält 

T.  X.  JVr.  2.  Ueber  den  EinHues  der  Umdrebiing 
nnd  der  Gestalt  der  Erde  anf  die  scheinbaren  BeTre- 
gungen  an  der  Oberfläche  derselben. 

.  Die  sinnreiche  Fdee  Foucault's,  die  Umdrehung' der  Erde 
durch  ein  einfaches  um  einen  Punkt  schwingendes  Pendel  Jedem 
anechaulicb  zu  machen,  die  in  neuester  Zeit  bekanntlich  so  viel 
Aufsehen  gemacht  hat,  so  dass  man  die  betreffenden  Versuche 
selbst  vielfach  vor  das  grosse  Publikum  gebracht  hat,  veranlasste 
Herrn  Hofratb  Clausen,  diese  Bevregung  in  der  Torliegenden 
Abhandlung  einer  strengen  und  ausführlichen  analytischen  Unter- 
suchung zu  unterwerfen,  bei  der  er  von  den  Formeln  ausgeht,  die 
Gauss  in  Benzenberg's  bekanntem  Werke  Aber  die  Umdreh- 
ung der  Erde  gegeben  hat  Wir  empfehlen  diese  gründliche  ana- 
lyticch  -  mechanische  Untersuchung,  in  der  aoch  auf  die  aphäroi- 
dische  Getitalt  der  Erde  Rücksicht  genommen  worden  ist ,  allen 
denen  sehr,  welche  an  dem  Foucau^f sehen  Versuche  das  gebüh- 
rende Interesse  nehmen;  nur  muaa  man  nicht  etwa  glauben,  mit 
bloss  elementar  ■  mathematischen  Kenntnissen  an  das  Studium  die- 
ser Abhandlung  gehen  zu  können,  indem  dieselbe  vielmehr  den 
analytischen  Scharfsinn  und  analytiüche  Kenntnisse  vielfach  in  An- 
spruch nimmt.  Aber  ohne  diese  Kenntnisse  wird  man  auch  nie 
eme  vollkommene  Einsiebt  in  Foncaulfs  Versuch  erlangen  kOnnen, 
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wobei  wir  jndess  Bu«h  oiebt  die  VeMuehe  tad«la  wollen,  soadem 
denselben  Tieimehr  das  Wort  reden,  welcbe  dazu  beKtiraiut  und, 
in  milfciichst  elementarer  oder  populSr^  Weise  die  (jriinde  des 
FoucBuit'schen  Versuchs  mSglichat  lur  Anschannng  zu  brincDD, 
eben  weil  dieser  Versuch  bereit«  viellach  vor's  grosse  Publikum 
sebracbt  worden  ist.  Den  Mathemalilier  kann  aber  nur  eine  solche 
Entwickelung,  wie  wir  sie  in  der  vorliegenden  erfindlichen  Abhand- 
lune  des  Herrn  Veriasserf  6nden,  voll  kommen  befriedigen,  nnd  ist 
aucb  allein  geeignet,  ein  wahres  Terstäiidnise  dieses  hScbst  tnter- 
essanten  Gegenstandes  za  vermitteln. 

Milange$  tnathimatique*  et  attronomiquex.     T.  I. 

Ueber  die  Olbers'sche  Methode  Cometeobahnen 
zu  berechnen. 

Jedem,  der  stcji  mit  der  Berechnung  der  Com  et  en  bah  neu  be- 
aeliftftigt  hat,  sagt  der  Herr  Verf.,  ist  es  bekannt,  welche  grosse 
Erleichterung  durch  die  Olbers'sche  sehr  sinnreiche  Methode  er- 
langt wurde,  und  dass  wir  einen  grossen  Theil  der  berechneten 
Bkonen  dieser  Methode  verdanken.-  Einige  Astronomen  haben  die 
Behauptung  aufgestellt,  dass  die  durch  die  Olbers'sche  Methode 
erlangte  erste  Aim&herung  viel  grUsser  sei,  als  die  ernte  Annäbe- 
ning  durch  die  Übrigen  bekannten  Methoden,  nnd  zwar,  dass  jene 
die  Annäherung  bis  auf  GWissen  der  zweiten  OrdnuoK  exci.  geben, 
wenn  man  die  Grössen  erster  Ordnung  den  Zwischenzeiten  pro- 
portional setzt;  wSbrend  die  Laplace'sche  und  andere  Methoden 
diese  Annüherune  nur  bis  auf  Gnlsseu  erster  Ordnung  eicl.  geben. 
Diese  letztere  Behauptung  sucht  der  Herr  Vf.'  in  diesem  leaens- 
werthen  Aufsatze  zu  widerlegen,  wobei  er  mit  Recht  ganz  im 
Geiste  seines  verewigten  GOnnera,  des  trefflichen  Olbere,  zu 
bandeln  glaubt,  der,  aller  Eitelkeit  fremd,  jeden  auf  einen  Irrthum 

§egründeten  Ruhm  gewids  von  sich    zu    entfernen    gesucht  hStte;. 
!ein  Leser  wird  auch  diesen  Aufsatz  des  verehrten  Ueim  Ver- 
fiisMrs  (Äne  vielfache  Belehrnng  aus  der  Hand  k^n. 
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Oeometrie  and  Vrlgonometrle. 


Ansfilhrlicbes  Lehrbuch  der  Elementar  - Geome 
trie.  Ebene  und  kürperliche  Geometrie.  Zum  Selbst- 
unterricht mit  RCckaicht  an/die  Zwecke  des  prakti- 
scfaeu  Lebens  bearbeitet  von  H.  B.  Lübsen.  Mit  190 
Fieuren  im  Text.  Hamburgs  Perthes,  Besser  St  Mauke. 
IsSl,    ä    1  Thlr. 

Avafahrliches  Lehrbuch  der  ebenen  und  sphiri* 
sehen  Trigonometrie.  Zum  Selbstunterricht  mit  Rück- 
sicht auf  die  Zwecke  des  praktischen  Leben«  bear- 
beitet von  H.  B.  Labsen.  Hamburg.  Perthes,  Besser 
&  Manke.    1852.    8.     21  Ngr. 

Herr  LQbsen  in  Hamburg-hat  sich  schon  durch  seine  Tra- 
ber erschienenen  Lehrbücher  der  Arithmetik  und  Algebra  und  der 
analytischen-Geonietrievon  ganz  Shnlicher  Tendenz  nie  die  beiden 
obigen  verdient  gemacht.  Alle  diese  Lehrbücher,  auch  die  bei- 
den obigen  hier  an^tuzeigenden,  zeichnen  sich  durch  eine  unge- 
meine Deutlichkeit  sehr  vortheilhaft  aus,  ijiid  enthalten  überall  In  sehr 
verstfindiger  Auswahl  von  den  betreffenden  Wissenschaften  allemal 
das,  wa«  ßr  das  prahttacbe  BedOrrniss  nUthig  ist  und  zu  demselben 
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ie  DScfcster  Bexlebonft  steht ,  ohne  die  fflr  tdchtlge  praktiecfae  An- 
wendung der  MathematiL  bestiramte  Krafi  des  Knabe ns  und  JSng- 
lings  durch  eine  Menge  oft  sehr  unnützer  Slitze  und  SStschen 
eher  zu  schwüchen  und  zu  ermüden  als  zu  stärken,  vie  leider 
viele  unserer  Lehrer  immer  noch  thun.  In  dem  nürdlichsten  Theite 
unsers  deutschen  Vaterlands,  in  Hamburg,  brenien,  Holstein, 
SchlesH-ie,  U^tfriesland  n.  s.  w.  siheiot  man  in  dieser  Beziehung 
einen  Tivl  richtifcern  und  sicherem  Takt  zu  besitzen  als  in  Tieleu 
andern  Theilen  denselben.  Deshalb  giebt  es  aber  auch  dort  so 
ungemein  viele  tiichtigo,  namentlich  pruktische  Mathematiker,  und 
namentlich  sollen  die  Friesen  in  dieser  Beziehung  sich  auszeich- 
nen. „In  Ostfriesland"  pflegte  mein  verewigter  Freund  Dirksen 
in  llerlin,  dem  die  Strence  in  der  Mathematik  das  ÜüchstoTar, 
oft  zu  sagen,  „ist  jeder  Bauer  ein  Mathematiker",  und  er  selbst 
i\-ar,  so  viel  ich  mich  erinnere,  ursprQnglich  eiii  genühnlicber  oat- 
friesischer  Landscbutmeister  gewesen ,  Tvetin  mich  auch  meine 
Erinnerung  vielleicht  trfigen  kann.  Herrn  Lübsen's  Bücher  sind 
der  deutlichste  Ausdruck  dieses  wahrhaft  tfichtigen  praktischen 
mathematischen  Sinnes,  ohne  übrigens  der  Strenge  der  Darstel- 
lung wesentlich  etwas  zu  vergeben,  und  irir  empfehlen  sie  daher 
recht  sehr  zur  Beachtung.  Wer  ihren  Inhalt  sich  vollständig  an- 
geeignet hat,  wird  zu  den  vielfachsten  praktischen  Anwendungen 
der  Matbematik  befähigt  sein,  insofern  er  vorläufig  auf  die  An- 
wendung der  höheren  Theile  der  Wissenschaft  verzichtet.  Die 
Geometrie  enthält  auch  schon  die  GmodEflge  der  Feldroesskunst, 
des  ?jivellirens,  und  der  praktischen  Kürpermessung ,  auch  der 
Ausmessung  der  Fässer,  n.  s.  w. 

Knaben  und  jQnglinge,  welche  fflr  ein  praktisches  Fach,  das 
Bvf  einer  mathematischen  Basis  ruhet,  bestimmt  sind,  mOssen, 
natflritch  bei  vGlliger  Strense,  so  schnell  als  möglich  durch 
die  Theorie  hindurch  geführt,  und  nicht  mit  Gott  weiss  was  für 
geometrischen  J'heoremen  und  Problemen,  direkten  und  reciproken, 
—  soviel  Vergnügen  dieselben  auch  zuweilen  dem  eigentlichen  theo- 
retischen Mathemaliker  darbieten  können,  sollten  sie  auch  fSr  die 
Wissenschaft  selbst  oft  nicht  von  besonderer  Bedeutung  sein,  — 
gequült  werden.  Dann  niuss  mSglicbst  schnell  die  vielfachste  und 
allseitigste  praktische  Anwendung  folgen,  und  die  sogenannte  for- 
melle Geistes bildnng,  die  man  durch  jene  Sfitze  und  Sätzchen  zu 
fordern  meint,  wird  bei  diesen  tüchtigen  praktischen  Naturen  sich 
dann  schon  von  selbst  finden,  wenn  nur,  was  wir  immer  voraus- 
setzen, die  theoretische  Grundlage  eine  völlig  strenge  und  für 
die  känflige  praktische  Anwendung  völlig  ausreichende  war. 
Herru  LObsen's  in  vieler  Beziehung  sehr  zu  empfehlende  Lehr- 
hOcher  scheinen  uns  ein  interessanter  und  sehr  ansprechender 
Ausdruck  dieses  gewiss  sehr  richtigen  p N da gogi sehen  und  metho- 
disrhen  Grundsalzes  zu  sein,  weshalb  wir  sie  hier  allen  Lehrern, 
die  solche  Knaben  und  Jiinglinge,  wie  oben  von  uns  näher  be- 
zeichnet worden  sind,  auf  Real-  und  anderen  ähnlichen  Schulen  zu 
unterrichten  haben,  was  gewiss  für  den,  der  selbst  praktischen 
Sinn  hat,  ein  sehr  anziehender  und  seegens  reich  er  Lebensheruf 
Ut,  bestens  haben  enipfeblen  wollen.  Schliesslich  möchten  wir 
noch  wfinschen,  dass  Herr  Lflbsen  sein  Talent  zn  einer  Sholi- 
'  eben  Bearbeitung  der  DifferentiNl-  und  Integralrechnung  anwen- 
den mScfate. 
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*  CompaDdlon  der  daratellenden  Geometrie  nebst 
einiger AonvoduDg  derselben  anfSchattenbestimmung 
nnd  Perspective.  Fflr  Realscbulen  als  auch  xnm 
Selbstunterricht  rerfasat  von  Justus  Nigris,  Archi- 
tekten und  Professor  der  darstelleodeo  Geometrie, 
des  geometrischen  Zetcboens  u.  s.  w.  ao  der  STfentli- 
chen  stfidtiscfaen  Ober- Realschule  zn  Presburg. 
Mit  eiirSteintareln.    Presburg.    Krapp.    1853.  S. 

Dieses  Lehrbuch  eothält  nicht  bloss  die  Elemente  der  eigent- 
lichen descriptiven  Geometrie ,  sondern  auch  die  Elemente  des 
geometrischen  Zeichnens  mit  Einschluss  der  Perspective  und  der 
Schaltenconstruction ,  Alles,  namentlich  die  letzteren  Gegenstände, 
nicht  etwa,  wie  GFters  geachiebt,  bloss  praktisch  dargestellt,  son- 
dern ans  strengen  geometrischen  Betrachtungen  abgeleitet.  Viele 
Lehrbücher  der  descriptiven  Geumetrie  cuthalten,  wie  es  uns 
scheint,  namentlich  für  die  Zwecke,  denen  sie  dienen  sollen,  xu  viel.- 
I>as  vorliegende,  welches  für  den  Unterricht  auf  einer.  Realschale  be- 
stimmt ist,  scheint  uns  eine  richtige  Mitte  sehr  gut  getroiTen  zu 
haben,  und  enthält,  wie  schon  eiinnert,  ausser  der  eigentlichen 
G^omätrie  d^scriptive  noch  manches  Andere,  was  ßr  den  Unter- 
licht auf  einer  Realschule  von  Wichtigkeit  sein  kann.  Da  wir 
längst  sehr  gewünscht  haben,  dass  der  Unterricht  in  der  descrip- 
tiven Geometrie,  welcher  f{Ir  kfinRIge  malhcmatlschePrabtiker  vonder 
grüseten  Wichtigkeit,  und  zugleich  filr  die  Bildung  des  mathema- 
tischen Geistes  gewiss  eben  so  fruchtbringend  ist  wie  die  Qbri^ 
Geometrie,  daher  auch  auf  den  Lehrplänen  der  sogenannten  hii- 
heren  Bürger-,  Real-  nnd  Gewerbscbulen  namentlich  in  Oester- 
reich.  Baiern,  Wilrtemlierg  mit  Recht  längst  das  volle  Bürger- 
recht erhalten  hat*},  unter  die  UnterriibtsgegenstänHe  aller  sol- 
cher Schulen  aufgenommen  werden  möge:  so  emprahlen  wir  das 
vorliegende,  wie  es  uns  scheint,  recht  praktiscbe  Bach,  allen 
Lehrern  an  aolchen  Schalen   zar  Beachtung. 


BCechanOi. 

Beitrag  xur  Theorie  der  Seilpolygone  and  der 
Kettenlinie  von  Dr.  Th.  Snieker.  Programm  des  Her- 
zogl.  Carlsgymnasium  zu  Bernburg.  Bernbarg.  1853.  4. 

In    diesem     iMmswerthen  Programm   hat  der  Herr  Ver- 


-  *)    In  Fraaltreich  vwcleht   «loh  diei   seit  dem  b«rnluntaB  Brfladw 
der  fMomiliie  döseriptiva  patürlich  gans  von  •olbit. 
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fasser  diejeirfgm  Seitpoijrgone  einer  beaondereD  UntNCfchnng 
unterzogeo,  aa  denen  laater  parallele  Kraft«  wirken,  wozu  unr  «le- 
■nentare  Sätze  nGthig  waren.  Ane  den  auf  diesem  elementaren 
Wege  gewonnenen  Sätzen  bat  er  dann  gleicbfalia  durch  elemen- 
tare Betracbtungen  die  meisten  Eisenschaften  der  Ketlenlioie  ab- 
geleitet, indem  man  dabei  sonst  gewühiillcb  unmittelbar  vonderDiffe- 
rentialgleichung  der  Kettenlinie  ansgeht,  und  die  ganze  Betnu:h- 
tung  gleicb  von  vorn  herein  in  das  Gebiet  der  Differential-  nod 
Integralrechnung  hinüber  führt.  Er  ist  dabei  selbst  bis  sur  Reeti- 
fication  und  dem  Krüaimungabalbmesaer  fortgeschritten,  und  be- 
dient sich  überhaupt  in  seiner  ganzen  Schrift  der  höheren  Aoa- 
lysia  sonst  gar  nicht,  als  nur  bei  dem  Satze  j.  'iü.  über  den  Schwer- 
punkt des  Seilpolygons,  wo  die  Anwendung  derselben  wohl  auch 
nicht  leicht  umgangen  werden  konnte,  da  es  bei  dieser  Uoter- 
■uchting  auf  die  Bestimmung  eines  Maximums  ankam.  Wir  haben 
allen  Untersuchungen ,  welche  Betrachtungen ,  die  sonst  nur  mit- 
telst der  höheren  Änalysis  angestellt  xu  werden  pflegen,  in  das 
Gebiet  des  sogenannten  Elementaren  hinüber  führen,  überhaupt 
immer  das  Wort  geredet;  um  so  mehr  Ihun  wir  dies  bei  einem 
praktisch  so  wichtigen  Gegenstande  wie  die  Kettenlinie  ist,  und 
wenn  es  in  so  ansprechender  und  strenger  Weise  geschieht  wie 
in  dem  vorliegenden  Programm,  vnn  dem  wir  daher  recht  sehr 
wilnschen,  dass  es,  wie  leider  oft  bei  solchen  Schriften  geschiebt, 
nicht  unbeachtet  bleiben  möge.  Möge  der  Herr  Verfasser  fort- 
fahren, seine  schönen  Kräfte  in  demselben  strengen  mathenutli- 
sehen  Sinne  andern  derartigen  Untersuchungen  zu  widmen. 


Astronomie* 


Wunder  des  Himmels  oder  eemeinUssliche  Uar- 
stellong  des  Weltsystems.  Von  J.  J.  v.Littrow.  Vierte 
Auflage.  Nach  dem  neuesten  Zustande  der  Wissen- 
schaft bearbeitet  von  Carl  v.  Littrow,  Director  der 
k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Dritte  und  Vierte  Lieferung. 
Stuttgart.    Uoffmaon.     12%  Ngr. 

Indem  die  beiden  ersten  Abtheilnn^en  dieses  ausgezeichoeten 
Werks,  welche  wir  Im  Literarischen  Berichte  Nr.  LXXIV.  S.938. 
angezeigt  haben,  hauptsSchlich  dieEinleitung,  und  die  Erste 
Haupt-Abtheilung.  Tbeotische  Astronomie  oder  all- 
gemeine Erscheinung  des  Himmels,   entbieten,  enthalten 


itzü^oyCoOglc 


973 

dM  TorttegeiKle  dritte  nad  Tierta  U«(t  die  Zweite  Haupt  Ab- 
tkeilang.  Beschreibende  Astronomie  oder  Topogta- 
pbie  de«  Bimmels  und  den  AnTang  der  Dritten  Haupt* 
Abtbetlung.  Physische  Astronomie  oder  Gesetze  der 
himmlJscbeDBeH'eeunfteii.  Hauptsächlich  bat  uns  die  jetzt  roll- 
Mifldig  vor  uns  übende  Topographie  des  Himmels  sehr  j;rosses 
Vergnügen  gemacht  und  grosse  Betefarung  gewährt,  weil  wir  darin 
alle  am  Himmel  in  älterer,  nenerer  und  neuester  Zeit  gemachte^ 
Entdeckungen  mit  grosser  Sorgfalt  und  Genauigkeit  zusammen- 
gestellt, und  oft  mit  buchst  ioteressanten  Betracntaogen  begleitet 
gefiinden  haben.  Dass  dem  verdienten  neuen  Herausgeber  des 
Werks  hier  zu  Zusitzen  ein  grosses  Feld  eröffnet  war,  tveiua  Je- 
der, wer  die  neuere  tieachicbte  der  Astronomie  kennt,  und  daas 
Herr  Carl  r.  Littrow  diese  Gelegenheit,  das  Werk  seines  ver* 
ewigen  Vatere  in  der  in  Rede  stehenden  Beziehung  aaf  eiue  dem 
jelEigen  Zustande  der  Wissenschaft  ganz  entsprechende  Weise  zu  ver- 
voll stfiiidi  gen,  nicht  ungenutzt  gelassen  hat,  brauchen  wir  unsem  Le- 
sern wohl  nicht  erst  zu  veisichern,  daseine  Genauigkeit  in  solchen  Ar- 
beiten sich  schon  bei  anderer  Gelegenheit  in  der  Tietfachsten  Weise  he- 
wSfart  hat,  und  ihm  die  umfassendste  KenntDissdesGegenelaDdes  zur 
SeitestehtUerHerrHerausgeber  besinnt  natürlichmitderäonne.Uass 
er  sich  hier  auch;  über  die  namentlich  bei  Gelegenheit  der  grossen 
Sonnenfinsternis 8  vom  Jahre  1^51  vielfach  diacutirte  Frage  über 
die  Sonnen- Atmosphäre  ansspricht,  versteht  sich  von  selbst. 
„Weit  unmittelbarer  aber"  sagt  er  „irird  die  Existenz  einer  Soa- 
nenatmospfaire  durch  die  merkwürdigen  Erscheinungen  dargetban, 
die  man  bei  totalen  Sonnenfinsternissen  beobachtet.  Gftbe  es  aus- 
ser der  PbotosphSie  keine  Hülle  der  Sonne,  so  niQsste,  da  der 
Mond,  ^rie  wir  bald  sehen  werden,  wahrscheinlich  liein«  oder 
doch  eine  sehr  dfinne  AtmosphSre  hat,  in  dem  Augenblicke,  wo 
der  Mond  die  Sonne  ganz  bedeckt,  die  Stelle  des  Himmels,  welche 
von  beiden  Gestirnen  eingenommen  wird,  lichtlos  und  büchstens 
durch  ihre  Tüllige  Dunkelheit  von  dem  äbrigen  Firmament«  »i 
nnteracbeiden  sein.  Dem  ist  aber  nicht  so,  sondern  es  zeigt  sich 
eine  sehr  helle  Glorie  .um  beide  Himmelskörper.  Mit  dem  Fem- 
rohre entdeckt  man  an  der  inneren  Grenze  dieser  Glorie  rüthliche 
Flecke,  theils  nnmitlelbar  auf  dem  Mondrande  wurzelnd,  tbeils 
)n  Wolkenform  von  demselben  getrennt,  wie  sie  Fig.  45.  auf 
Taf.  III.  nach  einer  Zeichnung  von  B i e I n  vom  8.  Juli  1S42 und Fig.i«. 
a.  b.  nach  einer  Beobachtung  des  H'erauqgebers  im  Jahre  }851  dar- 
stellt. Die  Glorie  towahl  ah  die  rotken  Flecke  gehören 
unzweifelhaft  der  Sonne  an,  da  beide  Erscheinungen, 
wie  der  Mond  über  die  Sonne  hingeht,  auf  der  einen 
Seite  der  Scheibe  an  Grösse  ab-,  aufder  andern  zu- 
nehmen*}. Da  onmittelbar  nach  dem  Verschwinden,  so  wie 
uoniittelbar  vor  dem  Wiedererscheine»  der  Sonne  und  g^ade  ao 


*)    Reieltat  aller  vorurlhcilifreien   nnd  den  Gegeoaland  gebgrig  ■ 
würdigen  rentehenden  Beobachter.  G. 
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den  Stellen  des  Hondrendee ,  wodieie  kkin«tMi  PhoMo  der  SoMe 
Statt  finden,  also  beider  K&rper  Rinder  «kk  an  uichsten  etehai> 
eich  ein  rother,  eichelÄirmiger  Saum  zeigt,  lo  muM  man  veraia- 
tben ,  dass  die  PhotospbSre  der  Sonne  von  awei  Schalen  umgeben 
ist,  deren  eine  ihr  zunächst  liegende  in  rolheni  Lichte  leuchtet, 
deren  zweite,  weit  umfangreichere,  weieeea  Liebt  hat.  Jene  rotfae 
Schichte  wQrde  dann  an  sewissen  Stellen  emporgetrteben ,  und 
bildete  so  die  unter  dem  Namen  ProtubernDzea  bekannten  Licht- 
bSscbel.     Ueber  die  Ursacben   dicces    Emportreibene    ist   ee  bia 

i'atzt  nicht  gelungen,  etwas  Bestimmtes  zu  erlbrscben;  indese 
labeb  die  Beobacfatunsea  von  1851  einen  Zusammenbang  xwiftchen 
den  Protaberanzen  una  den  Sonnenflecken  und  Fackeln  Iwahrschein- 
licb  i;emacht,  da  eich  mehrere  Protuberanien  an  Stellen  gezeigt 
haben,  wo  kurz  vor  oder  nach  der  Finsterniss  Flecken  und  Fa- 
ckeln geeehan  waren.  Da  wir  nach  dem  Obigen  die  Sonneofle- 
cken  afs  Kraler  in  der  PholoaphSre  annehmen  mOsaen,  so  It^ 
■  auch  die  Voraussetzung  nahe,  dass  GaetrümungeD.  ans  diesen 
Kratern  Statt  finden,  und  jene  Emporhebun^en  der  rothen  Schichte 
bewirken."  Wir  baffen  durch  die  Mittheilung  der  vorstehenden 
ungemein  klaren  und  einleuchtenden  Darstellung  uns  den  Dank 
nnserer  geehrten  Leser  erworben  zu  haben,  nun  hoffen,  dass  die- 
selben daraus  zugleich  entnehmen  werden,  was  sie  von  den  Qbri- 
gen  Partieen  dieses  ausgezeichneten  Werkes  zu  erwarten  haben. 
Die  oben  gegebenen  Erklärungen  sind  in  der  unmittelbarsten  Wdse 
ans  genauen  Beobachtungen  geschöpft,  und  traeen  eben  deshalb, 
gerade  hei  einem  solchen  Gegenstände,  wie  dem  vorliegenden, 
den  Charakter  ächter  Naturforscbung  an  sich.  Ganz  in  derselbeD 
schüneo  Weise  w  ie  die  Sonne  werden  nach  der  Reihe  besprochen : 
Merkur;  Venus;  Mars;  die  Asteroiden;  Jupiter;  Saturn;  Uranus; 
Neptun  (bei  welchem  die  Geschichte  seiner  Entdeckung  ansfOfar* 
lieh  erzählt  wird);  der  Mond;  die  Monde  der  vier  Süsse  raten  Pla- 
neten; die  Kometen;  die  Anzahl,  Entfernung  nnd  Grösse  der  Fix- 
sterne; die  Doppelsteme;  die  veränderlichen  Sterne;  die  Stem- 
Kmppen  und  Nebelmassen  des  Himmels.  Unsere  Literatur  hat 
kein  Werk  anfznweisen,  welches  eine  so  voilstündige  und  so  an- 
sprechende Darstellung  der  Topographie  des  Himmels  enthielte 
wie  das  vorliegende,  und  der  Herr  Her&osgeber  hat  sich  dnrcli 
dasselbe  den  Dank  aller  Freunde,  sowohl  der  Astronomie 
Oberhaupt,  als  auch  der  beschauenden  Astronomie  insbesondere,  in 
hohem  Maasse  erworben,  und  wird  dieser  herrlichen  Wissenschaft 
durch  sein  ausgezei 
Freonde  erwerben. 

Den  beiden  letzten  Lieferungen,  welche  der  physischen  Astro. 
nomie  gewidmet  sein  werden ,  sehen  wir  mit  Verlangen  entgegen- 
und  werden  nicht  säumen,  dieselben  unmittelbar  nach  Ihrem  Er- 
scheinen anzuze^;eD. 


Ueb«r  die   Fortachritte .  der   Aationonie    In    den 
letzten    Decennium.      Besonders     abgedruckt    ans    C. 
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T.  LittTow'«  Kalender  ffir  alle  StSnde  fflr  die  Jahre 
186],   1852,   ISSa. 

Uer  voD  Herrn  C.  r.  Littrow  herausgegebene  Kalender 
fOr  alle  Stände  enlbält  la  seinen  Jahrgäagen  1851,  1852,  18S3 
eine  sehr  interessBute  Darstellung  der  Geschichte  der  astronomi- 
schen Entdeckungen  in  dem  letzten  Decenniom,  welche  tvir 
nnsern  Lesern  aus  ToiikommeDster  üeberzenguog  recht  sehr  zur 
fieschtung  empfehlen,  da  sie  schVeriich  an  einem  anderen  Orte 
das  an  astronomiachen  Eotdeckungen  so  reiche  letzte  Üecennium 
in  eben  so  Tollständiger  und  interessanter  Weise  charakterisirt 
finden  werden  als  in  cten  drei  letzten  Jahrgängen  des  obigen  Aber- 
haupt  sehr  empfehlensvrerthen  Kalenders  für  alle  Stinde.  Der 
Jahrgang  1851  bespricht  die  Kometen,  der  JabrgaDgI852  die  nea 
entdeckten  Planeten,  der  Jahrgang  1^3  die  Fixsterne;  und  wir 
wGssten  in  der  Tbat  nicht,  nas  uns  bei  diesen  hOchst  lehrrei- 
chen historischen  Darstellungen,  die  auHserdem  noch  manche  ein- 
eelne  besonders  interessante  Notizen  enthalten,  wie  ^.  B.  die  im 
Jahrgang  1851.  S.  24.  mitge (heilte  Stelle  aus  Hevel's  Cometo- 

äraphia.  pag.  3*26.  über  den  Kometen  von  16S2,  nach  welcher 
ie  Duplicität  des  Biela'schen  Kometen  keineswegs  isolirt  dastpbtt 
noch  b&tte  zu  wünschen  übrig  bleiben  sollen. 


itndine  relativa   nnmeroqae  accnrato  stel- 

solis   oculis  consniciuDtur  Tixaram.    Com- 

la    orationem    ex   lege  publica  a  se  habeo- 

nus  Mathematura  Professoris  ordioarii   in 

Regia   Manasteriensi     adenndura,     Indicit 

I  Heis,  Philos.  Doctor  et  Prof.  Publ.  Ord.Ho- 

Dasterii  Guestphalorum.    1862.    4. 

Der  Herr  Vf.  des  vorliegenden  Programms  bat  sich  bekannt-  ' 
lieh  durch  seine  Beobachtungen  der  Steroschnuppen ,  seine  theo- 
reliscben  Untersuchungen  über  dieselben,  und  seine  Beobachtun- 
gen der  veränderlichen  Sterne  schon  anerkannte  Verdienste  erwor- 
ben. In  diesem  sehr  lehrreichen  Programm  unterwirft  er  die  re- 
lative Grösse  der  mit  blossem  Auge  sichtbaren  Sterne  einer  aus- 
fäbrlichen  Besprechung,  beschreibt  seine  Beobachtuni>s-  und 
Rechnuugs-Metnode,  vergleicht  die  Resultate  seiner  Beobnchtun- 
geo  mit  Argelander'a  und  J.  HerscheTs  Bestimmungen  u.dgl., 
so  daes  wir  dieses  Programm  aus  vollkommenster  Üeberzeugung 
UDSern  für  die  in  demselben  fro  lehrreich  besprochenen  Gegen- 
fltfiode  sich  intereea  Iren  den  Lesern  ^ur  sorgfältigen  Beachtung 
empfehlen  können,  namentlich  allen  denjenigen,  welche  derglei- 
chen, Liebhabern  der  Astronomie  besonders  deshalb,  weil  sie 
einen  besonderen  Instrumentenapparat  gar  nicht  in  Anspruch  neh- 
men, dringend  zu  empfehlende  Beobachtungen  selbst  anzostellea 
beabsichtigen. 
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Die  Physik  in  Ihren  wichtigsten  Resnttaten  dar- 
ftestellt  von  Friedrich  Zatnminer,  Dr.  Phit.  and  ans- 
nerordentl.  Prof.  an  der  pliilosophiBchen  Univeriiitfit 
zu  tiicssen.  Mit  11  lithoeraphirten  Tafeln.  Stattsart 
Franlih.    1852.  8.     2  Thlr.  8  Ngr. 

Dieses  neue  Handbuch  der  Physik  bildet  eine  Abtbeiiune  der 
„Neuen  Encyklopädie  der  Wisseiiacharien  und  Kfln- 
ete*'  (telcbe  die  auf  dem  Titel  genannte  Bucbhandlune  herans- 
glebt.  Der  Zneck  desselben  ist.hatiptsSchlich  eine  Vorbereitung 
zum  VerstSndiiifis  der  praküscben  Annenduagen  der  Physik,  eine 
Vorbereitung,  ivelche  jedoch  eine  gründlich  •  HissenschaAliche  sein 
«oll.  Wir  sind  der  Meinung,  dass  der  Herr  Verfasser  diesem 
Zweck  zunüchst  dadurch  in  sehr  verständiger  Weise  xa  entspre- 
chen eesacht  hat,  dass  er  sein  Augenmerk  hauptsächlich  autdie 
srOndlicbe  Darstellung  und  Erläuterung  derjenigen  Lehren  der 
Physik  richtete,  nelche  in  ihren  Resultaten  als  ausgemacht  und 
feststehend  nngesehen  werden  können,  bo  dass  er  also  das  noch 
Hypothetische  ueit  weniger  berQcksicbtigtc.  Da  nur  Ersteres, 
nicnt  Letsteres,  für  die  praktische  Anwendung  Wertb  haben  kann, 
SD  ist  das  von  ihm  ia  dieser  Beziehung  eingeschlagene  Verfahren 
jedenfalls  als  ein  sehr  Eweckmüssiges  zu  bezeichnen.  Was  ferner 
die  Darstellung  selbst  betrifft,  so  hat  er  sich,  was  dem  Zwecke 
des  Bachs  gleichfalls  roUständrg  entspricht,  überall  einer  einfa-, 
chen  Sprache  und  grüaster  Deutlichkeit  befleissigt,  so  wie  denn 
endlich  auch  von  den  Elementen  der  Mathematik,  wo  es  der  be- 
absichtigte Zweck  erforderte,  ein  häuGger  und  sehr  verständiger 
Gebrauch  gemacht  vvoiden  ist.  Wir  glauben  daher  das  Torliegende 
Buch  als  seinem  Zweck  recht  wohr  entiiii rechend  empfehlen  zu 
können,  und  machen  alle  diejenigen,  welche  die  Lehren  der  Phv- 
sik  nach  irgend  einer  Richtung  hin  praktisch  anzuwenden  beab- 
siclitigen,  auf  dasselbe  aufmerksam.  Den  Inhalt  hier  besonders 
anzugeben,  ist  nicht  nüthig,  weil  er  der  (iblichc  ist.  Dass  der 
mechanische  Theil  besondere  Berückfichtigung  gefunden  bat,  ver- 
steht sieb  von  selbstj  aber  auch  der  optische  Theil  wird  dem 
kanfligen  Optiker,  dl«  Abtheilung  über  ElektricitSt  dem  künftigen 
Telegraphisten,  u.  s.  w.  eine  gute  Vorbereitung  auf  ihr  kQnItiges 
Fach  gewähren.  MQge  dem  Buche  daher  die  verdiente  Beachtung 
SU  Tbeil  werden. 
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lilterarlsclier   Berlclit. 


Arithmetik. 

Compendiaai  der  hSheren  Analysis  von  Dr.  Oskar 
SehlCmilch,  Profeesor  on  der  palyt«chni»chen  Schula 
KD  Dresden.    BraoDBchweig.  Vieweg.  1863.    2  Rthlr. 

Ein  eotes  Lebrhucb  der  Differential-  und  Intef^ralreclinung  ge- 
hurt Dach  unserer  Meinung,  zu  den  Seltenheiten.  Selbst  nach 
Cauchy's  trefflichen  Vorarbeiten,  durcb  welcbe  diesen  DiKctpli- 
neo  bekanntlich  eine  ganz  neue  (irundlage  gegeben  worden,  hieibt,' 
wie  wir  aus  dem  lUunde  berühmter  Gelehrten  gehurt  haben,  im- 
mer noch  Vieles  zu  thun  übrij*.  Cauchy's  Methoden  sind  znar 
im  .Wesentlichen  streng  und  gründlich  (dass  sie  dies  nicht  überall 
sind,  mrd  sich  im  Verlauf  unserer  Recension  zeigen),  aber  in 
vielen  Punkten  gewiss  noch  der  Vereinfacbung'  fuIiVg.  Gründ- 
lichkeit und  mSglichste  Einfachheit  ist  das  Sliel,  welches 
der  Bearbeiter  einer  wissenschaniicben  Disciplin  überhaupt  zu  er? 
streben  bat.  Inwieweit  der  Verrosser  des  in  der  Ueberschrift  ge- 
nannten Buchs  diese  Aufgabe  gelöst  hat,  wollen  wir  einer  kriti- 
schen Beleuchtung  unterwerfen. 

Die  erste  Sectioo,  di«  Differentialrechnung,  verbreitet  eich  in 
neüa,Caplteln  der  Reihe  nach  über  Differeutiätion  der  Funktionen 
mjt  elnpr  und , mehreren  Variabein,  über  Anwendungeii  auf  bühero 
Geometrie,  vieldeutige  Symbole.  Maiima  uud  Umima,  die  Reihen 
ro9  Taylor  und  Maclauriu,  Convergenz  und  Divergenz  der  un- 
endlicbeo  Reiben  und  Aber  im^inäre  Funktionen,  während  in  einem 
Anhange  noch  von  den  höheren  Differentialqnotieuten  der  zusam- 
mengesetzten Funktionen  die  Rede  ist.  Vermissen  könnte  man 
hier  die  Reilienentniukelung  der  irapliciten  Funktionen,  pament- 
licfa  die  Reibe  von  Lagrange,  ferner  Cauchy's  Theorie  über, 
die  Kennzeichen  der  Bntwickehing  der  Funktionen  in  cnnvergente 
Reiben  (MoignoLe^ons  u.  150),  endlich  Fourier's  Methode,  die 
Wurxeln  der  nnmerischen  Gleichungen  zu  entdecken.  Doch  wird 
sich  die  Reichhaltigkeit  des  Materials  immer  nach  dem  jedesma- 
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li^en  Bedffrfniss  und  dem  Zweck  des  Buchea  zurichten  haben. — 
Die  VertheiluDg  des  Stoffs  betreffend,  föllt  am  meisten  auf,  dass 
die  durch  den  Rest  begrenzte  Tavlor'sche  Reihe  nicht  in  den 
Vordergrund  gestellt  ist;  sie  mass  oei  vielen  Untersuchungen,  die 
im  Buche  vornergehen,  z.  B.  bei  der  Betrachtung  der  Funktionen 
mit  mehrercD  Variabein,  die  Grundlage  bilden,  wie  sich  fveiter- 
bin  zeigen  wird.  Eine  bedeutende  Abweichung  von  den  sonst  üb- 
lichen Darstellungen  besteht  darin,  dass  der  Verfasser  bei  der 
Entiviclcelnnc  der  Funktionen  in  unendliche  Reihen  nach  dem 
Maclaurio  sehen  Satz»  die,  wie  er  sich  in  der  Vorrede  ans- 
drGckt,  immer  umständlichen  Restbatracbtungen  vermieden  bat. 
Dem  gewöhnlichen  Kennzeichen  für  die  Gültigkeit  der  Entwicke- 
lung  substituirt  er  nümlich  zunächst  pag.  lio  ein  anderes,  nnd 
dann  pag.  130-Doch  ein  einfacheree,  was  freilich  fflr  die  Reihen- 
ent Wickelungen  eine  sehr  grosse  Bequemlichkeit  darbietet)  würde, 
wenn  es  nur  richtig  wäre.  Wir  kommen  weiter  unten  darauT 
zurück.  Diese  Theoreme  über  die  Gültigkeit  der  Entwickelang 
werden,  merkwürdig  genug,  erwiesen,  ohne  Aass  von  Convei^nz 
der  Reihe  irgend  ein  Wort  gesagt  wird.  Ohne  diesen  voHXuflgeo 
Begriff  kann  man  doch  weder  mit  der  Entwickelung  irgend  ^oe 
Vorstellung  verbinden,  noch  halten  wir  einen  Beweis  für  ihre  Gül- 
tigkeit fSr  möglich.  In  Cap.  VIII.  u.  155  wird  Bodann  gezeigt,  wie 
das  frühere  Kennseichen  für  den  Bestand  der  Maclaurin  sehen 
Reihe  mit  dem  über  die  Convergenz  derselben  Übereinstimmt. 
Darnach  würde  folgen,  dass  diese  Reihe  immer  richtig  ist,  wenn 
sie  convergirt,  was  aber  durchaus  falsch  ist.  Nach  dieser  allge- 
.meinen  *ÜeberBicht  wollen  wir  nun  in  ein  näheres  Detail  eingeben. 
Der  Begriffder  Stetigkeit  ist  anders  gefasst  als  hei  Cauchy. 
Die  V 01^  letzterem  aufgestellte  Definition,  nach  welcher  y^/T^) 
eine  von  a^=(i  bis  j;  =  &  stetige  Funktion  von  x  ist,  wenn  sie  fBr 
jeden  Werth  von  x  In  diesem  Intervall  einen  einzigen,  endlichen, 
reellen.  Wetth  erlangt,  und  wenn  ensserdem  för  jeden  Wertb  von 
X  zwischen  a  und  b  die  Differenz  f(j!  -f  i)  — /^j:)  mit  i  unendlich 
klein  wird,  ist  einzig  und  altein  natürlich  und  richtig.  Ebenso 
verändert  sich  f[x)  von  x^-n  an  stetig,  sobald  f(^a)  einen  einzi- 
gen, endlichen,  reellen  Werth  hat  und  /Ta-fi) — (\a)  mit  i  unend- 
lich klein  wird.  Schlümilch  stellt  (Seite  6  und  6)  zwei  Defini- 
tionen der  Stetigkeit  auf,  deren  eine  er  aus  geometrischen  Be- 
trachtungen ableitet.  Zuerst  beisBt  es;  „Die  Funktion  y:=f(x) 
verläuft  stetig  von  xr^a  bis  x-^b,  wenn  der  Cebergang  yon 
=  tt  bis  y=ß  mit  Durchlaufung  alter  zwischen  a  und  ä  einschalt- 
. 'en  Zwischenstufen  geschehen  ist,  wo  a  und  ß  die  Wertbe  der 
für  X'=:a,  x^:b  resp.  bedeuten  sollen."  Dies  beruht  jedenfalls 
auf  einem  Irrthnm.  Man  denke  sich  Ä>o,  ß>«,  c  als  einen  Werft 
zwischen  a  und  b,  endlich  eine  Punktion,  die  fSr  x=c  ebenfalls 
den  Werth  ß  erlangt.  Dieselbe  kann  nun  von  x=a  bis  xt=c 
alle  Zwischenstufen  zwischen  a  and  ß  durchlaufen  (was  sidier  ge- 
schehen muss,  wenn  sie  nach  Cancfay'.s  Begriff  stetig  von  x^=a 
bis  :r  =  c),  aber  von  x^=c  bis  x=b  kann  sie  imaginär,  nnend* 
lieh,  vieldeutig  u.  dgl.  werden,  und  unter  diesen  Voraussetznngm 
würde  man  sie  doch  nicht  liir  stetig  halten  können  von  :E=ti  Vis 
x=b.  Der  obigen  Definition  kann  nur  dann  ein  Sinn  ontei^^elegt 
werden,   wenn  y  von  j-=a  bis  x=b  fortwShrend  wSebat,   h& 
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0>o,  oder  fottwUnflnd  liiDiiamt,  wenn  j9<a  Ut  Die  Umkeb- 
niDK,  dass  f(x)  anstetiK  wird,  weim  es  Grü8S«D  zwischen  a  und 
ß  giebt,  weiche  Dicht  als  Zvrischenwertbe  der  VarUbeln  erechei- 
oen,  enthält  wenigstens  nicbta  Unricbtiffes.  Auf  Seite  6  heisst  es : 
„Die  Funktion  f{x)  bleibt  an  der  Stelle  x=i  contintiirjich  pdn 
erleidet  dawibst  eine  Unterbrechmif;  der  Stetigkeit,  jenacbdom 
di«  Differenz  A£+£) — /1!£~«)  "»'t  ^  ond  '  eleicozeitig  verschwin- 
det oder  nicht."  Zunächst  kann  gar  nicht  die  Rede  sein  von  Ste- 
tigkeit an  einer  Stelle,  sondern  nur  von  Stetigkeit  von  der  Stelle 
anoder  in  der  Nähe  derselben;  man  wird  vielmebr  bestimioter 
sagen:  die  Funktion  wird  filr  den  speciellen  Wertfa  von  x  ipiagi- 
nSr  oder  unendlich  oder  nnbestimmt  etc.  Andererseits  stelle  man 
sid)  vor,  dasB /tH^-ZlÖ.  A£— 0— flO  eich  derselben  von  Null 
verschiedenen  urenze /4  nfihere,  wenn  d  und  e  gegen  die  Null  con- 
vergiren,  in  welchem  Falte  ({x)  in  der  PJfihe  von  £  unstetig  eein 
wjrdj.die Differenz  flf+d)-/1■J-0=/l;£-^a)-/l;£)-lA£-f>-A.£)l 
wird  dann  mit  o  und  c  unendlich  klein,  und  folglich  würde  die 
F«nktion  in  der  Nähe  von  £  nach  Schlümilch  stetig  sein,  wa« 
dem  Vorberech enden  widerspricht.  ScblSmllch  ist  aaf  diesen 
B^riff  dercD  Betrachtung  ei oer  Kurve  geführt,  an  der  dem  Wertfc 
x  =  i  zwei  verschiedene  Ord in aten  entsprechen,  wSbrendsle  sonst 
stetig  verläull.  Er  scheint  überhaupt  der  Heinxng  zu  sein,  das« 
die  geometrische  Darstellung  einer  zwischen  zwei  Grenzen  von  x 
stetigen  Fonktion  in  einem  ununterbrochenen  Zuge  zwischen 
diesen  Grenzen  bestehen  müsste;  Kelbst  Caacby  sagt  (Le^one 
pag.  9):  „Ces  conditiona  ne  penvent  dtre  satislaites,  qa'antant 
qae  les  differents  points  formen!  nne  ügne  continae  entre  iea  limi- 
tes."    Dass  diese  Vorstellung  aber  unrichtig  ist,    kann   man  an 

der  Funktion  «=2sio—    sehen.    Diese   Ters<^windet  fdr  x^O, 

X  «* 

behalt  immer  bestimmte  reelle  Wertbe,   auch  wird /|p -f  j)  ~ /(O) 

^isioT  mit  i  nnendlich  klein,    iolglldi  ist  die  Fonktion  immer 

stetig,  und  doch  ist  der  Zug  von  x=  — £  bis  :E=:-f-|  durch  den 
Werth  x=za  unterbrochen.  Zwischen  x=-(i  and  x=:-f  £  oder 
auch  x=:  —  £  und  jz=0  zeigt  diese  Funktion  unendlich  vide 
Maxima  und  Minima,  wenn  £  eine  gew;i6se  Kleinheit  erreicht  hat 
Mao  kann  weder  sagen,  dass  sie  von  :r^OaD  wächst,  noch  dass 
sie  abnimmt  Folgendes  Bild  (Taf.  Hl.  Fig.  1-2.)  veranschaulicht 
den  Lauf -der  Funktion. 

Sieht  man  von  den  Ffilien  ab,  wo  eine  Funktion  zwischen  zwei 
Grenzen  imaginlire,  unendliche  oder  vieldeutige  Werthe  erlangt, 
so  scheint  Übrigens  noch  keine  unstetige  analytieche  Funktion  be- 
kannt zu  seio,  wenn  man  nicht  etwa  manche  unendliche  conver- 
■pBBte  Reihen  oder  beitimmte  Integrale  anfttbren  will.  So  ist  die 
Fonktion  x*'i}~x)-^x*'^\l~x)-\'a^^*i\~x)  in  inf.  unstetig 
in  der  N&he  von  x=X,  denn  für  diesen  \Verth  ist  sie  =0,  wäh- 
rend sie  gegen  die  Grenze  ä  cenvergirt,  wenn  x  «ch  der  Einheit 
nShert 

Das  Kapitel  Über  Differenzihing  der  einfachen  Funktionen  ist 
inaefem  gut  abgehandelt,  als  wenig  vorausgesetzt  wird,  nicht  eln- 
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nd  dtr  BiaoniUeh»$Bte  Air  poaMM  guz*  Esponenten.  Nor  fcei 
der  Diffe»nEining  der  Potenz  (p.  18)  iat  ans  eina  Ünge»toigfc«t 

auff^Mtowen.  Ads  der  Gleichang  -g-^~Ir^-',  di»  (ur  alle  ra- 
tionalen X  bereits  erwiesen,  soll  unmittelbar  hervoi^dten,  dass 
sie  aneh  Tfir  irrationale  il  gilt,  inaofern  man  (ür  l  anccessive 
Brflche  setzen  kann,  die  sich  dem  IrratioDalwertli  ohii«  Ende 
nShern.     Dieser  Behauptnog  kann  jedenralls   nur   die  VorstellnDg 

an  Grunde  li^eo,  dass  gana  aligeBeht  -^-f^ — :=Li«iL — g~ —  «ei, 
indem  der  veränderliche  Bruch,  il  gegen  die  Grenze  /  convei^rt, 
i  h    Llm.^r^+iLihrAfdi  =  Liro-Liro.Ax  +  t-.Jj-A^.i)      g^ 

müsste  also   emieaen  werden,   dasa  man  zu  demselben  Resultat 

gelangt,   wenn  man   m  dem  Aiiädmck   -^ —^ — -^ einw- 

seita  zufliat  i  gegeA  Null  und  dann  Jl  gegen  /,  aadereraeitB  zu- 
erst 2  gegen  /  und  dann  i  gegen  Nnll  conrergiren  tisst  Dies  iai 
ai^  im  Ällgeroeeeen  gar  niofal  eiainal. richtig,  wie  an  Beispielen 
leicbt  gezei^  wefden  könnt«.  Wie  man  im  gesenwärtigeR  Falle 
diesen  Zweifel  beben  kann,    wollen   M-ir  hier  der  KAize  wegen 

_  ._    __    .       ^flite  34 

»rgetripenen  Satzes.    Ist   njbniieb  x=^u,o),    wo  h  and  o  wie- 
derän  Fanklionen  der  noabhSngigen  Variabein  x  sind,  so  ßoU  ar- 

wiesen  *exden.  dass  --3^--=  g^g^-^^g^,  wo  ^.  5^  partielle 
Dilferentialquolienten  bedeuten.  Aendert  sieb  x  um  ^:r,  so  wer- 
den u'u^   V    die    Aendernngen  jiu,    ^v   erfahren,    und  man  hat 

A  _/(»+  Ai;«)— /Tifap)  -äu    ff»+.^.«'-fAi>— y^tl-^Jl^.e>-l<» 

Nähert  sich  nnn  Jx  der  Null,  also  auch  ^u,  At>,  so  ist  zvnSchst 
klar,  dass  der  erste  Tbell  rechter  Hand  sich  der  Grenze  — g-7—  g~ 
nihe'l.  Bliebe  in  dem  zweiten  Theil  rechter  Hand.  Au  zmfiebst 
constant,  wShrend  ^o  an  die  Null  geht,  so  erhielte  man  die  Grenze 

— Sd" K'  ***  **••'  *"*  ^*  8*8®"  die  Null  geht,  so  iat  die 

richtige  Grenze — 5r~K-  Allein  diesen  ScblDsaen  liegt  (heilbar 
eine  untlditige  Hypothese  zu  Gmnde.  Wshrend  nlmlieb  Ad  sieh 
der  Nnll  nShert,  kannzfn  nicht  einstweilen  constant  bleiben,  denn 
da  H  nnd  tt  Funktionen  vm*  ;»  sind,  so  Ist  immer  ehie  gleich- 
zeitige Aenderbng  dieser  nbhSngigen  Variabein  vorhanden,  und 
wenn  man  die  Saebe  ans  diesem  Gesichtspunkt  betrachtet^  so 
läset  si^  schlechterdings  aicbt  absehen,  was  aus  den  Aosdnck 

Av 

wird,  wenn  Au  nnd  Av  gleichzeitig  gegm  Nnll  pnave^beo. 
Uebrigeos  glaubt  Referent  noch  nirgend»  einen  richtigeB  Beweis 
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.dte  «lilx««  TbooMBM  edMea  zK'biUcD.  Wir  Tvflt4«ikideK€«gtai-< 
sbfld  etara  Mrf  folcenw)  Weiae  behandela:  Für  4trei  äbbStigiM^ 
Vftriabete  E.  B.  «ef 

«o  y},fftS  Fnijclionea  vou  dcv  qaabhäagQ|;«n  Variabeln  i  sein  mV, 
len.  ^  Bezcicbnen  wir  die  partiellea  OiffereiJtialqaotientfeii  g-  >    »-> 

KT  lesp.  mit  9(^jy,i),  ^(x,y,x),  %(,x,y,x),  so  ist  bekanntlich 

folglich 

+*(»,,+  8'4,,.  +  A)^ 


Uior  iflt  ^  fiififi  FonlLtion  vpn  x,  v,  t,  ^x,  Ay,  Ai\  S"  «ne 
Fnnlftion  von  a:,  y,  i,  Ay,  Az;  Gr-  eine  Funktion  von  x,  y,  t,  Az, 
so  aber,  dass  jed^  dieser  Funktionen  Ewiacfaen  0  und  1  tjeibt, 
nrel<;be  Wertbe  man  auch  doi  GpC^eea,  von  deiifn  .stri  eI>bJI»efh, 
beilegen  mag.  Lässt  man  ndn  A»  sich  dftr  Nnll'nfiherii,  s«  jter- 
dan  Ax,  Ay,  At  gleicbzeltitt  unendiob  klein,  avd  maR'Mint  «Mfl 
der  Stelle  Sbertieben,  dasa  äie  vorbergebende  Gleichang;  abergebt^ 
in.  die  Grenzgleich ung 

SwSj-     8ii^     3«5t 

'^555r"*'8irs»"*"5is;'      —  ■^■•-  ■■  -  •■ 

Ulme  Gleichnng  gilt  ebpr  nur  «o  Jan^e,  als  die  Fanktlobeo,  und 
ihre  eraten  Differentiakiuotienten  stetig  btefiten. 

Etwa«  zu-  kuT7  ist  die  DifetenziruDK  der  impliciten  Fonktio- 
nen  abgehandelt,  indem  nur  der  eine  Fall  beleuchtet  yiid,  wo 
eine  Gleichung  von  der  Form  f{x,y)=^0  gegeben  ist 

Die  Theorie  der  Differentiation  der  Funktionen  niit  mehre- 
re« snab'hlDglgen  Variabein,  «eiche  &  dS — 40  absnivirt 
wtrd,  ist  uns  ganz  nnvaratSndlieh  geblie^Mn.  Wir  wollen  dies  dem 
^eirn  Verfasser  nicht  so  sehr  znm  Vonvinf  mack«n,  da  an*  die 
melatea  Sefarfftstell«  \n  dieswii  Poabte- unklar  zu  sein  scbeinaii; 
wenigsten»  ist  d«r  fi^riff  de«  DWvnMs  einer  FViMoa  von 
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■BOhnmi  nmMXw^en  VaiiabelB  im  dar  fU^  do  Mhr  will- 
kflhrlicher,  so  whb  m»n  gu-  aicbt  alMiebti  was  i^  eiaem:  atA- 
chen  Begriffe  ausgerichtet  werden  kaon.  Die  Sache  gestaltet  nch 
ganz  einfach,  wenn  man  den  Begriff  eines  solchen  Differentials 
erst  dann  fixirt,  wenn  die  Anwennuneen ,  z.  B.  die  Theorie  d^ 
Haiima  und  Minima  mit  mehreren  unabhängigen  Variaholn,  darauf 
lehren.  Wenn  man  uur  in  allen  Fällen  weiss,  was  man  will,  BO 
kami  keine  Unklarheit  entstehen. 

Hat   man  es  nämlich   mit  einer  nnabh fingigen  Variabein  zu 
thnn,  so  ist  nach  der  Taylorscheo  Reihe 

rt« + .■)=/(») + (/'(«)  +i^w+... +^^/»-H»)+a«»+»o. 

d.  h.  wenn  /T^-f  t)  nach  Potenzen  von  i  entwickelt  wird,  so  eisd 
^(j:),  fif'ix),  iV"{a:)  etc;  die  euccesaiven  DiiTereDtiaJe  von/(«), 
wo  j  ganz  wililcantlicli.    In  Shnitcher  Welse  findet  sich 

/■(,+«*,s+«*'..+«*")=rt«,sr..)  +  o  lE*+^*'+ä;*"j ' 


+ 


wo  Isz^+ä^A'+^J^"/  die  bekannte  symbolische  Bedentniig 
bat,  wo  finner  ip{x-\-^k,s-\-%ah',  z-fOoA")  denienlgeo  Werth 
bedeutet,  welchen  die  Funhtinn  ip(se,s,x)  =  j  kz  A+ s-A'  +  s:  A"  I 
erlangt,  indem  man  x+Bah  an  die  Stelle  too  x  etc.  setit.  9 
ist  ein  Werth  zwischen  0  und  1.  Macht  man  in  Torsteheoder 
Formel  a=I,  so  ist  die  Funktion  f{x+h,  v-\-k',  i+A")  in  dna 
nach  Potenzen  nnd  Produkten  von  h,  k',  Ä  fortschreitende  Reihe 
entwickelt,  und  der  obigen  Betrachtung  analog  senot  man 

etc  die  snccessiveD  Dirferentiale  too  f{x,9,x),  wo  h,  h',i." 
gsns  willkObrliche  Grössen  hedeoten.  Die  obige  Famel  findet 
man  Is  dem  Gam|»eDdiom  von  SchlOmilch  (p.  146.)  auf  flir  den 
Fall,  dkB8.a=l  und  zwei  Variabele  x,  y  vofhasdflB'  »bd,  tat- 
wickelt,  doch  ohne  An^ttthe  des  RsKtanadtack*»- 
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Av(  Seite  42  wird  die  Ablatnng  ^^  zoerctftls  diatireiiie.de- 
finiTt,  e^en  welche  der  nte  DÜTerenzenqotrtietitconvergirt,  wenn 
jda:  Bicü  der  Nnll  nfihert    Da  fehlt  nini  der  gar  nicht  leicht  _za 

Bibende  Nachweis,  daM  die<ie  Grenze  mit  dem  durch  successive 
ifferenziruns    gewonnenen     nten    Differentialquotienten     iden- 
tisch  ansflUrt 

A"f  Seite  50  ist  der  Beweis  fttr  die  Gleichung   g-r-  =:  =-^ 

nicht  streng  genug,  wie  ntan  nach  dem,  was  eben  gesagt  wor- 
den, leicht  unden  wird.  Nach  einem  richtigen  Beweise  dieser 
Gleichimg  sucht  man  in  den  meisten  LehrbBchem  vergebens. 

Der  Satz  p.  60 :  „Verschwindet  f''(x)  ffir  einen  speciellen 
Werth  von  x,  ohne  dass  zugleich y^^O  wird,  so  findet  ia  dem 
betreffenden  Punkt  der  Kurve  ein  rnflezionspunkl  ststt'S  ist 
falsch.  Es  ist  vielmehr  erforderlich,  dass  die  erste  der  Ableitun- 
gen/*(:r), /""'(a;)  etc.,  welche  nicht  verschwindet,  von  ungera- 
der Ordoungsei.  Wfirde  also  z.  B.  f"(x):=.Qt  f'f'ix)'>0.  so 
ßnde  kein  Wendepunkt  statt,-  wie  bei  der  Funktion  /Xx\  =  a-i-bx 
-i- ga*  für  a:=0. 

Die  Tbeorie  des  Krünmu^skreiees  wird  wobi  am  besten  aus 
der  allgemeinern  Theorie  der  BerQhrung  hCherer  Ordnungen,  von 
weicher  sich  in  diesem  Buche  keine  Spur  findet,  hergeleitet; 
Denn  die  allgemeinen  Methoden  verdienen  immer  den  Vorzug. 
Es  ist  aoch  nicht  geradezu  nachgewiesen,  dass  der  Osculations- 
kreis  sich  unter  allen  denkbares  Kreisen  am  Engsten  an  die  Kurve 
auBcbliesst,  auf  welchen  Punkt  es  doch  gerade  ankommt.  Hect 
Prof.  Scblümllch  betrachtet  den  Kr Qmmungs mittel pnokt  als  den 
Durchschnitt  zweier  unendlich  benachbarter  Normalen  der  Kurve, 

Von  der  Evolute  einer  ebenen  Kurve  hStten  die  beiden  Ei- 
genschanen erwiesen  wenden  sollen.'  1)  dass  der  KrOramunesra- 
dins  die  Evolute  immer  tangirt,.  und  namentlich  2)  dass  die  Uiffe- 
tenz  zweier  ,Krämmnng8radien  immer  dem  zwischen  liegen  den  Bo- 
gen der  Evolnle  gleich  ist;  die  letztere  Eigeoscbalt  deshalb,  wcH 
es  pag.  73  heisst:  „Die  Benennung  Evolute  kommt  daher,  dass 
man  sich  die  ursprflngliche  Kurve  durch  Abwickelung  än6's  nm 
die  Evolute  gelegten  Fadens  entstanden  denken  kann." 

In  der  Theorie,  der  Linien  von  doppelter  Krümmung  vermis- 
sen wir  die  Bestimmung  der  Osculationsebene,  der  Haupt- 
normale,  des  Torsionsmaasses.  Das  letztere  ist  besonders 
wichtig,  wenu  es  sich  um  die  Frage  bändelt,  oh  eine  rXumliche 
Kurve  von  einfacher  oder  von  doppelter  Krümmung  ist  Den  Be- 
griff der  anschliessenden  Ebene  und  der  Hanptnormale  kann  man 
nicht  wohl  entbehren,  um  eine  deutliche  Ansicht  vom  KrQmmnngs- 
kreis  zn  erlangen.  Die  von  SchlSmilch  gegebene  Bestimmung 
des  Krammnngsmitteipunktes  einer  doppelt  gekrtlmmteD  Linie  m 
ziemlich  wfllkShrtich.  Er  sucht  ntimlich  den  Durfhschnitt  zweier 
unendUch  benachbarten  Normalebenen  ond  fKUt  auf  denselben  ein 
Perpendikel  von  dem  betrachteten  Ponkte  ans,  welches  dann  der 
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ErQnmimgsisdins  ist;  od^r  sach  i^r  KriimmaDKsradias  Ist  die 
Grenze,  gegtD  welch«  das  TerhfiltulM  des  Bofcendiierentiftb  som 
Coptingetuwiiik«!  cOBTeroirt,  wmn  Ekeid«  noea4Ucli  klein  werden. 
ClebrigeiH  vereintacht  sicn  die  Formel  10)  Seite  82,  indem  man  findet 

St* 
*'~Va:a  +  y«  +  *»' 

Die  Bebaoptang  anf  Seite  Sß,  daas  der  Ort  der  KrÜmmnnge- 
njittßl punkte  eiu«.  Evolute  der  gegebenen  Corve  sei,  beruht  wohl 
auf  einer  Uebereiluni.  Das  GegeutheiT  bierron  ist  schon  lange 
errriesen;  bei  einer  Kurve  von  doppelter  Krümmung  berühren  die 
KrammuRSshsIbmesser  weder  den  Ort  der  Krflmmungamiltel punkte, 
noch  ist  das  Differential  des  Krfimmuneshalbmessers  dem  Diffe- 
rcntfal  des  Bogena  dieser  Korve  gleich.  Die  letztere  ist  somit 
keine' Evolute. 

Die  hei  der  Bestimmung  der  so  wichtigen  Lehre  von  den 
Maximi»  und  Minimis  angewandte  Methode  führt,  weitet' entwickelt. 
nicht  auf  die  einfachen  Bedingungeo  hin,  auf  welche  es  in  diesem 
Gebiete  in  letzter  Instana  ankommt  Ist  nämlicb  iis=f(x,y,s..,.y 
die  za  untersuchende  Funktion,  so  betrachtet  der  Herr  VeHasser 
X,  y,  X....  als  Funktionen  der  unabhängigen  Variabein  ^.wonach  Bim 
das  Problem  zufolge  der  Theorie  für  Funktionen  mit  einer  un- 
abhängigen Variabelo  auf  die  CntersDchnng  der  suoocssiven  Ab- 
leitungen g-,  -^  etc.  znrilckkommt.    Diese  hliberen  Difforential- 

qnotienten  fallen  nun  immer  rerwickelter  aus,  je  weiter  niini  geht, 
z.  B.  lilr  zwei  Variabele: 


ind  wenn'  auch  naebher  immer  dneelne  Glieder  wegfallen,  wie  z.B. 
]|— =0,  sr^^^  Bein  nu88>  so  muss  man  doch  rorher  die  obigen 
Ableitungen  ToUetindig  entwickeln.  Basirt  man  aber  Ae  Theori« 
vom  Grüaslen  und  Kleinsten  auf-  die  oben  en t wiebelte  ,  ^njliche 
Reibe  fGr  f{x^ah,  fff'^^''  «+aA"<  etc.),  so  stellt  sich  für  be- 
liebig viele  VartaMe  ein  einfaches  Resultat  heraus,  nach  welelwm 
«s  anr  awf  die  Betrachtung  des  Differentials 


»=(! 


Af  LA'+- 


(nadi  der «ymbolifichen Bezeichnung) ankommt;  wenngleich  dieBe- 
diDgiiogen  dafür,  dasa  eine  ganze  homogene  FnnktioB  mehrerer 
Variabelo  ihr.  Zeichen  Wbt.  «ndert,  «ich  allgemein,  qor  schwer 
cmtwidMdn  Imiw»< 
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Wfr  9tib^  ans  ßaa  in  hteieaae  der  WiMeiMfcbaft  l«U«r  ce- 

butbigt,  die  HanptiirtbilaiWr  in  4em  BucKe  zu  berat>T«ii.  SM 
Seite  127  und  128  finden  sich  folgeade  Theoreme: ' 

1)  Bleiben  die' Funktionen  f[x),  fix),  f{x)  etc.  endlidi  und  «(e-  . 
tig  Innerbalb  dM  Intetvalls  xhw-x^h,  an  gilt  die  Formel 

md  zwar  fli  aUa«  und  h,  wckba  d«r  Bedlof^g 

Genflge  leisteo. 

2)  Bleiben  die  Funktionen  ff^i),  f(x),,f*(x)  etc.  «ndncfa  and 
stetig  inaerbalb  des  Intervalls  0  bis  x^  so  ist 

nnd'Ewar  &i  aUe  x,  tvdcfae  dsf  Be4i^^gi 

Gmllge  Msten. 

Das«  diese  Bedingungen  onznreicbendsindrzetgeDwiraa  der  Reihe 

Hier  ist  ii.Arf^-»=j— a!^*,  also  flfr  xtsl,  lAm(nA,it^'-}3StOi 
also  uQsate  die  obige  Rpibe  1^  ^  =  1  Raltea,  -  was  beineo  Siiia 
batf  indem  Abel  in  Grell«'»  Journal,  Bd.  3.  beniesen  bat,  das« 

2T3p'  Zhp'  Ti^  **=■  .*'"*  divergente  Reihe  ist.  DamH 
flberbaapt  die  Hacfatirin'sGfae  Reihe  Gflltii^eit  habe,  moss  sie 
voi  alleci  Dinf(ea  courergent  bmih  dies  driickt  aber  die  Bsdio- 

Kng  hiai(nA»x*-^)=0  keinesneges  aua.    Anf  Seite  130  beweist 
in  Prof.  SchlSmilch,  dass  man  der  Bedingung  Lim  (n^B;i:"~*) 

spO  4ie  fo|g{;Q4^  v«l  nnn  :c<Lüa-j —  sobtiitniieD  kvpne.  Diese 
Dbdrngm^sn  «ind  afcer  dnrcbaua  niefat  idenHscb,  ans'  der  zweiten 
Mgt  aUerdiuM  di«  erste,  aber  nicht  umgekehrt  Die  letztere  Bs- 
dingime  dn^CKt  bekanntlich  die  Conversena  der  Reibe  aus;  wSia 
sie  richtig,  so  würde  folgen,  dasa  die  Uaclaarin'ache  Reibe 
ivnet  f(x)  mmt  StmmK  hat,  wenn  cde  conTsrcent  Ist  Aber  tmcb 
dies  ist  falsch,  wie  Caii«fay  ^sfona  pag-Mb)  an  falgendcM Bai* 


oy  Google 


spiel  »zeigt  bat  EotwickeU  maa  die  fVnbtfon  e~'*  +  e~ii  aaeb 
dem  Haclanrin'scheD  Satze,  ao  findet  sieb 

e-''  +  e-,.=l-a«+|^-|-;2:3  +  j-2^5^-etc.; 

alle  Differentialqootienteo  der  Fanktioo  sind  stetie,  die  Reih«  ist  für 
alle  Werthe  von  :r  canveteent,  and  dechlst  die  obige  Gleichnng 
falsch,  denn  die  Summe  der  nnendlicheo  Reihe  ist  ^r-*^,  d.  b. 
nur  dem  ersten  iQliede  Ihker  Band  gL^ft.  Entwlebett  m»  also 
f[x)    nacb   dem  Satze  von  Maclaurin    in    die  unendlicbe  Reibe 


rt<D+*/'(0)  +  n/"(0)+- 


•o  genSst  es  nicbt,  die  Bedingungen  der  Convergenz  dieser  Reihe 
festznst^eo,  um  sie  der  Funklioo  gleicheelzen  zn  bSnnen.  So 
verfahrt  aber  Scblümilch  bei  allen  seinen  ßeibenenlmckelnn- 
gen.  Die  Sache  ist  auch_  ganz  klar.  Bezeichnet  nimlicb  ^x,  m) 
den  Rest  der  Reihe, '  so  isf  genaa 

Convergirt  nun  bei  aoebdlicb  <*acbsendeBa  n  die  Stimne  der  Reibe 
gegen  die  Grenze  ^x),  der  Rest  gegen  die  Grenze  ^(x),  so  folgt 
V(x)-i-^ii(ß:)=/lx),  also  kann  ^;i:)  Dar  dann  —f{x).  BWD,  w«a 
^|l{x)  verschwindet. 

Eine  zweite  Frage  ist  die,  ob  eine  nach  aufsteigenden  ganzen 
Potenzen  von  x  geordnete  cinvergente  Reihe  mit  der  Maclan- 
rin'schen  identisch  sein  imiss?  Gaueby  nud  SchlGmilcb  be- 
haupten dies  (Le^oDs  p- 109 ;  Compendium  p.  1^7)  i  aber  die  gege- 
benen Beneise  sind  nicht  streng.  Canchy's  Beweis  besteht  da- 
rin, dass  er  die  Uleichung  /^:c)=(io+a,a;  +  (7^'+.„.  succ.  difie- 
reaizirt  nod  danQ. immer  x=iQ  setit,  we  es  sieb  fragt,  ob  maa  x 
klein  Renug  nehmen  kann,  das8dieSnnimeDRi-f~2<'>i^-f 3ag;r*-|-...., 

1.2(i3-f2.3o.:r-)-3,4a4x*-H etc.  den  Grenzen  o,,  l.Sdgetc.  b«- 

lieÜg  nahe  kommen.  ScblOmilch's  Verfahren  kommt  im  We- 
sentwcfaen  eben  darauf  h'maus.    Es  ist 


wenn  nun  die  Reihe  »iX,  a^,  a^x\  etc.  immer  convergent  bläht 
von  «=^0  biKX=f,  90  ist  zu  betretsen,  dass  die  Summe  derR^he 
i|nit:»  nnenillicb  klein  wird.  In  meiner  Abhandlung:  ußamerkuB> 
gen  znc  Convergenz  etc."  (Archiv  XX.  p,45)  bähe  ich  gezugt, 

dassdiesImmerderPalliBt,  wenndasVerhfilfnrss -^^  eine  endliche 

GiSsse  nicht  übersteigt  Wie  die  Sache  sieh  in  den  äbrigen  Fll- 
len  verfaltlt,  bleibt  einstiveilen  zweifelbkiL  ' 
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Anf  SAlte  l3>  betrat  to :  „l)ie  ao«  denn  Theorem  von  Mac- 
laarlD  abgeleiteten  Gletdraflgeq  dfrfen  anf  eeirSfanlicbe  Welse 
diffevenzirt  werden,  <Am&  das«  das  GilltigfceltsiafeTTBll  der  Varia- 
beln  za  Sndern  wäre."  '  Dtea  Ut  falsch,  denn  nenn  die  Reihe 
00+  a,a:+o^*  +  ....  «inveigent  Ist,  so  braucht  ntcfat  Oi -f  3<V 
-t-Soax'-i-....  eine  convergente  Rriihe  za  sein;  '  i 

Auf  Seite  1^-^36  ist  die  Eotwickaluug.  v«a  aeo«  JeMothsft- 
Man  hat  freilich 

8ec;T=l  +  (I— coaar)-K$— l!»a«)»+4--  ffi*  — j<«<  +  ^i. 

jetzt  aber  die  einzelnen  Glieder  nach '  Potenzen  von  j:  entwTckeln 
nod  dann  in  irgend  einer  Ordnnne  die  Glieder  zu  vereinigen,  iat 
nicht  erianht.  (vM^l.  meine  AbhandlaDg  Archiv  XX.).  Ebenso  steht 
der  Grenzflbergang  auf  Seite  142  nicht  &ei. 

Auf  Seite  156  ist  bewiesen,  dass  »ai  «j,  u,,....  eine  conver- 
gente  R^be  Ist,  wem  Lbarr^— l\i~J>l.    Es   hStte   hier 

auch  bewiesen  werden  sollen,  dass  die  Reibe  divergent  ist,  wenn 

J'ene  Grenze  kleiner  als  die  Einheit  anaßlUt  Dies  kennte  sehr 
eicht  dnr^  die  Ungleichung 


bewerkstelligt  werden,  indem  man  beacbtet,  dass  die  harmonische 
Reihe  divergent  Ist. 

Bei  dem  Satze  Seite  168  fehlt  der  wichtige  Zusatz:  „dara 
die  Glieder  fortwährend  abnebmen." 

Der  Sata  auf  Seite  161  ist  falsch,  wo  es  heisst:  „Der  Diffe- 
rentialqnotient  von  der  Summe  einer  unendlichen  Reibe  ist  die 
Summe  von  den  DilTerentialquotienten  der  einzelnen  Glieder,  je- 
doch  nur  dann,  wenn  sowohl  die  ursprüngliche,  als  die  abgefei- 
tete  Reihe  convergirL"    Es  ist  z.  B. 

loga  + 1)  =  Wl  -Jil]  +  [a^— J«)]  +  [*•(*  -  g»)]  +  etc. 

tOi  J!^i,  dagegen 

j^= [l-i]  +  (»^-i)]  +  [3i«{l-a:)]+,.. 

nicht  richtig  für  a;=l.  Die  Differentiation  einer  unendlichen  con- 
veigenten  Reibe  ist  im  Aligemeinen  niemals  erlaubt,  wenn  ancb 
die  abgeleitete  Reihe  immerhin  convergent  ist  Der  Fehler  In 
ScblSmilcb's  Beweis  liegt  In  d«n  Ansäruck:  „es  vermindern 
sieh  all«  q." 
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Ps«  dai  Psmltit  vHiWet-UAliadie«  BvfnofatoBgM  Hb«'  die 
J}3r«teDtiabecBi|uiig  des  Smrn  VerjuiMera  fik  i)«iimII>(w  nicbt 
sebr  günstig  angefallen  ist,  fawUj^it  Befecoit  wn  .«>  »»hr, 
als  am  das  matheinatieclic  Talent  Je«  H«na  ProTewor  Schlü- 
nilcli,  der  aick  bereits  durch  and«r#  ansgezeKhiiete  Arbeiten 
einen  vrohlbegrfindetea  Ruf  em»fbea,  nicht  verborgen  iat  Wir 
würden  uns  geschmeichelt  ffihlen,  wenn  Herr  ScKlümilcb  nosere 
Ansiditen  nicht  geradcEn  Terwerfllcfi  f%nde  und  vielleicht  bei  eiiLer 
spfiteren  Bearbeitans  des  Buches  darauf  Rücksicht  nibme.  Ge- 
spannt sind  wir  aufdie  Integralrechnung,  über  welche  sich  hof- 
fentlich «In  ^Dstigerae  CMhril  wird  (UleB  lassen. 

Stralsund  Im  April  1853.    . 


.  <D«s  tteCenat  Cber  dt*  IntegralrVhBWig  hi  mKcMm  Helt«,) 
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IiXXX. 

JLtterarteclter   Berlelit. 


Arltbinetik. 

CompeDfDnin  der  lk)thern  Analysls  von  Dr.  Oslcftr 
SehlSnrllch,  Profesaor  an  der  polytechnlichen  S«h«l« 
xn  Dresden.  !rtfrS«ction.  UoteeralreGbnnne.)  Brauii- 
»Bfewelg.  VIoweg.  18S3.  SRthlr.   (Vgl. Liter. Ber.fifr.LXXlX,) 

.Die  IntegralrechnBi:^  leicbaet  sich  durch  Raichhaltigkeit  dea 
lUateiials  aus.  Man  find«t  hier  Gegenstände  abgehandelt,  dJe  mau 
in  den  meialen  darartigen  Werken  gSnzlicb  vermisst,  a.  B.  die 
nach  den  Sinussen  und  Coiinussen  der  vielfachen  Bngea  Cort- 
wbreiten^ei  R«h«ti  tm  Fnariai,  die  Fou'rier'scben  Doppel- 
inte^ala,  den  Intwallogarithiaus  ui»l  iDtegralsiona ,  endlich  des 
freilich  n«r  seht  kurzen  AliiiM  einer  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen.  Die  Üaratellung  ist  ühersichüicb  gehahen,  und 
überajl,  wo  es  arigefat,  an  geometrische  Betiacntungen  u'gf' 
knüpft  trorden,  was  dem  Verständoiss  der  Sacbao  ohne  Zureifel 
sehr  furderlich  ist.  Referent  hat  auch  mehiere  dem  Verfasser 
eigenthflm liehe  Betrachtungen  wahrgenommen;  dahin  gehören  die 
Theorie  der  periodischen  Reihen  von  Lagratige  unn  Fonrier, 
die  Capitel  Über  Integral logarithnMB  und'  Integralsinus,  der  Be-  > 
weis  f&r  den.  Ausdruck  der  Betafunktion  durch  drei  Gammafunk' 
ttonen,  fär  wetefam  Jaeotrl  (Grelle  Bd.  II.  S.  307.),  Dirieh- 
)et  und  Poisson  andere  Berleituogen  gegeben  haben. 

Was  Jedoch  die  in  dem  Werke  befolgten  Methoden  anbetrifft^ 
so  kann  Referent  sicii  nicht  enthalten,  auf  einzelne  Darstellun- 
gen aufmerksam  ZQ  machen,  die  nach  seiner  Ansicht  einer  stren- 
geren Begründung  bedürfen. 

Die  Herleitung  des  Summen ausdrncks  fOr  ein  hestimmtAs  In- 
tegral giebt  manchen  Zweifeln  Raum.  Es  kommt  (S.  193)  damuf 
an,  zu  zeige»,  daas  die  GrSssen  f.,  ^ pn  beliebig  klein  ge- 
macht »erden,  indem  mun  vreiss,  dass  ih  mit  Si  unendlich  klein 
wird,  ^  mit  9^,  wShrend  ti  conatant  hleiht,  fy  mit  ^,  w&hrend 
ti  und  d,  constant -blefben  n.  s.  w.  Könnte  man  3faer  alle  9 
wfflktthrlich  vertVIgen ,  so  w8re  die  SacEre  klar.  Nun  tsnrss  aher  die 
Snnime  aller  8  stets  :=6  — a  sein,  also  kann  man  nur  tiber  r — 1 
der  GrSsBen  dj,  8^,....^»  willkabrÜGh  vertilgen,  und  es  folgt  nnn 
nicht,  dass  man  jede  der  n  Grtisaen  q^,  (^,....pii  beliebig  ktein 
Ritrchen  kann.  An  Morgno's  Beweis  isf  elren  dasselbe  auszu- 
setzen-.   Es  ist  merktvflnlig,  dass  die  mehrten  ifer  mts  bekanirten 
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Schriftsteller  fiber  hskere  Analysis  nicht  «hunal  (Bi  dncn  ao  em- 
facfaen  Sati  einen  ricbtieen  Beweis  gegeben  haben.  Seite  203 
ist  ein  kleiner  Irrtfaum.    Bei  der  lotegretioD  der  Gleicfanng 

ist  t  als  Gonstsnte  behandelt,  während  es  in  der  Regel  eine  Firak- 
tion  von  x  Ist:  statt  tjZx  muss  also  /iS^r  gesetit  and  f^zeigt 
werden,  dass /idx  mit  t  unendlich  kidn  wird,  wenn  ißa  Intecra- 
üonsEreazen  endlich  sind.  Dieser  Nachweis  erfordert  einen  Satz 
von  den  bestimmten  Intepalen,  und  erst  In  dieser,  im  Bache  spX- 
ter  Torkomraeaden  Theorie  kann  der  Satz  Ober  däü  Differeosiren 
nnter  dem  Integralzeichen  vorkommeD. 

Die  Darstellung  der  Zerlegung  der  gebrodienan  rationalen 
Funktionen  in  Partialbrücfaebat  uns  wenig  zugesagt  Es  ist  nXm- 
Uch  nirgends  die  Mü^l  icbkeit  der  ansenommeDen  Formel  filr 
die  Zerlegung  aachge^wiesen,  deon  daraus,  dass  man  nach  der  Methode 
der  unbestimmten  Co^fficienten  immer  ebenso  viele  Gleicbungen 
erfaGIt,  als  Cofifficienten  vorhanden  sind,  folgt  docb  nicht,  dass 
sich  BUS  diesen  Gleichnngen  (wenn  auch  lineSr)  immer  bestimmte 
nod  endliche  Wert  he  ergeben.  Uebrigens  glebt  es  in  dem  Falle, 
wo  der  Nenner  imaginSre  Factoren  hat,  eine  viel  einfachere  Zer- 
leguDgsart,  als  die  allgemeine. 

Seite  239  vermissen  wir  einen  wichtigen  Bewei».  Auch  konnte 
der  Satz  sogleich  verallgemeinert  werden,  nimlich,  wenn  «j,  k^ 
i^,.,..'eine  Reihe  von  Grössen,  deren  GÄeder  stetige  Punktionen 
von. JE  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  sind,  und  wenn  die  Reihe 
IBr  alle  x  xwiscben  a  und  b  conrergent  ist,  also  eine  Sanm« 
f(x)  hat,   so  ist 

C   u^hx  +  f  ««,33;  +  etc. 

ebMifalls  eine  convergente  Reihe,  deren  Somme  ;s  /    flx^Bx  ist 

Setitman  ti,-|-iia-(- -f-nasta,  v»i-i -t  Mmi^+ in  laf,  =Rm,  aoist 

J^'fixydx  =y^'f,ar +y  *  R^x; 

daraus  nun,  dass  An  mit  ii=:qc  verschwindet,  mos«  bewiesen  wer> 
den,  dass  /  jßnSx  ebenfalls  unendlich  klein  wird.  Dieser  Nach- 
weis ist  wiederum  mit  Uflife  eines  bekannten  Satzes  Aber  be- 
stimmte Integrale  zu  gehen.  Uebrigens  dffifen  a  und  b  nicht  «n- 
endlich  gross  sein. 

Zur  approximativen  Qnadratur  entwickelt  der  Verfasser  die 
Simpson  sehe  Regel;  dieselbe  ist  zwar  praktisch  sehr  bequen. 
doch  fehlt  es  an  der  Bestimmung  der  Fehlergrenze.  Referent  be- 
dient sich  gewSbniich  der  schSnen  Methode  von  Newton,  welche 
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vortrellleh  in  Hindlog'B  »IntegrabechnHiig''  BOBaimiulwgeMtit 
iat  und  nach  der  VerimaeniBg  von  Ganss  s^r  groweGeoanic- 
ksit  giebt    (Jacobi  in  Cr«ll«'8  Jonraal  Bd.  I.  p.  301  C) 

Seite  300  IT.  wird  mit  Recbt  darauf  aurinerluam  gemacht,  daas 
daH  Differenziren  unter  dem  Integralzeichen  nicht  erlaubt  sei,  wenn 
eine  der .  InlegradoDsgreDSfln  unendlich  ist.    Der  Verfasser  Will  ntui 


-  »11)111610.  ans 


u  =  /      «-*■  sin  TX  — ■ 
—j     e-^*coarx8ce  +  /      Qe-^Bx, 


setzt.    Er  hfitrachlet  uiid  aber  wieder  ^  aTs  Conatante,  indem  er 

nimmt,  was  offenbar  falsch  ist,  da  q  det  obigen  Gleichung  zu- 
folge eine  Funktion  von  ^  ist  . 

S.  316  ist  Missbrauch  getrieben  mit'dem  Differensiren  einei 
unendtichen  Reihe,  worauf  wir  schon  flfter  anfraerfcsam  gemacht 
haben.  8. 317  ist  dne  einfacheReihe  ohne  Weiteres  in  eine  Doppel- 
reihe umgestaltet,  welche  Meäiodeblufigfehlerhaße  Resultate  gieht 

Die  Herleilung  der  periodischen  Reihen  Ton  Foarier  gehOrt 
im  Wesenllicfaen  Diricfalet  (Crelle's  Journal  Bd.  4.);  der 
Verfasser  hat  es  indesBen  auf  Vereinfachung  dieser  so  schii- 
nen und  strengen  Methode  abgesehen.  Herrn  ScblDmilch's 
Beweis  wQrde  sich  in  der  That  durch  seine  Einfachheit  sehr  em- 

E Fehlen,  wenn  er  nicht  erheblichen  Zweifeln  ausgesetzt  wfire. 
lieae  Zweifel  bestehen   in   folgenden  Pnnlcten:    1)  Indem  gezeigt 

wurde,  dass^     /'(OcosAtaf   einen    endlichen    Wertk   behUt, 

wenn  k  unendlicb  gross  wird,  musste  auf  die  Ffiile  Bezog  ge- 
nommen werden,  wo  f{f)  zwischen  den  Grenzen  a  nnd  6  unend- 
lich, unbestimmt  oder  unstetig  wird.    3)  nachdem  bewiesen  woi- 

tinioktdt  mit  £^09  verschwindet,  falls  AO  von 
alia  b  end'lleb  bleibt,  Mtzt  ScblSmileh 

"*'  Sin( 
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auf  dieMD  Fall  fcaAn  abacdu  T«rhergek«i4s  Tbmrmi  idd*  m- 
gcwandl  wenlen ,  da  /^f)  für  (3=0  aMsdlick  vrerdmi  bno .  dam 
nämlick,  wenn  ^(x)  uoMdlicb  gross  ist  ~  (Icfai^ena  pit  die 
Formel  (S)  p.  332  der  gegebeoui  UerJeitang  eemSss  nur  f&r  eio 
ganzes  ungerades  k,  miftün  Ut  deT.Diricblel'sch«  Satz  weit 
atlgeraeiner. 

Bei  Abhandlnne  der  Euler'scfaeo  lotegrale  hatte  wohl  der 
Legeiidre'sche  Sats,  von  dem  Dicicblet  einen  so  m^teiliaf- 
ten  und  einfaGhen  Beweis  gegeben,  nicht  fehlen  dflrren. 

Von  Seite  365 — 08  werden  die  einfachsten  Eigenschaften  der 
elliptisnben  Integrale  «rtfter  and  sneiter  Gattung  enlwicLelt.  Re- 
ferent vermisst  die  elliptischen  Funktionen  der  dritten  Art,  Mwie 
die  elliptischen  Funktionen  mit  imaginärem  Argument;  anch 
dOrHen  wohl  Anwtodungeo  auf  die  Lemaiscaten  am  Orte  gewe- 
sen sein. 

Die  HerleitiiDg  der  Additioneformeln  hatte  manche  wettllidge 
Transformationen  GberflOssig  gemacht,  weon  der  Herr  Verfaiiser 
die  Fome)  (15)  p.  368  wn  Auegangapenlit  gew&blt  hStte.  Uebri- 
gens  hat  er  nicht  nachgewiesen,  dass  diese  Forriiel  immer  reelle 
Werthe  von  a  lierert  Die  Divisino  der  elliptischen  Fanktionen 
betreffend,,  hat  sich  ein  Inthum  eiogeschlichen,  indem  es  Seite 372 
heisst,  dass  zur  Beatimmting  der  Amplitude  9>i  immer  die  AuIlC- 

sang  einer  algebraischen  Gleicfaong  vom  Grade  m*  nSthig  sei.  Ist 
nämlich   m    eine,  gerade   Zahl   =:2n,    so   hat  man   bekanntlich 

p 
8inam2n^=:-^2yi,  wo  x=sinamj3,  y^^cQsamß,  t=-jdasap,  Ptm, 

j^  gajue  olgebiaiscbe  FanktiooeB  van  s*,  die  «rate  vom  Grade 
(2»)'-- 4,  die  nndere  vnmGr«de(2n)>;  macht  man  oua  die  Gleicbung 


(k  der  Modnios)  rational,  an  kommt  sln'amZRjJ^  6(^,  wo  d(« 
FtMiktion  8  vom  Grade  Sn*  ist  Um  also  sin  am  ^m  bestimmen, 
ist  die  Auflüsung  einer  Gleichung  vom  Grade  2(2n)'  erfordeHlcli. 
Wollte  Berr  Schl<Imilcb  auf  diesen  Gegenstand  nicht  ansfabr- 
llcher  eingehen,  so  muHste  die  Bemerkung  Über  den  Grad  der 
anfiaÜseMcn  Gleichnng  wohl  äberhanpt  wegfallen.  Damit  nfin- 
■  lieh  dieser  Grad  der  klei nstmi! glich ste  werde,  darf  die  Bestimmung 
von  sinamnid,  cosamtn^,  Jataraß  mit  Hülfe  des  Additionstbeo- 
rents  nicht  durcli  wUlkiifarlicbe  ZcrlÜUung  des  Arguments  mß  vor* 
genommen  werden-    Setzt  man  %.  B.  6ä  zusammen  ans  iß  und  4j?, 


so  steigt  derNeaner  S  in  siaam6^=ö  «VI— «*V  I — A*«*  auf 
den  40Bten  Grad,  dagegen  nur  anf  den36sten  Grad,  wenn  tß  aus 
Zß'\-Zß  zuaaromengesetat  wird.  Nor  onter  der  tHMonderfln  Vor- 
aussetzung, dass  2n^  immer  aas  n^  -f  nß,  (2n-|-l)ß  ans  iiß^(»-^\)ß 

zusanunengeselzt   wird ,     ßbrt   die    Bestimmung    von    sinsm  —ß. 
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cosRiD-^,  jdaa^ß  auf  eina  Gleicfanng  vom  Grade  nt*  (oder  2»A 

weno  es  sieb  nm  ainam  handelt  und  in  garade  ist).  Der  Beweis  diese* 
Theorems  errordert  jedoch  ein  näheres  Eingehen  auf  den  Gegenstand. 
Bei  der  Landen'adiea  Sulistitntion hal>eif  wir  ebftnfalU^pige 
Bemerkungen  su  machen.    Es  ist 

wo 

Dmb  mi«  jfc»  gegen  de  Elnlieit  canvatsirt,  WICH»«  unendlich  frird, 
bat  der  Verfasser  dlcbt  anFlesen.  AuMi  fehlt  die  Beflf  miMmg  d*r 
FcUerftrense  bei  Anwcdiwig  disMr  Fonueln.    Setst  nan  nisilieli 

•o  ist  Idofat  EU  erweisen,  dass  der  beganeene  FeU«  ideiner  nU 

l+A  l+*i       J  +  i»-i  «OS?»  ^' 

liebig  klein  gemacht  werdsn  kann.  Ebenso  ist  im  Fall  der  Ver- 
Uelnenmg  des  Modulna  nicht  geseigt,  dass  der  letrtere  sieb  der 
Null  abwi    Macht  man  hier 


<m  indet  sieb  der  Fehler 

r<  (i+*_,)(i  +  Ä_j....(i+*_)  J  (^=j^==-t). 

conrergirt  also  g^e»  Null. 

Die  Werlhbestlmmuns  der  Fonrter 'sehen  Doppelintegrale 
(S.  409)  beruht  auf  der' Umkehrung  der  Inteftration ;  mir  scheint 
aber  eine  solche  Umkebrang  nicht  immer  zulSssIg,  nenn  die  Grenzen 
der  IntegltatiqD  unendlich  sind.    Die  Formel 


DK!,tzü.DyG00gIC 


seticint  «Der  gmftnra  nvd  grilndlicben  UntenmdinDg  n  bedfirfim. 
Ist  T.  B.  /(#)=:  I,   80  hat  sie  woU  Mnen  recbtra  SiBD,   im  Ib 

diesem  Falle    /      coa«)9«iff  imbestiiiiiiit  ist. 


Die  EsJetenz  dee  Integnla  elDet  DifferenHalglelchinig  Ton  der 

Form  ^= {(;);,  y)  wui  auerat  durch  geometriaehe  BetrachtnBgen 

daneth^.    Diese  Anaicht  der  Secbe  (f.  487)  iet  iedenblU  wohl 
nicEt  die  rechte.    Die  Dilerentialsleichniig  sei  Dfimlich 


V.3ä> 


+»*=r»- 


Geht  mui  von  den  AaCuiMweitheD  ^=aO,  3P=r  «h,  m  a^;iebt 
sich  dorch  WiederhohtoK  der  Tsogentenconstnictiaii  die  Gmule 
g^T,  welche  bekasatlicB  das  siogalSre  Integral  der  GleidMBg 
darstellt  Der  Kreis  x*-{-s*z^r*  geht  ebenralls  durch  den  Punkt 
f  =±:0,  y=r,    er  geoflgt  auch  der  Difereelialgleichai^  und  reprl- 


i:h  der  Difereelialgleichai^  und  reprl- 
ntegraL  WSre  neu  die  Mometriac^ 
jniesseiie,  ao  mflastcDsicndoch,  wenn 


sentirl  ein  particalXres  Ini 

Ansicht  der  Sache  die  sagen .  

man  die  Constrnction  von  einem  bestimmten  Panlcle  an  b^inn^ 

töichzeitiK  das  sineullre  nnd  particolfire  lotegral   CTKoben,    wenn 
de    vorhanden   sind.     Eiwnso    geben   durch   deo  Punkt  s^Ö, 
J^  ia  der  Kreia  3r=V^ox— jHi«'.  »od  die  Parabel  if=V  or+Ja*, 
eren  Gleichungen  resp.  das  particuUre  und  das  singnlfire  Inte- 
gral der  Gleichung  ?^=^ V  Ol— y*+io*   daistellen,   wfib- 

rend  die  Tange ntenconstmcti od  wiederum   nur  das  sinnllre  lnte> 
grat  liefert    üebrigena  konnte  der  Herr  Verfasser  analytiaGb  sehr 

Qu 

leicht  nachweisen,  dasa  der  Differentialgleichung  ^;=j(x,g)  nicht 

mehr  als  xwei  Integrale  genflgen,  deren  eines  das  allgemeiBe,  da« 
andere  das  wogullre  ist 

Seile  447  vermissen  wir  den  Beweis  dafär,  dass  ein  integrirender. 
Factor  immer  existirt,  wenn^dar-f  4<cly  kein  vollständiges  OilTereDlial  ist 

Die  Integration  der  linefiren  Differentlal^leicbungen  wird  m- 
erat  an  dem  Falle  darcbgefäbrt,  wo  die  Gleichung  von  der  awei- 
ten  Ordnung  ist  Uro  Wiederbolnngen  so  vermeiden,  bitte  der 
Verlasser  das  Problem  von  Anfang  an  allgemein  bebandeln  kSn- 
nen.  Seiir  sonderbar  ist  die  HerleituDg  des  Integrale  der  Glei- 
chung ^-H>^-f  ^=0  ^  den  Fall,  daas  die  Wuraeln  der  Glm- 


cbuiig  i*  +  ax  +  b=0  einander  gleich  aind.  Sind  die  Wurxeln  zu- 
erst verschieden  (i,  nnd  JL),  so  setzt  SchlSmilch  is=l,  +i 
und  hat  y=e^i'(f^-t-C.e^).    Macht  man  8=0,    so  kann  immer 


nur  faeranskommen  y=:Conet.  e^<';  der  Verfasser  verwandelt  aber 
e*'*  nach  der  Exponentialreihe,  findet  y  =  e*'*  (C+(7^-HC'da^+,«) 
und'gelangtnunsaderForm  y=(C-|-C'j:)«^>';  Da  er  aber  C^C^i 
Keaetat  hat,  so  ist  C^siO  mit  i=Q,  und  somit  kann  kmne  neue 
Form  beranskommen. 
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Cebr^B  bat  Refnent  b*i  der  Inlegntioo  4er  Un^n««  DiL 

brentialdeicDiiagen  in  den  ihm  bokatmlen  Werken  flberall  de« 
Beweis  daftir  Tenuisst,  dassda^  InlegralimmerBurdie bekannte &Dge. 
nommene Form  gebracht  vrerdeo  bann,  wan  doch  sehr  tresentlicb  ist. 

Die  Integration  der  totalen  DiffereDtialKleichnDgen  mit  mehre- 
ren Variäbeln  ist  sehr  kurz  behandelt.  Referent  ist  der  Meinni^ 
du«  dieser  Gettenstand  ganz  wegbleiben  konnte,  denn  mit  Halb- 
heiten ist  doch  nichts  anzufangen. 

Die  InlegratiMi  der  partiellen  DiffereDtialgleichnngep,  welche 
den  Scbloas  des  Buches  bildet,  wird  auf  die  IntegTatiDn  von  sl- 
nultanen  Gleichttn^n^Gurnckgeßfart  Die  ganze  Herleitnng  (p.  K38  ft) 
ist  aber  dem  Referenten  ganz  nnTerstSndlich  geblieben  (nament- 
llch  p.  B2S)  und  miiss  aaf  ganz  andere  Weise  gegeben  weiden. 

Straisnnd.    den  17.  April  1853. 

Dr.  Arndt 


Ceber    ^hie    Sanunlnng    von    besttnimteD 
Inteifralen* 

Dhu  den  Hathcnatikcf  Tafeln  DÖthir  aiod,  bedarf  vohl  aioht  «Inas 
Bewelaei;  [Mkaeondere  braacht  er  loIeJne,  die  ihm  die  ReaotUt«  ver- 
■chMtaer,  oft  ainheeli^r  FoncIiDa^B  in  d«  Ordaanfc  vor  die  Anna 
Iringea  «ollea,  wie  er  aie  «n  beaatien  AnleItiiD>  fladet.  Wer  iet  nleht 
frob,  data  Ändere  vor  ihin  die  Logoriihnien  berechnet  haben;  aOBalviärda 
ikr  Gebrauch  ihn  wohl  TCTaSKl  *ein,  nad  doch  könate  er  aie  aeibat 
ttMWchnen  uachfeatgeaetiteT,  gleichfänDiserBehandlnngaweite.  DieaealMr 
Mit  gintliob  bei  einer  «äderen  Art  von  Anadröcken,  den  beatinraten  Ints- 
gfslea,  nod  deaahalb  dörfle  bei  deren  hänfigem  Gobranche  eine  Tafd 
vahl  nicht  fehlen  nntCr  den  malhematiachen  Hülfamllteln.  Ea  iat  aber 
ileal  Btcht  ao:  obarbon  bei  anderen  Sammlnngen  auch  wobt  Tafebi 
mit  eiaiifeB  tteatimmtea  Integralen  mit  anfgenonimen  aind,  ao  iat  doch, 
neiaea  Wiaaena,  nicht  da,  waa  man  eitiigermaaaen  Tollalindig  aeaaea 
küaate.    Woraa  aber  kann  diea  wohl  liegen? 

Brateaai  I«t  die  Methode  der  ganaen  Integralrechnung  gowiiaerwiaa- 
••M  etaa  iadlrecia,  «o  gilt  dijM«  aameollich  tob  der  Lehre  tos  den  b»- 
atiatiateB  lateRralea.    £a  iat  nur  dnrcb  eine  growe  Aatahl  gani  renchie- 

r  Hethodea  relunifei^,    die  Formeln  so    aammeln,    die   ana  jetal  an 


Gdhota  atc^en.  narbdem  für  dieae  von  Enler,  Caachj,  Legendre, 
Folaaoai  Laplace  der  Grand  gelegt  wurde,  aind  aeitdem  die  Me- 
Ihodea  Termehtt  ond  darch  eine  Heage  Mathematiker  aar  Ermittolnag 
■eaer  Formeln  angewandt  worden.  Dieae  Arbelleii  tind  nberall  in  Jour- 
saleB  nad  in  den  Abhandlungen  der  Tertchjedenen  Acadeaiiea  leiatroDt. 
Daher  Iat  wohl  nicht  ein  Jeder  in  der  Lage,  dieae  TerachiedeBen  Beaal- 
tala  SB  braotaea,  weit  weniger  ue  alle  bei  einiaiii'  ta  haben. 

Nodi  fährt  dacaelbe  Indirecte  In  der  Hethnde  %a  einem  andere« 
nothwendigen  Hebel,  welchea,  wie  in  der  Integralrechnnag  überhanpt, 
weit  atlrker  b  dieaemTheile  hertoiragt:  daaa  ea  in  dcia  Uekanntea  an- 
weilea  kleinere,  öfter  auch  gräiaere  Lacken  giebt,  daa«  Auadräcko,  aft 
aar  nai  eia  Weniges  Terachieden,  doch  mitteilt  anderer  Uelhoden  nad 
MawellCB  gar  uicht  sd  ermitteln  aindi  ja,  man  könnte  hier  faat  sagen, 
da«*  es  Boch  gar  keia  Gansea  gebe  and  laater  elBselne  Brnchatäcke  da 
sieben,    welche  in  einem  Gsnien  snasuinieninbrlugen  noch  nicht  geinn- 

Kl  M.    DiesB  hat  aeioen  Grwid,   wie  goaagt,   la  der  nniea    indirecten 
handlang* weiae  and  aueh  wohl  ia  deren  Verachiedenheit. 
Einea    elcealhBiBlicheB  Vorlhell  gewährt  na  babea  hnan  ahar  der 
UagldehartlgSeit  der  Hethodeaalchtal^esproehni  werden;  oft  iit  man  anf 
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vinBiDairfM(CUw.>iiaMUwg)MiW«gwi  wd«*MAlMSeMltalMs*l«u|,Bad 
man  konnte  »Im  dia  alne  Methode  miu«lit  der  uiilBren  piufu  um  ilice 
Gültigkeit  beweiien.  Nicht  iwiner  indeMm  war  diBiei  der  Fall,  ■■ödem 
uiclit  Bellen  waren  die  Reialtste  mit  ejovider  im  Streit  und  slau  die 
Unxuläsatgbeit  derbetrelencn  Wege,  wenieileai  einef  denelben,  aoiiei  Zvei- 
fel  Rietst,  «odnrch  niu  hUq  diä  flrutiilEdeea ,  bd«  der  Theorie  der 
FoncthtDeii  idfaer  in  pröfea,  genener  tu  beMimmen,  vo  nSlhig  ui  be- 
richtigen *ieh' Miwongea  asli;  und  to  lernt«  mM . uluMhen , ' vu  OBsn- 
ÜMijT  oder  ttaäi  wähl  fnlieh  war  ia  dar  htkn  VWi  dea  nnbetliMiteB 
Co^dentea,  in  dar'Theoria  der.lUihca  •hnflBeröbliMfaligvn^IlirvCon- 
THTgens,  d.  h.  ihr«r  Wahrheit.  Aach  U  Hern  Bbthodea  Amt  AMoitnnc 
kaitlflwitei  Integrale  «clbatia  tu  fdemafclhan  Wege  Vielet  mehc  hoitiBntniMl 
bMchräabt,  aberdwlui'ch auch  der  GebiuicL  vor  Fehlen  geijchwt'woidt'ii. 
V'ie  drei  Vmdände:  dia  Zentreunng,  der  Hangel  an  £inbeit  and 
die  ibcilweiie  Umicherheit  Tieler  Retaltale  litul  wohl  Schuld  daran,  daaa 
■nan  aolche  Tafeln  bii  jetil  noch  entbehrL  Bte  wären  aber  nicht  oor  nütz- 
lich, aondern  sogar  notbwendig,  denn  anaier  ihrer  ■telireii  Anweadaag 
In  der  Analjiia  überhaupt  .hönnea  aie  in  der  Wahracheinlichkeitarech- 
nungj  in  der  Mechanik,  in  der  mathemaliichen  Phj«ili  wohl  nicht  eab- 
Habrl  «erdea.  Aber  eben  Jene  SaimnlaBg-  würde  auek  avch  dea  rieht 
geringen  Nntien  gewähren,  den  aaelspd  dieier  Theorie  klar  vor  die 
Aagen  lo  bringen;  wea  wirklich  schon  beliannl  iat,  von  den  Unbehann- 
t«n  sn  trennen,  die  Lacken  aber  BufiaweiaeD,  die  noch  ofuoali  wahrau' 

Dari^i  dleae  BemerhangeD  Terentsa«t,  heb*  ich  nieh  aeit  elatgan 
Jahren  mit  der  Sammlung  von  heatimmteu  Intenalen  be*ch&fti|rt  —  aa 
llan  diete  Sammlung  achon  awiichen  awei  and  drei  Taaaead  ranMda 
entMIt  —  nnd  dam  iURacr  den  Hauptwerken  Ton  Galer,  Caaehy, 
Legendre,  SchlSmtlch  die  wiaaco^ch ältlichen  Jenmal»  Ton  Orelle, 
Grnnert,  Linaville  und  der  polytechnischen  Schale  an  Parb,  «awi« 
die  Abhandlungen  der  Arademien  benatzt,  wosa  inh  dann  nnt  wana  wr- 
•dgliche  Gelegenheit  hatte.  Anaaer  diesen  Quellen  aber  wird  ea  wohl 
noch  mehrere  Hiinni[Taphien  geben,  die  mir  unbekannt  blfeben  «der  dia 
i«h  mir  -an  Tertchaf^n  nicht  im  Stande  war;  nnd  doch  iat  aar  m^lichat 
gr«aaen  TMlKindigbeit  meiner  Arbeil  dieae  Kenntnia«  nathwnidig.  Wem 
alao  die  geehrten  Herren  Verftaier  meine  Dnhehanntheit  an  üboraahau 
die  Gdte  haben  wallten,  *o  erancha  Ich  aie,  auni  Ilutaen  der  Wiaaen- 
achaft  mir  (etwa  anf  dem  Wege  de*  Bachhandela)  aolch«  Honagmphfen 
adachlchen  an  wallen,  wogegen  ich  von  meiner  Seite  Terapreelft,  Alle* 
ayfinbieten,   eine  rntlaländtge  und  correcEe  Sammlung  an  Hefen. 

Eben  dadurch  könnte  ea  mir  auch  gelingen ,  ein  Nebeaalet  an  errei- 
chen, daa  ich  mir  rorreiedt  halM,  am  namentlich  in  dieaea  Tafeln  den 
GanK  der  Wiaaenichaft  getren  dannlegen.  Diea  aoU  dadurch  erreicht 
werden,  dnia  Iwi  jeder  Fnmiel  nolirt  wird,  welcher  Autor  aie  ahro- 
leltet  habe  and  wo  dieai  in  finden  aei :  h«  TerachiEdener  AftleS taug  tat 
aneh  die  dam  gehSrige  Litcratnr,  dabei  anmgeben.  Eine  •olcHe  Eia- 
richtung  wird  noch  «HMdrein  den  Vorlhcil  haben ,  nm ,  wenn  maa  ea  Ter~ 
langt,  die  Qaelle  aelbat  nnehachlagen  nnd  die  Ableilnng  eia«Ha er  Formeln 
aebat  dem  ZnaammmhaBge  mit  anderen  Formeln  aelbat  prüfen  an  b^nnea. 

Wenn  Ich   mich   der   gewnnachten  Unleratülzun^   Soitena  der  Malhe- 

matiher  lU  erfrenen  die  Hoffhnng  hege  ,  —  ' -*•  — — —  »->.-<•  ~ 

uicht  ala  bloase  Compilalion   lu    erachein 
ihren  Arfieitem  Nutzen  xu  bringen. 

DeTealec  in  den  Kiederlanden ,  S.  Mai  1B53. 

D.  Bieicna  de  Haan,  Hatb.  Hi«.,  PtliL  Hat.  DmI. 
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